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2011 

ΘΕΜΑ Α  

A1. Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη σε ένα διάστημα Δ και x0
 
ένα εσω-

τερικό σημείο του Δ. Αν η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο x0
 
και είναι 

παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό, να αποδείξετε ότι: f′(x0) = 0      Μονάδες 10  

A2. Δίνεται συνάρτηση f ορισμένη στο ℝ. Πότε η ευθεία y=λx+β λέγεται 
ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f στο +∞;                     Μονάδες 5 

A3. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τε-
τράδιό σας δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σω-
στό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμένη.  

α. Για κάθε μιγαδικό αριθμό z ≠ 0 ορίζουμε z0=1                Σωστό 

β. Μια συνάρτηση f:A→ ℝ λέγεται συνάρτηση 1–1, όταν για ο-
ποιαδήποτε x1, x2∈A ισχύει η συνεπαγωγή: αν  

x1≠x2, τότε f(x1) ≠ f(x2)                         Σωστό 

γ. Για κάθε  x∈ ℝ1= ℝ–{x/συνx=0} ισχύει: ( ) 2΄ 1εφx =
συν x

− Λ 

δ. Ισχύει ότι: 
x +

=ημxlim 1
x→ ∞

                                                 Λάθος 

ε. Οι γραφικές παραστάσεις C και C΄ των συναρτήσεων f και f-1
 

είναι συμμετρικές ως προς την ευθεία y=x που διχοτομεί τις γω-
νίες xOy και x΄Oy΄.                                   Σωστό    Μονάδες 10 

ΘΕΜΑ Β  

Έστω οι μιγαδικοί αριθμοί z και w με z≠3i, οι οποίοι ικανοποιούν τις 

σχέσεις:          + zz 3i +3i =2−  και 1w = z 3i+
z 3i

−
−

. 

B1. Να βρείτε τον γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z  
Μονάδες  7 

B2. Να αποδείξετε ότι:    z 13i=
z 3i

+
−

                                       Μονάδες  4 
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B3. Να αποδείξετε ότι ο w είναι πραγματικός αριθμός και ότι  − 2 ≤ w ≤ 2 

 Μονάδες  8 

B4. Να αποδείξετε ότι:     =z w z−                                            Μονάδες  6 

ΘΕΜΑ Γ  

Δίνεται η συνάρτηση f : ℝ→ℝ, δύο φορές παραγωγίσιμη στο ℝ, με  

 f (0) = f(0) = 0′ , η οποία ικανοποιεί τη σχέση:  

( )x f (x)+f (x) 1 = f (x)+xf (x)e ′ ′′ ′ ′′−  για κάθε  x∈ℝ. 

Γ1. Να αποδείξετε ότι: ( )xf(x) = ln e x− ,  x∈ℝ                           Μονάδες  8 

Γ2. Να μελετήσετε τη συνάρτηση f ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα.  

          Μονάδες  3 

Γ3. Να αποδείξετε ότι η γραφική παράσταση της f έχει ακριβώς δύο ση-
μεία καμπής.                                                                                   Μονάδες  7 

Γ4. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση ( )xln e x =συνx−  έχει ακριβώς μία λύση 

στο διάστημα  π0,
2

 
 
 

                                                                   Μονάδες  7 

ΘΕΜΑ Δ  

Δίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις f,g : ℝ→ℝ, οι οποίες για κάθε x∈ℝ ικα-
νοποιούν τις σχέσεις: 

                   i)   f(x)>0 και g(x)>0          ii)
2t

2x
1 f(x) = dt

g(x + t)
e

e
−−
∫

x

0
 

                  iii)   
2t

2x
1 g(x) = dt

f(x + t)
e

e
−−
∫

x

0
 

Δ1.  Να αποδείξετε ότι οι συναρτήσεις f και g είναι παραγωγίσιμες στο ℝ 
και ότι  f(x)=g(x) για κάθε x∈ℝ.                                          Μονάδες  9 

Δ2. Να αποδείξετε ότι:  f(x) = ex, x∈ℝ.                                      Μονάδες  4 
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Δ3. Να υπολογίσετε το όριο: 
-x 0

lnf(x)lim 1f
x

→  
 
 

                                 Μονάδες  5 

Δ4. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γρα-

φική παράσταση της συνάρτησης   ( )x 2

1
F(x)= f t dt∫  τους άξονες  x΄x  και  

y΄y και την ευθεία με εξίσωση x=1.                                               Μονάδες  7 

 2012     
ΘΕΜΑ Α 

A1. Έστω μια συνάρτηση f η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ.  
Αν f΄(x) > 0 σε κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ, τότε να αποδείξετε ότι η f 
είναι γνησίως αύξουσα σε όλο το Δ                                               Μονάδες  7 
A2. Πότε λέμε ότι μία συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστη-
μα [α, β];                                                                                         Μονάδες  4 
A3. Έστω συνάρτηση f με πεδίο ορισμού Α.  

Πότε λέμε ότι η f παρουσιάζει στο x0∈A τοπικό μέγιστο;   Μονάδες  4 
A4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τε-
τράδιό σας, δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σω-
στό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 

α. Στο μιγαδικό επίπεδο οι εικόνες δύο συζυγών μιγαδικών είναι 
σημεία συμμετρικά ως προς τον πραγματικό άξονα         Σωστό 

β. Μια συνάρτηση f είναι 1-1, αν και μόνο αν για κάθε στοιχείο y 
του συνόλου τιμών της η εξίσωση f(x)=y έχει ακριβώς μία λύση 
ως προς x.                                                                          Σωστό 

γ. Αν είναι 
0x x

lim f(x) = +
→

∞ , τότε  f(x)<0 κοντά στο x0         Λάθος  

δ. 2
1(σφx) =

ημ x
′ ,   x∈ℝ −  {x|ημx≠0}                               Λάθος 

ε. β ββ
αα αf(x)g (x)dx =[f(x)g(x)] + f (x)g(x)dx′ ′∫ ∫ , όπου f΄,g΄ είναι συ-

νεχείς συναρτήσεις στο [α,β]                             Λάθος     Μονάδες  10 

ΘΕΜΑ Β 

Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς z και w για τους οποίους ισχύουν οι 
επόμενες σχέσεις:  
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               |z – 1|2 + |z + 1|2 = 4     (1)               |w – 5 w |= 12    (2) 
B1. Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών 
αριθμών z στο επίπεδο είναι κύκλος με κέντρο την αρχή των αξόνων και 
ακτίνα ρ = 1,.                                                                                  Μονάδες  6 
B2. Αν z1, z2

 
είναι δύο από τους παραπάνω μιγαδικούς αριθμούς z με  

|z1 −z2|= 2 , τότε να βρείτε το  |z1+ z2|.    Μονάδες  7 
B3. Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών 

αριθμών w στο επίπεδο είναι η έλλειψη με εξίσωση 
2 2

+ =x y 1
9 4

 και στη 

συνέχεια να βρείτε τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή του |w|.      Μονάδες  6 
B4. Για τους μιγαδικούς αριθμούς z,w που επαληθεύουν τις σχέσεις (1) 
και (2) να αποδείξετε ότι: 1 ≤|z – w|≤ 4                                         Μονάδες  6 

ΘΕΜΑ Γ 

Δίνεται η συνάρτηση  f(x) = (x −1) ℓnx−1, x>0 

Γ.1 Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο διά-
στημα Δ1=(0,1] και γνησίως αύξουσα στο διάστημα Δ2=[1,+∞). Στη συνέ-
χεια να βρείτε το σύνολο τιμών της f.                                            Μονάδες  6 
Γ.2 Να αποδείξετε ότι η εξίσωση x 1 2013=x e− ,   x>0 έχει ακριβώς δύο θε-
τικές ρίζες.                                                                                      Μονάδες  6 
Γ.3 Αν x1, x1

 
με x1< x1

 
είναι οι ρίζες της εξίσωσης του ερωτήματος Γ2, να 

αποδείξετε ότι υπάρχει x0∈( x1, x2) τέτοιο, ώστε f΄( x0) + f(x0) = 2012 
Μονάδες  6 

Γ4. Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 
παράσταση της συνάρτησης      g(x) = f(x) + 1 με x>0, τον άξονα x΄x και 
την ευθεία x=e.                                                                               Μονάδες  7 

ΘΕΜΑ Δ 

Έστω η συνεχής συνάρτηση f:(0,+∞)⟶ℝ, η οποία για κάθε x>0 ικανοποιεί 
τις σχέσεις:  

• f(x) ≠ 0  

• 
2 2x x+1

1

x xf(t)dt ³
e

− −
∫  
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• 
x

1

lnt-tlnx x= dt+e f(t)
f(t)

 
− − ⋅ 

 ∫  

Δ1. Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη και να βρείτε τον τύπο της. 

Μονάδες  10 

Αν είναι  f(x) = e-x(ℓnx−x), x>0, τότε: 

Δ2. Να υπολογίσετε το όριο:    ( )2

x 0

1lim f(x) ημ f(x)
f(x)→ +

 
− 

 
     Μονάδες  5 

Δ3. Με τη βοήθεια της ανισότητας lnx≤x−1, που ισχύει για κάθε x>0,  

να αποδείξετε ότι η συνάρτηση  
x

α
F(x) = f(t)dt, x 0>∫ όπου α>0, είναι κυρ-

τή (μονάδες 2). Στη συνέχεια να αποδείξετε ότι:  
                   F(x) + F(3x) > 2F(2x), για κάθε x>0  (μονάδες 4).        Μονάδες  6 

Δ4. Δίνεται ο σταθερός πραγματικός αριθμός β>0. Να αποδείξετε ότι υ-
πάρχει μοναδικό ξ0∈(β,2β) τέτοιο ώστε: F(β) + F(3β) = 2F(ξ)      Μονάδες  4 

 

 2013    
ΘΕΜΑ Α 

A1. Έστω f μια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα [α, β].  

Αν G είναι μια παράγουσα της f στο [α, β], τότε να αποδείξετε ότι:  

β

α
f (t)dt∫  =G (β) – G(α).                         Μονάδες  7 

A2. Να διατυπώσετε το Θεώρημα Μέσης Τιμής του Διαφορικού Λογι-
σμού (Θ.Μ.Τ.)                                                                                Μονάδες  4 

A3. Πότε λέμε ότι μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σε ένα κλειστό 
διάστημα [α, β] του πεδίου ορισμού της;                                       Μονάδες  4 

A4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τε-
τράδιό σας δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση τη λέξη Σω-
στό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασμένη. 
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α. Η εξίσωση oz z = ρ−  , ρ > 0 παριστάνει τον κύκλο με κέντρο 

το σημείο K (zo) και ακτίνα ρ2, όπου z, zo μιγαδικοί αριθμοί.  
Λάθος 

β. Αν 
ox x

lim f(x) < 0
→

 < , τότε f (x) < 0 κοντά στο   xo             Σωστό    

γ. Ισχύει ότι:  ημx x≤ για κάθε x∈R                                     Σωστό 

δ. Ισχύει ότι:  
x 0

συνx 1lim = 1
x→

−
                                                 Λάθος 

ε. Μια συνεχής συνάρτηση f διατηρεί πρόσημο σε καθένα από τα 
διαστήματα στα οποία οι διαδοχικές ρίζες της f χωρίζουν το πε-
δίο ορισμού της.                                      Σωστό     Μονάδες  10 

ΘΕΜΑ Β 

Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς z για τους οποίους ισχύει:  

(z−2)( z − 2) + z 2− = 2. 

B1. Να αποδείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών z, 
είναι κύκλος με κέντρο K(2,0) και ακτίνα ρ = 1.    (μονάδες 5) 

Στη συνέχεια, για κάθε μιγαδικό z που ανήκει στον παραπάνω γεωμετρικό 
τόπο, να αποδείξετε ότι:   z 3≤ .      (μονάδες 3)                          Μονάδες  8 

B2. Αν οι μιγαδικοί αριθμοί  z1 , z2 που ανήκουν στον παραπάνω γεωμε-
τρικό τόπο είναι ρίζες της εξίσωσης   w2 + βw + γ = 0, με w μιγαδικό αριθ-
μό, β,γ ∈R , και 1 2Im(z ) Im(z ) = 2− τότε να αποδείξετε ότι:  

β = − 4 και γ = 5                              Μονάδες  9 

B3. Θεωρούμε τους μιγαδικούς αριθμούς  αo , α1 , α2 οι οποίοι ανήκουν 
στον γεωμετρικό τόπο του ερωτήματος Β1. Αν ο μιγαδικός αριθμός v ικα-
νοποιεί τη σχέση:   v3 + α2 v2 + α1 v + α0 = 0  τότε να αποδείξετε ότι:      
v < 4                                                                                              Μονάδες  8 

ΘΕΜΑ Γ 

Θεωρούμε τις συναρτήσεις f,g :R→R, με f παραγωγίσιμη τέτοιες ώστε: 
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•   (f (x) + x) (f′ (x) + 1) = x , για κάθε x ∈R         •   f (0) = 1 και 

•   g (x) =  x3 + 
23x

2
 – 1 

Γ1. Να αποδείξετε ότι:    f (x) = 2x 1+  − x , x ∈R                  Μονάδες  9 

Γ2. Να βρείτε το πλήθος των πραγματικών ριζών της εξίσωσης f (g(x)) = 1 
                                                                                                                 Μονάδες  8 

Γ3. Να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα x 0∈(0, π
4

) τέτοιο, ώστε: 

o

0
πx
4

f (t)dt
−∫  = f (x0 − 

π
4

) εφx0                        Μονάδες  8 

ΘΕΜΑ Δ 

Έστω f : (0, + ∞) →R μια παραγωγίσιμη συνάρτηση για την οποία ισχύουν: 

•   Η f ′ είναι γνησίως αύξουσα στο (0, + ∞)          •  f (1) = 1 

•  
h 0

f (1 5h) f (1 h)lim 0
h→

+ − −
=  

Θεωρούμε επίσης τη συνάρτηση    

g (x) =  
x

α

f (t) 1dt
t 1
−

−∫  , x ∈ (1, + ∞) και α > 1 

Να αποδείξετε ότι: 

Δ1. f′ (1) = 0 (μονάδες 4), καθώς επίσης ότι η f παρουσιάζει ελάχιστο στο  

x0 = 1 (μονάδες 2).                                                                Μονάδες  6 

Δ2. η g είναι γνησίως αύξουσα (μονάδες 3), και στη συνέχεια, να λύσετε  

την ανίσωση στο R 
2 4

2 4

8x 6 2x 6

8x 5 2x 5
g(u)du g(u)du

+ +

+ +
>∫ ∫   (μονάδες 6) 

                                                                                                        Μονάδες  9 

Δ3. η g είναι κυρτή, καθώς επίσης ότι η εξίσωση 

( α – 1) 
x

α

f (t) 1dt
t 1
−

−∫ =  (f( α) – 1) (x – α) , x > 1 

έχει ακριβώς μια λύση.                                                       Μονάδες  10 


