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ÓÔÅÑÅÅÓ ÃÙÍÉÅÓ

Ãéá êáëýôåñç ìåëÝôç êáé êáôáíüçóç ôùí óôåñåþí ó÷çìÜôùí êñß-

íåôáé óêüðéìï íá ãßíåé ìéá óýíôïìç áíáöïñÜ óôéò ðïëýåäñåò óôåñåÝò

ãùíßåò êáé åéäéêüôåñá óôéò ôñßåäñåò.

Ìéá ðñþôç "éäÝá" ôñßåäñçò ãùíßáò ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå ðáñá-

ôçñþíôáò óôçí áßèïõóá ôï ó÷Þìá ðïõ äçìéïõñãåßôáé áðü ôçí ïñïöÞ

êáé ôïõò äýï ôïß÷ïõò.

Ïñéóìüò ôñßåäñçò ãùíßáò

Èåùñïýìå óôï ÷þñï ôñåéò ìç ïìïåðßðåäåò çìéåõèåßåò ÏÁ, ÏÂ

êáé ÏÃ ìå êïéíÞ áñ÷Þ Ï. Ôï ó÷Þìá ðïõ áðáñôßæïõí ïé ôñåéò êõñôÝò

ãùíßåò ÁÏÂ
�

, ÂÏÃ
�

êáé ÃÏÁ
�

êáëåßôáé ôñßåäñç ãùíßá (êáé óõìâïëßæåôáé

ìå Ï.ÁÂÃ).

ÊïñõöÞ ôçò ôñßåäñçò ãùíßáò êáëåßôáé ôï Ï, áêìÝò ïé çìéåõèåßåò

ÏÁ, ÏÂ êáé ÏÃ êáé Ýäñåò ïé åðßðåäåò ãùíßåò ÁÏÂ
�

, ÂÏÃ
�

êáé ÃÏÁ
�

.

Ãéá íá åßíáé ßóåò äýï ôñßåäñåò ãùíßåò íá ìðïñïýí äçëáäÞ íá

ôáõôéóôïýí ìå êáôÜëëçëç ìåôáôüðéóç áðáéôåßôáé åêôüò ôùí Üëëùí íá

Ý÷ïõí êáé ôïí ßäéï ðñïóáíáôïëéóìü. Áõôüò ìðïñåß íá åßíáé äåîéü-

óôñïöïò Þ áñéóôåñüóôñïöïò. ¸íáò ðñáêôéêüò ôñüðïò ðñïóäéïñé-

óìïý ôïõ ðñïóáíáôïëéóìïý ìéáò ôñßåäñçò ãùíßáò ãßíåôáé ìå ôïí

êáíüíá ôùí ôñéþí äáêôýëùí, ôïí ïðïßï ðåñéãñÜöïõìå óôï ðáñÜ-

äåéãìá ðïõ áêïëïõèåß.
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Èåùñïýìå ôçí ôñßåäñç ãùíßá Ï.ÁÂÃ êáé ðáßñíïõìå ôéò

áíôéêåßìåíåò çìéåõèåßåò ôùí áêìþí ôçò ôéò ÏÁ~, ÏÂ~ êáé ÏÃ~. Ç íÝá

ôñßåäñç Ï.Á~Â~Ã~ ðïõ ðñïêýðôåé ëÝãåôáé êáôáêïñõöÞí ôçò Ï.ÁÂÃ.

Áí äéáôÜîïõìå ôéò áêìÝò ôçò Ï.ÁÂÃ êáôÜ óåéñÜ ÏÁ, ÏÂ, ÏÃ, ïé

áíôßóôïé÷åò áêìÝò ôçò êáôáêïñõöÞí ôçò äéáôÜóóïíôáé êáôÜ ôç óåéñÜ

ÏÁ~, ÏÂ~, ÏÃ~. Áí èåëÞóïõìå íá ôïðïèåôÞóïõìå ôá ôñßá ðñþôá

äÜêôõëá ôïõ ÷åñéïý (áíôß÷åéñáò-äåßêôçò-ìåóáßïò) êáôÜ ôçí ßäéá óåéñÜ

óôéò áêìÝò ôçò ãùíßáò èá äéáðéóôþóïõìå üôé óôç ìéá ãùíßá áõôü

ìðïñåß íá ãßíåé ìüíï ìå ôï äåîß ÷Ýñé êáé óôçí Üëëç ìüíï ìå ôï

áñéóôåñü. ¸ôóé êáèïñßæåôáé ôï äåîéüóôñïöï Þ áñéóôåñüóôñïöï êÜèå

ãùíßáò.

ÐáñáôÞñçóç

Áí äýï ôñßåäñåò ãùíßåò Ý÷ïõí ôéò Ýäñåò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò ìßá,

èá åßíáé ßóåò áí Ý÷ïõí êáé ôïí ßäéï ðñïóáíáôïëéóìü Þ ç ìßá èá åßíáé

ßóç ìå ôçí êáôáêïñõöÞí ôçò Üëëçò áí Ý÷ïõí áíôßèåôïõò ðñïóáíá-

ôïëéóìïýò.

ÐÏËÕÅÄÑÁ

Áò èåùñÞóïõìå ìéá ôñßåäñç ìå êïñõöÞ Ï êáé áò ðÜñïõìå ôñßá

óçìåßá Á, Â êáé Ã Ýíá óå êÜèå áêìÞ ôçò. ÁõôÜ ôá óçìåßá ïñßæïõí Ýíá

åðßðåäï Ð. Ãßíåôáé åýêïëá áíôéëçðôü üôé ìåôáîý ôïõ åðéðÝäïõ Ð êáé

ôùí åðéðÝäùí ôùí åäñþí ôçò ôñßåäñçò ðåñéÝ÷åôáé Ýíá ìÝñïò ôïõ

÷þñïõ êáé ó÷çìáôßæåôáé Ýôóé Ýíá óôåñåü óþìá. Ôï óôåñåü áõôü óþìá

ìÜëéóôá áíÞêåé óå ìéá êáôçãïñßá óôåñåþí ðïõ ïíïìÜæïíôáé

ðïëýåäñá êáé ðïõ åßíáé ôï áíôéêåßìåíï ìåëÝôçò ôùí åðüìåíùí ðáñá-

ãñÜöùí. Ãéá ôïí ïñéóìü ôïõ ðïëýåäñïõ èá óôçñé÷ôïýìå êáé óå

Ýííïéåò ãíùóôÝò áðü ôçí åìðåéñßá ìáò êáé èá äåßîïõìå êáé êÜðïéá

"áíåêôéêüôçôá" óôçí áõóôçñÞ ëïãéêÞ ôçò Ãåùìåôñßáò, ãéá íá áðï-

öýãïõìå áñêåôïýò óýíèåôïõò åðéìÝñïõò ïñéóìïýò åííïéþí.

Ðïëýåäñï ëÝãåôáé Ýíá óôåñåü óþìá ðïõ êáôáëÞãåé áðü

ðáíôïý óå åðßðåäåò åðéöÜíåéåò.

ÅðåéäÞ ç ôïìÞ äýï åðéðÝäùí åßíáé åõèåßá ãñáììÞ, óõìðå-

ñáßíïõìå üôé ïé åðßðåäåò åðéöÜíåéåò ôïõ ðïëõÝäñïõ åßíáé ðïëõ-

ãùíéêÜ ÷ùñßá. Ç ôïìÞ åíüò ðïëýåäñïõ ìå Ýíá åðßðåäï åßíáé åðßóçò

ðïëõãùíéêü ÷ùñßï.
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Ôá ðïëõãùíéêÜ ÷ùñßá ðïõ ðåñéêëåßïõí Ýíá ðïëýåäñï êáëïý-

íôáé Ýäñåò, ïé ðëåõñÝò áõôþí ôùí åäñþí êáëïýíôáé áêìÝò ôïõ ðïëõ-

Ýäñïõ, êáé ïé êïñõöÝò ôùí åäñþí êáëïýíôáé êïñõöÝò ôïõ. ¸íá

åõèýãñáììï ôìÞìá ìå Üêñá äõï êïñõöÝò, ü÷é ôçò ßäéáò Ýäñáò, êá-

ëåßôáé äéáãþíéïò ôïõ ðïëõÝäñïõ. Èá åîåéäéêåýóïõìå áêüìç ðåñéó-

óüôåñï ôï åíäéáöÝñïí ìáò êáé èá ðåñéïñéóôïýìå óôç ìåëÝôç ôùí

ëåãüìåíùí êõñôþí ðïëõÝäñùí.

¸íá ðïëýåäñï êáëåßôáé êõñôü, üôáí ôï åðßðåäï êÜèå Ýäñáò

ôïõ áöÞíåé ôï ðïëýåäñï ïëüêëçñï óôïí ßäéï çìé÷þñï.

Óå Ýíá êõñôü ðïëýåäñï üëåò ïé Ýäñåò ôïõ åßíáé êõñôÜ ðïëýãù-

íá, üðùò åðßóçò êáé êÜèå ôïìÞ ôïõ ìå åðßðåäï åßíáé ðïëýãùíï êõñôü

Þ åõèýãñáììï ôìÞìá Þ óçìåßï. Áêüìç ç ôïìÞ ìéáò åõèåßáò êáé ôçò

åðéöÜíåéáò åíüò êõñôïý ðïëýåäñïõ åßíáé óçìåßï (ìéá êïñõöÞ) Þ

åõèýãñáììï ôìÞìá (ìéá áêìÞ) Þ äýï óçìåßá.
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13.1 Ðñßóìáôá

Áð' üëåò ôéò êáôçãïñßåò ðïëõÝäñùí èá åðéëÝîïõìå ãéá ìåëÝôç

äýï: ôùí ðñéóìÜôùí êáé ôùí ðõñáìßäùí. Ãéá íá äþóïõìå ôïí ïñéóìü

ôïõ ðñßóìáôïò èá ðñÝðåé ðñþôá íá ïñßóïõìå ôçí ðñéóìáôéêÞ

åðéöÜíåéá.

Óå Ýíá åðßðåäï Ð èåùñïýìå ìéá ðïëõãùíéêÞ ãñáììÞ ÁÂÃ...Í

êáé ìéá åõèåßá å ðïõ ôÝìíåé ôï Ð. Áí èåùñÞóïõìå áðü êÜèå óçìåßï

ôçò ðïëõãùíéêÞò ãñáììÞò êáé ìéá åõèåßá ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí å

ó÷çìáôßæåôáé ìéá åðéöÜíåéá áð' áõôÝò ôéò åõèåßåò. Ç åðéöÜíåéá áõôÞ

ïíïìÜæåôáé ðñéóìáôéêÞ åðéöÜíåéá. ÊÜèå ìéá áðü ôéò ðáñÜëëçëåò

åõèåßåò ïíïìÜæåôáé ãåíÝôåéñá, ç ðïëõãùíéêÞ ãñáììÞ ÁÂÃ...Í

ïíïìÜæåôáé ïäçãüò, åíþ êÜèå ãåíÝôåéñá ðïõ ðåñíÜ áðü êïñõöÞ ôïõ

ïäçãïý ïíïìÜæåôáé áêìÞ ôçò ðñéóìáôéêÞò åðéöÜíåéáò. Áí

èåùñÞóïõìå üëåò ôéò ãåíÝôåéñåò ðïõ ðåñíïýí áðü ôá óçìåßá ìéáò

ðëåõñÜò ôïõ ïäçãïý, áõôÝò áðïôåëïýí ìéá åðßðåäç æþíç, ç ïðïßá

êáëåßôáé Ýäñá ôçò ðñéóìáôéêÞò åðéöÜíåéáò. Áí Ýíá åðßðåäï ôÝìíåé

ìéá áêìÞ, èá ôÝìíåé êáé üëåò ôéò Üëëåò. Áí ï ïäçãüò åßíáé ðïëýãùíï,

ôüôå êáé ç ôïìÞ ôçò ðñéóìáôéêÞò åðéöÜíåéáò êáé åíüò ôÝôïéïõ

åðéðÝäïõ åßíáé ðïëýãùíï. Áí ï ïäçãüò åßíáé êõñôü ðïëýãùíï, èá

åßíáé êõñôü ðïëýãùíï êáé áõôü ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ôïìÞ êáé ç

ðñéóìáôéêÞ åðéöÜíåéá èá êáëåßôáé êõñôÞ. Ìéá ôïìÞ ðïõ ðñïêýðôåé

áðü åðßðåäï êÜèåôï óôéò áêìÝò êáëåßôáé êÜèåôç ôïìÞ ðñéóìáôéêÞò

åðéöÜíåéáò.

Óôï åîÞò èá áíáöåñüìáóôå ìüíï óå êõñôÝò ðñéóìáôéêÝò

åðéöÜíåéåò.

Èåùñïýìå ìéá ðñéóìáôéêÞ åðéöÜíåéá ìå ïäçãü Ýíá êõñôü

ðïëýãùíï êáé äõï ðáñÜëëçëá åðßðåäá ðïõ ôÝìíïõí ôéò áêìÝò ôçò.

Ìåôáîý áõôþí ôùí ðáñÜëëçëùí åðéðÝäùí êáé ôùí åäñþí ôçò

ðñéóìáôéêÞò åðéöÜíåéáò ðåñéÝ÷åôáé Ýíá óôåñåü ôï ïðïßï êáëåßôáé

ðñßóìá. Äéáêñßíïõìå ôá åîÞò óôïé÷åßá ôïõ ðñßóìáôïò:
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ÂÜóåéò ðñßóìáôïò êáëïýíôáé ïé ôïìÝò ôùí äõï ðáñÜëëçëùí

åðéðÝäùí ìå ôçí ðñéóìáôéêÞ åðéöÜíåéá.

ÐáñÜðëåõñåò Ýäñåò åßíáé ôá ôìÞìáôá ôùí åäñþí ôçò

ðñéóìáôéêÞò åðéöÜíåéáò, ðïõ ðåñéÝ÷ïíôáé ìåôáîý ôùí

âÜóåùí.

ÐáñÜðëåõñåò áêìÝò åßíáé ôá ôìÞìáôá ôùí áêìþí ôçò

ðñéóìáôéêÞò åðéöÜíåéáò, ðïõ ðåñéÝ÷ïíôáé ìåôáîý ôùí

âÜóåùí.

¸äñåò ðñßóìáôïò åßíáé ïé âÜóåéò êáé ïé ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò.

ÁêìÝò ðñßóìáôïò åßíáé ïé ðëåõñÝò ôçò âÜóçò êáé ïé

ðáñÜðëåõñåò áêìÝò.

ÊïñõöÝò ðñßóìáôïò åßíáé ïé êïñõöÝò ôùí âÜóåùí.

¾øïò ðñßóìáôïò åßíáé ç áðüóôáóç ôùí âÜóåùí.

Äéáãþíéïò ðñßóìáôïò åßíáé êÜèå åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ ôá

Üêñá ôïõ äåí åßíáé êïñõöÝò ôçò ßäéáò Ýäñáò.

Äéáãþíéï åðßðåäï ðñßóìáôïò åßíáé êÜèå åðßðåäï ðïõ ïñß-

æåôáé áðü äõï ðáñÜðëåõñåò áêìÝò, ðïõ äåí áíÞêïõí óôçí

ßäéá ðáñÜðëåõñç Ýäñá.

ÅéäéêÝò êáôçãïñßåò ðñéóìÜôùí

Ïñèü êáëåßôáé Ýíá ðñßóìá, üôáí ïé ðáñÜðëåõñåò áêìÝò åßíáé

êÜèåôåò óôéò âÜóåéò.

Êáíïíéêü êáëåßôáé Ýíá ðñßóìá, üôáí åßíáé ïñèü êáé åðéðëÝïí

ïé âÜóåéò åßíáé êáíïíéêÜ ðïëýãùíá.

Ðáñáëëçëåðßðåäï êáëåßôáé Ýíá ðñßóìá, üôáí ïé âÜóåéò ôïõ

åßíáé ðáñáëëçëüãñáììá.
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Ïñèïãþíéï ðáñáëëçëåðßðåäï êáëåßôáé Ýíá ðñßóìá, üôáí

åßíáé ïñèü êáé ïé âÜóåéò ôïõ åßíáé ïñèïãþíéá ðáñáëëç-

ëüãñáììá.

Êýâïò ïíïìÜæåôáé Ýíá ðñßóìá, üôáí åßíáé ïñèïãþíéï

ðáñáëëçëåðßðåäï êáé Ý÷åé üëåò ôéò áêìÝò ôïõ ßóåò.

Ç åéäéêüôåñç ïíïìáóßá åíüò ðñßóìáôïò ðñïóäéïñßæåôáé áðü ôï

ðëÞèïò ôùí ðëåõñþí ôçò âÜóçò. Ðåíôáãùíéêü ðñßóìá, ôñéãùíéêü

ðñßóìá, åîáãùíéêü ðñßóìá êëð.

Áðü ôçí ðáñáëëçëßá ôùí âÜóåùí êáé ôçí ðáñáëëçëßá ôùí

ðáñÜðëåõñùí áêìþí óôá ðñßóìáôá ðñïêýðôåé:

Ïé ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò êÜèå ðñßóìáôïò åßíáé ðáñáëëç-

ëüãñáììá.

Ïé ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò ïñèïý ðñßóìáôïò åßíáé ïñèïãþíéá

ðáñáëëçëüãñáììá.

Ïé âÜóåéò åíüò ðñßóìáôïò åßíáé ßóåò.

Ïé áðÝíáíôé Ýäñåò åíüò ðáñáëëçëåðéðÝäïõ åßíáé ðáñáëëç-

ëüãñáììá ßóá êáé ðáñÜëëçëá.

Áðüäåéîç

¸óôù ôï ðáñáëëçëåðßðåäï ÁÂÃÄ.ÅÆÇÈ, ìå âÜóåéò ÁÂÃÄ êáé

ÅÆÇÈ. Ïé âÜóåéò áõôÝò åî ïñéóìïý åßíáé ðáñÜëëçëá ðáñáëëç-

ëüãñáììá, ãéá ôá ïðïßá ãíùñßæïõìå üôé åßíáé ßóá. Ïé áðÝíáíôé Ýäñåò

ÁÂÆÅ êáé ÄÃÇÈ Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò ðáñÜëëçëåò ìßá ðñïò ìßá

(áðÝíáíôé ðëåõñÝò ðáñáëëçëïãñÜììùí) êáé ôéò ãùíßåò ôïõò ßóåò

(ðëåõñÝò ðáñÜëëçëåò êáé ïìüññïðåò). ¢ñá ïé Ýäñåò ÁÂÆÅ êáé

ÄÃÇÈ åßíáé ßóåò êáé ðáñÜëëçëåò.

Ïìïßùò áðïäåéêíýåôáé üôé êáé ïé Ýäñåò ÁÅÈÄ êáé ÂÆÇÃ åßíáé

ßóåò êáé ðáñÜëëçëåò. �
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Áðü ôá ðñïçãïýìåíá ðñïêýðôåé üôé ôï ðáñáëëçëåðßðåäï ìðïñåß

íá èåùñçèåß ðñßóìá ìå âÜóåéò äõï ïðïéåóäÞðïôå áðÝíáíôé Ýäñåò.

Óõíåðþò ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôñßá æåýãç âÜóåùí, ôñßá ýøç, êáé

ôñåéò ôåôñÜäåò ßóùí ðáñÜðëåõñùí áêìþí.

ÄéáóôÜóåéò óôï ïñèïãþíéï ðáñáëëçëåðßðåäï åßíáé ôá ìÞêç

ôñéþí áêìþí, ðïõ îåêéíïýí áðü ôçí ßäéá êïñõöÞ.

Áí á, â, ã ïé äéáóôÜóåéò åíüò ïñèïãþíéïõ ðáñáëëçëåðéðÝäïõ

ÁÂÃÄ.ÅÆÇÈ, ôüôå êÜèå äéáãþíéïò ä áõôïý Ý÷åé ìÞêïò

ä á â ã
2 2 2� � � .

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ôç äéáãþíéï ÂÇ=ä ôïõ ïñèïãþíéïõ ðáñáëëç-

ëåðéðÝäïõ êáé ôç äéáãþíéï ÅÇ ôçò ïñèïãþíéáò âÜóçò ÅÆÇÈ ôïõ

ðñßóìáôïò.

Áí (ÈÁ,ÈÅ,ÈÇ)=(á,â,ã), ôüôå êáé ÅÂ=ÈÁ=á.

Óôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÅÈÇ áðü ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá èá

ðÜñïõìå: ÅÇ
2
=ÈÅ

2
+ÈÇ

2
=â

2
+ã

2

Óôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÂÅÇ ðÜëé áðü ôï ßäéï èåþñçìá èá

ðÜñïõìå: ÂÇ
2
=ÅÂ

2
+ÅÇ

2
Þ ä

2
=á

2
+â

2
+ã

2
Þ

ä á â ã
2 2 2� � �

Ïìïßùò áðïäåéêíýåôáé êáé ãéá ôéò Üëëåò äéáãþíéåò. �

Ç äéáãþíéïò ä åíüò êýâïõ áêìÞò á åßíáé ßóç ìå ä=á 3.

ÌÝôñçóç ðñßóìáôïò

Óôï ðñþôï ó÷Þìá Ý÷ïõìå Ýíá ïñèü ôåôñáðëåõñéêü ðñßóìá ôï

ÁÂÃÄ.ÅÆÇÈ, ìå ýøïò õ êáé ðëåõñÝò âÜóçò ÁÂ=á, ÂÃ=â, ÃÄ=ã êáé

ÄÁ=ä.

Óôï äåýôåñï ó÷Þìá Ý÷ïõìå Ýíá ïñèïãþíéï ÁÊËÅ ìå ðëåõñÝò

(äéáóôÜóåéò) AE=õ êáé ÁÊ=á+â+ã+ä. ÁõôÞ ôç äåýôåñç ðëåõñÜ ôç

÷ùñßæïõìå óå ôìÞìáôá ÁÂ=á, ÂÃ=â, ÃÄ=ã, óõíåðþò ÄÁ=ä. Ìå

ðáñÜëëçëåò åõèåßåò áðü ôá óçìåßá Â, Ã, Ä, ÷ùñßæïõìå ôï ïñèïãþíéï

ÁÊËÅ óå ôÝóóåñá ïñèïãþíéá ðïõ Ý÷ïõí êïéíü ýøïò õ êáé ïé

äéáóôÜóåéò ãéá ôùí Üëëùí ðëåõñþí åßíáé á, â, ã êáé ä. Ðñïöáíþò

êÜèå Ýíá áðü ôá íÝá ïñèïãþíéá åßíáé ßóï ìå ìéá ðáñÜðëåõñç Ýäñá

ôïõ áñ÷éêïý ðñßóìáôïò. Ôï ïñèïãþíéï ÁÊËÅ ïíïìÜæåôáé

351

Ðñßóìáôá è

å ù ñ ß á

13.1

351

Á

Â

Å

Ã

Ä

ÇÈ

Æ

A

Â Ã

Ä

È
Å

õ

á
â

ã

ä

Æ Ç

Ðüñéóìá 13.1

Èåþñçìá 13.2



áíÜðôõãìá ôçò ðáñÜðëåõñçò åðéöÜíåéáò ôïõ ðñßóìáôïò

ÁÂÃÄ.ÅÆÇÈ.

ÅðåéäÞ ôá ôÝóóåñá ïñèïãþíéá ìðïñïýí ìå êáôÜëëçëç

ìåôáôüðéóç íá ôáõôéóôïýí ìå ôéò ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò ôïõ ðñßóìáôïò,

åßíáé ëïãéêü íá äå÷ôïýìå üôé êáé ç óõíïëéêÞ åðéöÜíåéÜ ôïõò åêöñÜæåé

ôçí ðáñÜðëåõñç åðéöÜíåéá ôïõ ðñßóìáôïò. Ç åðéöÜíåéá áõôÞ Ý÷åé

åìâáäüí õ(á+â+ã+ä). Ç ðåñßìåôñïò ôçò âÜóçò ôïõ ðñßóìáôïò åßíáé

á+â+ã+ä ðïõ ôç óõìâïëßæïõìå ìå Ðâ. Óõìâïëßæïõìå ìå ÅÐ ôï

åìâáäüí ôçò ðáñÜðëåõñçò åðéöÜíåéáò. ÊáôáëÞãïõìå óôç ó÷Ýóç:

ÅÐ=Ðâ�õ

Ôï ïëéêü åìâáäü ôçò åðéöÜíåéáò ôïõ ðñßóìáôïò åßíáé:

Åïë=ÅÐ+2Åâ �

Ôï ïëéêü åìâáäü ïñèïãþíéïõ ðáñáëëçëåðéðÝäïõ ìå äéá-

óôÜóåéò á, â, ã åßíáé Åïë=2(áâ+âã+ãá).

Ôï ïëéêü åìâáäü êýâïõ áêìÞò á åßíáé ßóï ìå Åê=6á
2
.

Ï üãêïò ãéá ôá óôåñåÜ åßíáé ôï áíôßóôïé÷ï ôïõ åìâáäïý ãéá ôá

åðßðåäá ó÷Þìáôá.

ÌÝôñçóç ôïõ üãêïõ åíüò óôåñåïý óçìáßíåé óõãêñéóç ìå ôïí

üãêï åíüò óôåñåïý, ðïõ ôï èåùñïýìå óáí ðñïôõðç ìïíÜäá

ìÝôñçóçò. Ãéá ðñáêôéêïýò ëüãïõò Ý÷åé êáèéåñùèåß óáí ìïíÜäá

ìÝôñçóçò íá èåùñåßôáé ï êýâïò ìå áêìÞ 1. ¸ôóé ï üãêïò åíüò

óôåñåïý åêöñÜæåôáé ìå Ýíáí èåôéêü áñéèìü V. ¼ôáí ëÝìå üôé ï üãêïò

åíüò óôåñåïý óþìáôïò åßíáé V, åííïïýìå üôé åßíáé ßóïò ìå V öïñÝò

ôïí üãêï åíüò êýâïõ áêìÞò 1.

¼ðùò óôá åìâáäÜ Ýôóé êáé óôïõò üãêïõò ðñÝðåé íá êÜíïõìå

ìåñéêÝò ðñïôÜóåéò äåêôÝò ÷ùñßò áðüäåéîç ãéá íá óôçñé÷ôïýìå ó'

áõôÝò êáé íá ðñï÷ùñÞóïõìå óôá èåùñÞìáôá ôá ó÷åôéêÜ ìå ôïí üãêï.

Èá ðåñéïñéóôïýìå óôá ðïëýåäñá ðïõ åßíáé êáé ôá ðñþôá óôåñåÜ ôùí

ïðïßùí ôïõò üãêïõò èá õðïëïãßóïõìå.

• Äýï ßóá ðïëýåäñá Ý÷ïõí ßóïõò üãêïõò.

• Áí Ýíá ðïëýåäñï ÷ùñéóôåß óå ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò ðïëõÝäñùí

÷ùñßò åóùôåñéêÜ êïéíÜ óçìåßá, ï üãêïò ôïõ éóïýôáé ìå ôï

Üèñïéóìá ôùí üãêùí ôùí ðïëõÝäñùí áõôþí.

Äýï ðïëýåäñá ìå ßóïõò üãêïõò ïíïìÜæïíôáé éóïäýíáìá.
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ÐáñáèÝôïõìå ÷ùñßò áðüäåéîç äýï èåùñÞìáôá óçìáíôéêÜ óôç

ìÝôñçóç ôïõ üãêïõ ôùí ðñéóìÜôùí.

Ï üãêïò åíüò ðñßóìáôïò åßíáé ßóïò ìå ôï ãéíüìåíï ôïõ

åìâáäïý ôçò êÜèåôçò ôïìÞò ôïõ åðß ôï ìÞêïò ôçò

ðáñÜðëåõñçò áêìÞò.

Ï üãêïò åíüò ðáñáëëçëåðéðÝäïõ åßíáé ßóïò ìå ôï ãéíüìåíï

ôïõ åìâáäïý ôçò âÜóçò ôïõ åðß ôï ýøïò ôïõ.

¢ìåóç óõíÝðåéá ôçò äåýôåñçò ðñüôáóçò åßíáé ôá ðïñßóìáôá.

Ï üãêïò V ïñèïãùíßïõ ðáñáëëçëåðéðÝäïõ ìå äéáóôÜóåéò á,

â, ã äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç V=á�â�ã.

Ï üãêïò V êýâïõ ìå áêìÞ á äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç ìå V=á
3
.

Èá ïëïêëçñþóïõìå ôç ìåëÝôç ìáò ãéá ôïí üãêï ôùí ðñéóìÜôùí

ìå ôéò áðïäåßîåéò ôñéþí áêüìç èåùñçìÜôùí.

ÊÜèå äéáãþíéï åðßðåäï åíüò ðáñáëëçëåðéðÝäïõ ôï ÷ùñßæåé

óå äýï ðñßóìáôá ðïõ åßíáé éóïäýíáìá Þ êáé ßóá.

Áðüäåéîç

¸óôù ÁÂÃÄ.ÅÆÇÈ Ýíá ðáñáëëçëåðßðåäï, ÉÊËÌ ìéá êÜèåôç

ôïìÞ ôïõ êáé ÂÄÈÆ Ýíá äéáãþíéï åðßðåäï áõôïý.

Ç êÜèåôç ôïìÞ ÉÊËÌ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï êáé ôÝìíåôáé áðü

ôï äéáãþíéï åðßðåäï ÂÄÈÆ êáôÜ ôçí ÊÌ ç ïðïßá ôï ÷ùñßæåé óå äýï

ßóá ôñßãùíá ôá ÉÊÌ êáé ÊËÌ ðïõ Ý÷ïõí êáé ßóá åìâáäÜ.

Ôï ðáñáëëçëåðßðåäï ÷ùñßæåôáé áðü ôï äéáãþíéï åðßðåäï óå äýï

ôñéãùíéêÜ ðñßóìáôá ôá ÁÂÄ.ÅÆÈ êáé ÂÃÄ.ÆÇÈ. ÁõôÜ Ý÷ïõí ßóåò

ðáñÜðëåõñåò áêìÝò êáé éóïäýíáìåò êÜèåôåò ôïìÝò. ¢ñá èá Ý÷ïõí

ßóïõò üãêïõò, äçëáäÞ èá åßíá éóïäýíáìá.

Ôá ôñéãùíéêÜ áõôÜ ðñßóìáôá ðïõ Ý÷ïõí üëá ôïõò ôá óôïé÷åßá Ýíá

ðñïò Ýíá ßóá, äå óçìáßíåé üôé ïðùóäÞðïôå åßíáé êáé ßóá. Ãéá íá

óõìâåß áõôü èá ðñÝðåé êáé ïé áíôßóôïé÷åò ôñßåäñåò íá Ý÷ïõí ôïí ßäéï

ðñïóáíáôïëéóìü, üðùò éó÷ýåé óôï ïñèü ðáñáëëçëåðßðåäï ìå âÜóç

ñüìâï. �
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Ï üãêïò ôñéãùíéêïý ðñßóìáôïò ÁÂÃ.ÄÅÆ åßíáé ßóïò ìå ôï

ãéíüìåíï ôïõ åìâáäïý ôçò âÜóçò åðß ôï ýøïò ôïõ.

Áðüäåéîç

Ìå ðáñÜëëçëåò áðü ôá óçìåßá Â êáé Ã ðñïò ôéò ÁÃ êáé ÁÂ

ó÷çìáôßæïõìå ôï ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÊÃ. Ìå ðáñüìïéï ôñüðï

ó÷çìáôßæïõìå ôï ÄÅËÆ.

¸÷ïõìå ÃÊ=//ÁÂ=//ÄÅ=//ÆË, Üñá ôï ÃÊËÆ åßíáé

ðáñáëëçëüãñáììï êáé ÊË=//ÃÆ. Óõíåðþò ôï ÁÂÊÃ.ÄÅËÆ åßíáé Ýíá

ôåôñáðëåõñéêü ðñßóìá êáé ôï åðßðåäï ÂÃÆÅ åßíáé Ýíá äéáãþíéï

åðßðåäï, ðïõ ôï ÷ùñßæåé óå äõï ôñéãùíéêÜ ðñßóìáôá ðéèáíüí ßóá êáé

ïðùóäÞðïôå éóïäýíáìá.

Ãéá ôïí üãêï ôïõ ôåôñáðëåõñéêïý ðñßóìáôïò V Ý÷ïõìå

V=(ÄÅËÆ)�õâ . Ëüãù ôçò ðñïçãïýìåíçò ðáñáôÞñçóçò, áí Vô ï

üãêïò ôïõ ÁÂÃ.ÄÅÆ ôüôå:

2Vô=(ÄÅËÆ)�õ Þ V
(ÄÅËÁ)

2
õ

ô
� Þ Vô=(ÄÅÆ)�õ=Åâ�õ �

Ï üãêïò êÜèå ðñßóìáôïò åßíáé ßóïò ìå ôï ãéíüìåíï ôïõ

åìâáäïý ôçò âÜóçò åðß ôï ýøïò ôïõ.

Áðüäåéîç

ÏðïéïäÞðïôå ðñßóìá ìç ôñéãùíéêü ìå äéáãþíéá åðßðåäá ðïõ

ðåñíïýí áðü ìßá ðáñÜðëåõñç áêìÞ ÷ùñßæåôáé óå ôñéãùíéêÜ

ðñßóìáôá ìå êïéíü ýøïò ôï ýøïò ôïõ áñ÷éêïý ðñßóìáôïò. Ôá ßäéá

åðßðåäá ÷ùñßæïõí ôéò âÜóåéò ôïõ áñ÷éêïý ðñßóìáôïò óå ôñßãùíá ðïõ

åßíáé ïé âÜóåéò ôùí íÝùí ðñéóìÜôùí. Áí, ëïéðüí, Ý÷ïõìå í ôñéãùíéêÜ

ðñßóìáôá ìå åìâáäÜ âÜóåùí Å1, Å2,..., Åí, ïé üãêïé ôïõò åßíáé

V1=Å1�õ, V2=Å2�õ, ..., Ví=Åí�õ êáé ï óõíïëéêüò üãêïò ôïõò (üãêïò

ôïõ áñ÷éêïý ðñßóìáôïò):

V=Å1�õ+Å2�õ+Å3�õ+...+Åí�õ=(Å1+Å2+Å3+...+Åí)�õ=Åâ�õ,

üðïõ Åâ ôï åìâáäüí âÜóçò ôïõ áñ÷éêïý ðñßóìáôïò. �
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13.1

¸íáò õðÜëëçëïò super market ðïõëÜ êáóÝñé óå ó÷Þìá

ïñèïãþíéïõ ðáñáëëçëåðéðÝäïõ ìå äéáóôÜóåéò 10 cm, 10 cm êáé 50

cm, ôï ïðïßï êüâåé óå öÝôåò 10�10 cm. ÊÜðïéïò ðåëÜôçò æÞôçóå

êáóÝñé óå öÝôåò ìå äéÜóôáóç 10�20 cm. Ìå ðïéá ãùíßá ðñÝðåé íá

ñõèìßóåé ï õðÜëëçëïò ôï ìá÷áßñé êïðÞò ãéá íá ôï ðåôý÷åé áõôü, áí

äåí Ý÷åé ôç äõíáôüôçôá íá êüøåé ôï êïììÜôé êáôÜ ìÞêïò;

Ïé äéáãþíéåò åíüò ðáñáëëçëåðéðÝäïõ ðåñíïý áðü ôï ßäéï

óçìåßï êáé äé÷ïôïìïýíôáé.

Áðüäåéîç

¸óôù ôï ðáñáëëçëåðßðåäï ÁÂÃÄ.ÅÆÇÈ êáé äýï äéáãþíéåò

áõôïý, ïé ÁÇ êáé ÃÅ. Ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÃÇÅ åßíáé ðáñáëëç-

ëüãñáììï, åöüóïí ÁÅ//=ÃÇ. Ïé äéáãþíéÝò ôïõ ðïõ åßíáé ïé ÁÇ êáé

ÃÅ Ý÷ïõí êïéíü ìÝóï.

Ìå üìïéï ôñüðï áðïäåéêíýåôáé üôé êáé êÜèå Üëëç äéáãþíéïò Ý÷åé

ôï ßäéï ìÝóï ì' áõôÝò.

Íá õðïëïãßóåôå ôïí üãêï êáíïíéêïý ôñéãùíéêïý ðñßóìáôïò

üôáí ç áêìÞ ôçò âÜóçò Ý÷åé ìÞêïò á êáé ôï ýøïò ôïõ ðñßóìáôïò

åßíáé ßóï ìå ôï ýøïò ôçò âÜóçò.

Ëýóç

Ç âÜóç ôïõ ðñßóìáôïò åßíáé éóüðëåõñï ôñßãùíï ðëåõñÜò á,

åìâáäïý
á 3

4

2

êáé ýøïõò ÅÇ
á 3

2
� .

¢ñá êáé ôï ýøïò ôïõ ðñßóìáôïò åßíáé ßóï ìå
á 3

2
.

Ï üãêïò VÐ ôïõ ðñßóìáôïò, ëïéðüí, èá äïèåß áðü ôç ó÷Ýóç:

VÐ=Åâõ Þ V
á 3

4

á 3

4
Ð

2

� � Þ V
3á

16
Ð

2

�
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

1 Ïé äéáãþíéåò äé÷ïôïìïýíôáé óå êÜèå

ðáñáëëçëåðßðåäï Þ ìüíï óôá ïñèïãþíéá;

2 Ãéáôß Ýíá ðñßóìá äåí ìðïñåß íá Ý÷åé 9

êïñõöÝò;

3 Ðþò áðü ôç äéáãþíéï åíüò êýâïõ ìðïñïýìå

íá õðïëïãßóïõìå ôçí áêìÞ ôïõ, ôïí üãêï ôïõ

êáé ôï åìâáäüí ôçò åðéöÜíåéÜò ôïõ;

4 ¸íá äï÷åßï óå ó÷Þìá ïñèïãùíßïõ

ðáñáëëçëåðéðÝäïõ Ý÷åé ôéò äõï äéáóôÜóåéò 8

cm êáé 4 cm êáé ôç äéáãþíéü ôïõ 9 cm. Ðþò èá

âñïýìå ôïí üãêï ôïõ;

5 Ðüóåò Ýäñåò Ý÷åé Ýíá ðñßóìá üôáí Ý÷åé 5

ðáñÜðëåõñåò áêìÝò;

6 ÕðÜñ÷ïõí ðñßóìáôá ÷ùñßò äéáãþíéá åðßðåäá;

7 ¸íá ïñèü ðñßóìá ìå ßóåò ôéò ðáñÜðëåõñåò

Ýäñåò åßíáé êáíïíéêü;

8 Óôï ðáñáëëçëåðßðåäï ôïõ ó÷Þìáôïò íá

ðñïóäéïñßóåôå ôéò áêìÝò ðïõ êÜèå ìßá åßíáé

áóýìâáôç ìå ôçí áêìÞ ÁÄ.

9 Ç ôïìÞ åíüò ðñßóìáôïò ìå Ýíá åðßðåäï

ðáñÜëëçëï ìå ôéò ðáñÜðëåõñåò áêìÝò, ôé

ó÷Þìá åßíáé;

10 Óå Ýíá ðñßóìá ïñèü ïé äßåäñåò ãùíßåò, ðïõ

ó÷çìáôßæïíôáé áðü äõï ãåéôïíéêÝò

ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò, Ý÷ïõí ôï ßäéï ìÝôñï;

1 Ç âÜóç ïñèïý ôñéãùíéêïý ðñßóìáôïò åßíáß

ïñèïãþíéï ôñßãùíï ìå êÜèåôåò ðëåõñÝò 12 m

êáé 9 m. Áí ôï åìâáäüí ôçò ðáñÜðëåõñçò

åðéöÜíåéáò åßíáé 360 m
2
, íá âñåßôå ôï ýøïò,

ôï åìâáäüí ôçò ïëéêÞò åðéöÜíåéáò êáé ôïí

üãêï ôïõ ðñßóìáôïò.

2 Áí óå ïñèïãþíéï ðáñáëëçëåðßðåäï åßíáé

á=6, â=3 êáé ç äéáãþíéïò ä=7, íá âñåßôå ôï

åìâáäüí ôïõ.

3 Ç ðáñÜðëåõñç áêìÞ ðñßóìáôïò ó÷çìáôßæåé ìå

ôç âÜóç ãùíßá 60�. Íá äåßîåôå üôé Å
3

4
Å

Ê

2

â

2� .

4 Äßíåôáé Ýíá êáíïíéêü ïñèü ðñßóìá ìå

ôñéãùíéêÞ âÜóç. ¸óôù á ç ðëåõñÜ ôïõ

éóïðëåýñïõ ôñéãþíïõ ôçò âÜóçò êáé â á 12�

ôï ýøïò ôïõ ðñßóìáôïò. Áí ï üãêïò ôïõ

ðñßóìáôïò åßíáé V=96, íá âñåèïýí ôá á êáé â.

5 Óå ïèñïãþíéï ðáñáëëçëåðßðåäï ôï ìÞêïò

åßíáé äéðëÜóéï áðü ôï ðëÜôïò êáé ç äéáãþíéïò

ôåôñáðëÜóéá áðü ôï ýøïò. Áí ï üãêïò ôïõ

åßíáé V=1296, íá âñåèïýí ïé äéáóôÜóåéò ôïõ.

6 Íá äåßîåôå üôé ç ôïìÞ åíüò ðñßóìáôïò áðü

åðßðåäï ðáñÜëëçëï ðñïò ìéá ðáñÜðëåõñç

áêìÞ ôïõ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï.

356

ÓÔÅÑÅÁ Ó×ÇÌÁÔÁ

å
ñ

ù
ôÞ

óåéò-áóêÞ
ó
å
éò13.1

ÁÁ

ÂÂ ÃÃ

ÄÄ

ÇÇ

ÈÈ

ÆÆ

ÅÅ



ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

1 Óôéò ðáñÜðëåõñåò áêìÝò ÁÁ~, ÂÂ~, ÃÃ~

ôåôñáðëåõñéêïý ðñßóìáôïò ìå âÜóç ôñáðÝæéï

ÁÂÃÄ (ÁÂ//ÃÄ) êáé ÁÂ=12, ÃÄ=8 èåùñïýìå

ôá óçìåßá Ê, Ë êáé Ì áíôßóôïé÷á, ùóôå

ÁÊ=10, ÂË=6, ÃÌ=4. Áí Í ôï óçìåßï ôïìÞò

ôçò áêìÞò ÄÄ~ ìå ôï åðßðåäï (Ê,Ë,Ì) íá

âñåèåß ôï ìÞêïò ôïõ ÄÍ.

2 Íá äåßîåôå üôé ïé åõèåßåò ðïõ óõíäÝïõí ôéò

êïñõöÝò ìéáò âÜóçò ôñéãùíéêïý ðñßóìáôïò ìå

ôá êÝíôñá ôùí áðÝíáíôé åäñþí óõíôñÝ÷ïõí.

3 Óå Ýíá ïñèü ôñéãùíéêü ðñßóìá ç âÜóç åßíáé

ïñèïãþíéï ôñßãùíï ìå êÜèåôåò ðëåõñÝò 9á

êáé 12á. Íá âñåèåß ç åðéöÜíåéá êáé ï üãêïò

ôïõ ðñßóìáôïò, áí ôï ýøïò åßíáé ßóï ìå ôçí

õðïôåßíïõóá ôçò ôñéãùíéêÞò âÜóçò.

4 ¸íá åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ Ý÷åé ôá Üêñá ôïõ

óôéò áðÝíáíôé Ýäñåò êáé äéÝñ÷åôáé áðü ôï

êÝíôñï ôïõ ðáñáëëçëåðéðÝäïõ, äé÷ïôïìåßôáé

áðü áõôü.

5 Íá äåßîåôå üôé ôï ãéíüìåíï ôïõ åìâáäïý ìéáò

ðáñÜðëåõñçò Ýäñáò åíüò ôñéãùíéêïý

ðñßóìáôïò åðß ôçí áðüóôáóç ôçò Ýäñáò áõôÞò

áðü ôçí áðÝíáíôé áêìÞ åßíáé ßóï ìå ôï

äéðëÜóéï ôïõ üãêïõ ôïõ.
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13.2 Ðõñáìßäåò

Óå åðßðåäï Ð èåùñïýìå Ýíá ðïëýãùíï ÁÂÃ...Í ìå í ðëåõñÝò

êáé åêôüò ôïõ åðéðÝäïõ áõôïý Ýíá óçìåßï Ê. ÖÝñïõìå ôá åõèý-

ãñáììá ôìÞìá ÊÁ, ÊÂ,...,ÊÍ. Ó÷çìáôßæåôáé êáô' áõôüí ôïí ôñüðï Ýíá

óôåñåü ðïõ ðåñéÝ÷åôáé ìåôáîý ôùí ôñéãþíùí ÊÁÂ, ÊÂÃ,...,ÊÍÁ êáé

ôïõ áñ÷éêïý ðïëõãþíïõ ÁÂÃ...Í. Ôï óôåñåü áõôü êáëåßôáé

ðõñáìßäá êáé ôï óõìâïëßæïõìå Ê.ÁÂÃ...Í.

Óôïé÷åßá ôçò ðõñáìßäáò:

ÊïñõöÞ ëÝãåôáé ôï óçìåßï Ê.

ÂÜóç ëÝãåôáé ôï ðïëýãùíï ÁÂÃ...Í.

ÐáñÜðëåõñåò áêìÝò ëÝãïíôáé ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá

ÊÁ,ÊÂ,...,ÊÍ..

ÐáñÜðëåõñåò Ýäñåò ëÝãïíôáé ôá ôñßãùíá ÊÁÂ, ÊÂÃ,...,ÊÍÁ.

¾øïò ëÝãåôáé ç áðüóôáóç ôçò êïñõöÞò áðü ôç âÜóç.

Ìéá ðõñáìßäá êáëåßôáé êáíïíéêÞ, üôáí ç âÜóç ôçò åßíáé

êáíïíéêü ðïëýãùíï êáé ç êïñõöÞ ôçò ðñïâÜëëåôáé óôï êÝíôñï ôçò

âÜóçò.

Óôéò êáíïíéêÝò ðõñáìßäåò ïñßæïõìå Ýíá áêüìá óôïé÷åßï, ôï

ðáñÜðëåõñï ýøïò Þ áðüóôçìá. Åßíáé ç áðüóôáóç ôçò êïñõöÞò ôçò

ðõñáìßäáò áðü êÜèå ðëåõñÜ ôçò âÜóçò êáé óõìâïëßæåôáé ìå h.

Èåùñïýìå ìéá ðõñáìßäá Ê.ÁÂÃÄÍ êáé Ýíá åðßðåäï Ð

ðáñÜëëçëï ðñïò ôï åðßðåäï ôçò âÜóçò ôçò ðïõ ôÝìíåé ôéò

ðáñÜðëåõñåò áêìÝò óôá óçìåßá Á~Â~...Í~. Ôï êïììÜôé ôçò ðõñáìßäáò

ðïõ ðåñéÝ÷åôáé áíÜìåóá óôá äõï ðáñÜëëçëá åðßðåäá åßíáé Ýíá íÝï

óôåñåü óþìá, ãÝííçìá ôçò ðõñáìßäáò ðïõ êáëåßôáé êüëïõñç

ðõñáìßäá.

ÂÜóåéò ôçò êüëïõñçò ðõñáìßäáò êáëïýíôáé ïé äõï ðáñÜëëçëåò

Ýäñåò ôçò, ýøïò ç áðüóôáóç ôùí âÜóåùí, ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò üëåò

ïé Ýäñåò åêôüò ôùí äõï âÜóåùí êáé ðáñÜðëåõñåò áêìÝò ïé áêìÝò ôïõ

óôåñåïý, ðïõ äåí áíÞêïõí óå êáìßá âÜóç.

Áí ç áñ÷éêÞ ðõñáìßäá åßíáé êáíïíéêÞ, ôüôå êáé ç êüëïõñç

ðõñáìßäá ïíïìÜæåôáé êáíïíéêÞ. ÐáñÜðëåõñï ýøïò óôçí êüëïõñç

êáíïíéêÞ ðõñáìßäá êáëåßôáé ôï ýøïò åíüò éóïóêåëïýò ôñáðåæßïõ
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ðáñÜðëåõñçò Ýäñáò.

Ç ïíïìáóßá ìéáò ðõñáìßäáò êáèïñßæåôáé êáô' áñ÷Üò áðü ôï

ðëÞèïò ôùí ðëåõñþí ôçò âÜóçò, ð.÷. åîáãùíéêÞ ðõñáìßäá, êáíïíéêÞ

ðåíôáãùíéêÞ ðõñáìßäá, ôåôñáãùíéêÞ êüëïõñç ðõñáìßäá, êáíïíéêÞ

åîáãùíéêÞ êüëïõñç ðõñáìßäá êôë.

ÅéäéêÜ ãéá ôçí ôñéãùíéêÞ ðõñáìßäá ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé ï üñïò

ôåôñÜåäñï åðåéäÞ åßíáé Ýíá óôåñåü ìå ôÝóóåñéò óõíïëéêÜ Ýäñåò.

Êáíïíéêü ôåôñÜåäñï üìùò, êáëåßôáé Ýíá ôåôñÜåäñï ðïõ üëåò ôïõ ïé

Ýäñåò åßíáé éóüðëåõñá ôñßãùíá.

Ïé éäéüôçôåò ôùí ðõñáìßäùí êáèïñßæïíôáé áðü ôá èåùñÞìáôá

ðïõ áêïëïõèïýí, ìåñéêÜ áðü ôá ïðïßá ðáñïõóéÜæïõìå ÷ùñßò

áðüäåéîç, åðåéäÞ áõôÞ åßíáé ó÷åäüí ðñïöáíÞò.

Óå êÜèå êáíïíéêÞ ðõñáìßäá ïé ðáñÜðëåõñåò áêìÝò åßíáé

ßóåò.

Óå êÜèå êáíïíéêÞ ðõñáìßäá ïé ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò åßíáé ßóá

éóïóêåëÞ ôñßãùíá.

Ç ôïìÞ ðõñáìßäáò ìå åðßðåäï ðáñÜëëçëï ðñïò ôç âÜóç ôçò

åßíáé ðïëýãùíï üìïéï ðñïò ôç âÜóç ìå ëüãï ïìïéüôçôáò ßóï

ìå ôï ëüãï ôùí áðïóôÜóåùí ôçò êïñõöÞò áðü ôá äõï åðßðåäá.

Áðüäåéîç

¸óôù Ê.ÁÂÃ ìéá ôñéãùíéêÞ ðõñáìßäá êáé ÄÅÆ ìéá ôïìÞ áõôÞò

ðáñÜëëçëç óôç âÜóç. ÄÅ//ÁÂ (ôïìÝò ðáñÜëëçëùí åðéðÝäùí áðü

ôñßôï) êáé åðïìÝíùò ôá ôñßãùíá ÊÁÂ êáé ÊÄÅ åßíáé üìïéá ìå

ÁÂ

ÄÅ

ÊÁ

ÊÄ
� (1)

Áðü ôçí êïñõöÞ Ê ç êÜèåôç óôá äýï ðáñÜëëçëá åðßðåäá ôá

ôÝìíåé óôá Ë êáé Ì ÄË//ÁÌ (ôïìÝò ðáñÜëëçëùí åðéðÝäùí áðü ôï

ÊÁÌ). ¢ñá ôá ôñßãùíá ÊÁÌ êáé ÊÄË åßíáé üìïéá ìå

ÊÌ

ÊË

ÊÁ

ÊÄ
� (2)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé
ÁÂ

ÄÅ

ÊÌ

ÊË
�

Ìå üìïéï ôñüðï áðïäåéêíýåôáé
ÂÃ

ÅÆ

ÃÁ

ÆÄ

ÊÌ

ÊË
� �
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êáé ôåëéêÜ
ÁÂ

ÄÅ

ÃÁ

ÆÄ

ÂÃ

ÅÆ
� �

äçëáäÞ ôá ôñßãùíá ÁÂÃ, ÄÅÆ åßíáé üìïéá ìå ëüãï ïìïéüôçôáò
ÊÌ

ÊË
. �

Ç áðüäåéîç ãéá ìç ôñéãùíéêÝò ðõñáìßäåò åßíáé áíÜëïãç.

Åìâáäü åðéöÜíåéáò ðõñáìßäáò

Ôï åìâáäüí ôçò åðéöÜíåéáò ïðïéïõäÞðïôå ðïëõÝäñïõ ìðïñåß

íá õðïëïãéóôåß ìå ðñüóèåóç ôùí åìâáäþí üëùí ôùí åäñþí. Áõôü

éó÷ýåé êáé ãéá ôéò ðõñáìßäåò. Ç äéáäéêáóßá üìùò äéáöÝñåé áðü

ðõñáìßäá óå ðõñáìßäá áíÜëïãá ìå ôç ìïñöÞ ôçò âÜóçò êáé ôï åßäïò

ôùí ôñéãþíùí ôùí ðáñÜðëåõñùí åäñþí. Ãéá ôéò êáíïíéêÝò, üìùò,

ðõñáìßäåò ìðïñïýìå íá êáèïñßóïõìå åíéáßï ôñüðï õðïëïãéóìïý

ôïõ åìâáäïý. Áõôü ãßíåôáé ìå ôç âïÞèåéá ôïõ áíáðôýãìáôïò ôçò

åðéöÜíåéáò ôçò ðõñáìßäáò.

Óôá äéðëáíÜ ó÷Þìáôá Ý÷ïõìå ìßá êáíïíéêÞ ôåôñáãùíéêÞ ðõñáìßäá

Ê.ÁÂÃÄ êáé ôï áíÜðôõãìÜ ôçò. Áõôü áðïôåëåßôáé áðü ôï ôåôñÜãùíï ôçò

âÜóçò, ÁÂÃÄ ðëåõñÜò á êáé áðü ôÝóóåñá ßóá éóïóêåëÞ ôñßãùíá ÊÁÂ

êôë., ðïõ åßíáé ïé ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò ôçò ðõñáìßäáò. ÁõôÜ Ý÷ïõí ßóåò

âÜóåéò ÁÂ=ÂÃ=ÃÄ=ÄÁ=á êáé ßóá ýøç h.

Ôï ïëéêü åìâáäüí ôçò ðõñáìßäáò åßíáé ßóï:

Åïë=Åâ+ÅÐ=(ÁÂÃÄ)+4(ÊÁÂ)=Åâ+4
1

2
ÁÂ�h=

=Åâ+
1

2
4ÁÂ h Å

1

2
Ð h

â â
� � � �

üðïõ Åâ ôï åìâáäü ôçò âÜóçò êáé Ðâ ç ðåñßìåôñïò ôçò âÜóçò.

Ï ôýðïò Å Å
1

2
Ð h

ïë â â
� � � áíáöÝñåôáé ìüíï ãéá ôéò êáíïíéêÝò

ðõñáìßäåò.

Ãéá ôéò êáíïíéêÝò êüëïõñåò ðõñáìßäåò Ý÷ïõìå ãéá ôï åìâáäü ôçò

ðáñÜðëåõñçò åðéöÜíåéò ÅÐ ôç ó÷Ýóç:

Å
1

2
(Ð Ð )h

Ð 1 2
� � ,

üðïõ Ð1, Ð2 ïé ðåñßìåôñïé ôùí âÜóåùí êáé h ôï ðáñÜðëåõñï ýøïò.

Ãéá ôï ïëéêü åìâáäü ôç ó÷Ýóç Å Å Å Å
ïë â â Ð1 2

� � � üðïõ Å
â1

êáé Å
â2

ôá åìâáäÜ ôùí âÜóåùí.

360

ÓÔÅÑÅÁ Ó×ÇÌÁÔÁè

å ù ñ ß á

13.2

Á

Á

Ä

Ä

Â

Â

Ã

Ã

K

h

h

K

KK

K



Ïé âÜóåéò êáé ôá ýøç åßíáé ôá óôïé÷åßá ðïõ êáèïñßæïõí ôï

åìâáäü ôùí åðÝðåäùí ó÷çìÜôùí. Åßäáìå óôçí åðéðåäïìåôñßá üôé

ïìïåéäÞ ó÷Þìáôá (ôñßãùíá, ôñáðÝæéá, êôë.) ìå ßóåò âÜóåéò êáé ßóá

ýøç Ý÷ïõí ßóá åìâáäÜ Óôç óôåñåïìåôñßá åðßóçò ðñßóìáôá ìå éóï-

äýíáìåò âÜóåéò êáé ßóá ýøç Ý÷ïõí ßóïõò üãêïõò. Äå÷üìáóôå ÷ùñßò

áðüäåéîç üôé äýï ôñéãùíéêÝò ðõñáìßäåò ìå éóïäýíáìåò âÜóåéò êáé

ßóá ýøç Ý÷ïõí ßóïõò üãêïõò.

ÊÜèå ôñéãùíéêü ðñßóìá ìðïñåß íá äéáéñåèåß ìå åðßðåäï óå

ôñßá éóïäýíáìá ôåôñÜåäñá (ôñéãùíéêÝò ðõñáìßäåò).

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ôï ôñéãùíéêü ðñßóìá ÁÂÃ.ÄÅÆ êáé öÝñïõìå ôéò ÁÆ

êáé ÁÅ. Ïñßæïíôáé Ýôóé ôá åðßðåäá ÁÅÆ êáé ÁÃÅ ôá ïðïßá ÷ùñßæïõí ôï

ðñßóìá óôá ôåôñÜåäñá ÅÁÄÆ, ÅÃÁÆ êáé ÁÂÃÅ. ÁõôÜ äåí Ý÷ïõí êïéíÜ

åóùôåñéêÜ óçìåßá.

Ôá äõï ðñþôá Ý÷ïõí ßóåò ôéò âÜóåéò ÁÄÆ êáé ÁÃÆ (ëüãù ôïõ

ðáñáëëçëüãñáììïõ ÁÃÆÄ) êáé êïéíü ýøïò áðü ôçí êïéíÞ êïñõöÞ Å.

Óýìöùíá ìå ôçí ðáñáäï÷Þ ðïõ êÜíáìå åßíáé éóïäýíáìá.

Ôá äõï ôåëåõôáßá Ý÷ïõí ßóåò ôéò âÜóåéò ÃÆÅ êáé ÂÃÅ êáé êïéíü

ýøïò áðü ôçí êïéíÞ êïñõöÞ Á. ¢ñá êáé áõôÜ åßíáé éóïäýíáìá.

ÔåëéêÜ ôá ôñßá ôåôñÜåäñá åßíáé éóïäýíáìá.

Ï üãêïò V ôñéãùíéêÞò ðõñáìßäáò ìå åìâáäü âÜóçò Åâ êáé

ýøïò õ åßíáé ßóïò ìå V=
1

3
Eâ�õ.

Áðüäåéîç

Ãéá ôçí ðõñáìßäá Á.ÄÆÅ ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ó÷Þìáôïò

óõìðåñáßíïõìå üôé Ý÷åé üãêï ôï 1/3 ôïõ ðñßóìáôïò ÁÂÃ.ÄÅÆ ðïõ

Ý÷åé ôçí ßäéá âÜóç ÄÅÆ ì' áõôÞí êáé ôï ßäéï ýøïò.

ÊÜèå ôñéãùíéêÞ ðõñáìßäá óõíåðþò ìðïñåß íá áðïôåëÝóåé ôï 1/3

åíüò áíôßóôïé÷ïõ ðñßóìáôïò, ìå êáôÜëëçëåò ðñïóèÞêåò åðéðÝäùí . �

Ï üãêïò V êÜèå ðõñáìßäáò ìå åìâáäü âÜóçò Åâ êáé ýøïò õ

åßíáé ßóïò ìå V
1

3
E õâ� �

Áðüäåéîç

Åßíáé áðëÞ êáé óôçñßæåôáé óôï ðñïçãïýìåíï ðüñéóìá êáé óôç

äõíáôüôçôá íá ÷ùñéóôåß ç âÜóç ôçò óå ôñßãùíá.
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13.2

ÔÝëïò, ï üãêïò Å ìéáò êüëïõñçò ðýñáìßäáò ìå ýøïò õ êáé

åìâáäÜ âÜóåùí Â êáé â äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

Å
1

3
(Â â Â â)õ� � � � �

¸íáò ìðïãéáôæÞò ÷ñùìÜôéóå ôï óðßôé ôïõ óêýëïõ ôïõ ðïõ Ý÷åé

ó÷Þìá ôåôñáãùíéêÞò ðõñáìßäáò óå äéÜóôçìá 3 ùñþí. ×ñåéÜóôçêå

ãéá ôï ëüãï áõôü Ýíá ïëüêëçñï êïõôß ìðïãéÜ óå ó÷Þìá êáíïíéêïý

åîáãùíéêïý ðñßóìáôïò. Ôçí åðüìåíç ìÝñá Ýðñåðå íá âÜøåé Ýíá

åíôåëþò üìïéï óêõëüóðéôï ìå äéáóôÜóåéò äéðëÜóéåò áð' üôé ôï

ðñïçãïýìåíï. Õðïëüãéóå üôé ÷ñåéÜæïíôáé ãéá ôç äïõëåéÜ áõôÞ 6

þñåò êáé Ýíá êïõôß ìðïãéÜ üìïéï ìå ôï ðñïçãïýìåíï áëëÜ ìå

äéðëÜóéåò äéáóôÜóåéò. Íá åëÝîôå áí ïé õðïëïãéóìïß ôïõ åßíáé ïñèïß.

Íá õðïëïãéóôåß ï üãêïò êáé ôï åìâáäüí ôçò åðéöÜíåéáò

êáíïíéêïý ôåôñáÝäñïõ áêìÞò á.

Ëýóç

Áí ÄÅ Ýíá ýøïò ôçò âÜóçò êáé ÁÆ ôï ýøïò ôïõ ôåôñáÝäñïõ, ôï Æ

åßíáé âáñýêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ ÂÃÄ. ¸ôóé

ÄÆ
2

3
ÄÅ

2

3

á 3

2

á 3

3
� � �

ÅðïìÝíùò

ÁÆ ÁÄ ÆÄ á
á 3

3

6á

9

2 2 2 2

2
2

� � � �
�

�
	
	




�
�
� � Þ ÁÆ

á 6

3
�

¢ñá ï üãêïò V ôïõ ôåôñáÝäñïõ åßíáé

V
1

3
Å õ

1

3

á 3

4

á 6

3

á 2

12
â

2 3

� � �

Ôï åìâáäüí ôçò åðéöÜíåéáò åßíáé

Åïë=4ÅÂÃÄ Þ Å 4
á 3

4
á 3

ïë

2

2� �
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

Áí ïé ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò ìéáò êáíïíéêÞò ôåôñáãùíéêÞò ðõ-

ñáìßäáò ó÷çìáôßæïõí ìå ôï åðßðåäï ôçò âÜóçò ãùíßá 60�, ôüôå ôï

åìâáäüí ôçò ðáñÜðëåõñçò åðéöÜíåéáò åßíáé äéðëÜóéï áðü ôï

åìâáäüí ôçò âÜóçò.

Áðüäåéîç

¸óôù Ê.ÁÂÃÄ ç êáíïíéêÞ ôåôñáãùíéêÞ ðõñáìßäá, ÊÏ ôï ýøïò

ôçò, ÊÌ ôï ðáñÜðëåõñï ýøïò êáé ÏÌ ôï áðüóôçìá ôçò âÜóçò. Ç

ãùíßá ôçò ðáñÜðëåõñçò Ýäñáò ÊÁÂ ìå ôç âÜóç Ý÷åé áíôßóôï÷ç

åðßðåäç ãùíßá ôçí ÊÌÏ
�

, Üñá óôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÊÏÌ Ý÷ïõìå

ÊÌÏ
�

� �60 Üñá ÏÊÌ
�

� �30 ïðüôå ÏÌ
1

2
ÊÌ�

Ôï åìâáäüí ôçò âÜóçò áðü ôïí ôýðï ôïõ åìâáäïý êáíïíéêïý

ðïëõãþíïõ åßíáé Å
1

2
Ð

â â
� �ÏÌ

Ôï åìâáäüí ôçò ðáñÜðëåõñçò åðéöÜíåéáò åßíáé

Å
1

2
Ð ÊÌ

1

2
Ð 2ÏÌ Ð ÏÌ

Ð â â â
� � � � � �

äçëáäÞ äéðëÜóéï ôïõ åìâáäïý ôçò âÜóçò.

(Ç ðñüôáóç éó÷ýåé êáé ÷ùñßò ôçí ðñïûðüèåóç íá åßíáé ç

ðõñáìßäá ôåôñáãùíéêÞ).

1 Óå ìéá êáíïíéêÞ ðõñáìßäá, ðïéá ó÷Ýóç

óõíäÝåé ôï ýøïò ôçò, ôï ðáñÜðëåõñï ýøïò ôçò

êáé ôï áðüóôçìá ôçò âÜóçò;

2 Óå ìéá êáíïíéêÞ ðõñáìßäá íá óõãêñßíåôå ôçí

ðáñÜðëåõñç áêìÞ ôçò ìå ôï ýøïò ôçò êáé ôçí

áêôßíá ôçò âÜóçò ôçò.

3 Óå Ýíá êáíïíéêü ôåôñÜåäñï ÁÂÃÄ íá

åîçãÞóåôå ãéáôß ôï ìåóïêÜèåôï åðßðåäï ôçò

ÁÂ ðåñéÝ÷åé ôç ÃÄ.

4 ¸íá êáíïíéêü ôåôñÜåäñï åßíáé êáíïíéêÞ ôå-

ôñáãùíéêÞ ðõñáìßäá;

5 Óå ìéá êáíïíéêÞ ðõñáìßäá ôï ýøïò åßíáé ßóï

ìå ôï áðüóôçìá ôçò âÜóçò. Ðïéá åßíáé ç

äßåäñç ãùíßá ðïõ ó÷çìáôßæåé êÜèå

ðáñÜðëåõñç Ýäñá ìå ôç âÜóç;

6 Óå ìéá ðõñáìßäá ìðïñåß ôï ýøïò íá åßíáé ßóï

ìå ìéá ðáñÜðëåõñç áêìÞ; Ìå ìßá áêìÞ ôçò

âÜóçò;
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

1 Íá õðïëïãéóôåß ôï åìâáäü ôçò åðéöÜíåéáò êáé

ï üãêïò ìéáò êáíïíéêÞò ôåôñáãùíéêÞò

ðõñáìßäáò, ç ïðïßá Ý÷åé ðëåõñÜ âÜóçò 8 cm

êáé ýøïò 12 cm.

2 Óå êáíïíéêÞ åîáãùíéêÞ ðõñáìßäá ç áêôßíá

ôïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ óôç âÜóç êýêëïõ åßíáé

R. Áí ôï ýøïò ôçò åßíáé ôï ìéóü ôçò ðëåõñÜò

ôçò âÜóçò, íá âñåèåß ç åöáðôïìÝíç ôçò

ãùíßáò ðïõ ó÷çìáôßæåé ôï ðáñÜðëåõñï ýøïò

ìå ôç âÜóç, ôï åìâáäüí êáé ï üãêïò ôçò

ðõñáìßäáò.

3 Óå êáíïíéêÞ ôåôñáãùíéêÞ ðõñáìßäá ìå ðëåõ-

ñÜ âÜóçò á êáé ýøïò õ éó÷ýåé á
2
=12õ

2
. Íá

âñåèåß ç ãùíßá ðïõ ó÷çìáôßæåé ç ðáñÜðëåõñç

Ýäñá ôçò ìå ôç âÜóç.

4 Óå ìßá êáíïíéêÞ åîáãùíéêÞ ðõñáìßäá ìå

ðëåõñÜ âÜóçò á 2 ôï ðáñÜðëåõñï ýøïò

åßíáé ßóï ìå á 6. Íá õðïëïãéóôåß ôï åìâáäü

ôçò åðéöÜíåéáò ôçò ðõñáìßäáò êáé ï üãêïò

ôçò.

5 ÊáíïíéêÞ ôåôñáãùíéêÞ ðõñáìßäá ìå ðáñÜ-

ðëåõñåò Ýäñåò éóüðëåõñá ôñßãùíá Ý÷åé

ðëåõñÜ á. Íá âñåßôå: á) ôï åìâáäü ôçò ïëéêÞò

åðéöÜíåéÜò ôçò êáé â) ôïí üãêï ôçò.

1 ÊáíïíéêÞ ôåôñÜðëåõñç ðõñáìßäá Ý÷åé åìâáäü

ðáñÜðëåõñçò åðéöÜíåéáò 18 êáé ïé

ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò ôçò ó÷çìáôßæïõí ìå ôç

âÜóç ãùíßá 60�. Íá âñåèåß ôï åìâáäüí êáé ï

üãêïò ôçò êüëïõñçò ðõñáìßäáò, ðïõ ïñßæåôáé,

áí öÝñïõìå åðßðåäï ðáñÜëëçëï óôç âÜóç

áðü ôï ìÝóï ôïõ ýøïõò ôçò.

2 Èåùñïýìå ôåôñáðëåõñéêÞ ðõñáìßäá Ó�ÁÂÃÄ

ìå âÜóç ôåôñÜãùíï ðëåõñÜò á êáé ðáñÜ-

ðëåõñç áêìÞ
á 3

2
. Íá äåßîåôå üôé ôá åðßðåäá

(Ó,Á,Â) êáé (Ó,Ã,Ä) åßíáé êÜèåôá.

3 Íá âñåèåß ôï åìâáäüí êáíïíéêÞò ôåôñá-

ãùíéêÞò ðõñáìßäáò, üôáí åßíáé ãíùóôüò ï

üãêïò ôçò V êáé ç ðëåõñÜ ôçò âÜóçò ôçò á.

4 Íá âñåèåß ï üãêïò êáíïíéêÞò åîáãùíéêÞò

ðõñáìßäáò, ðïõ ç ðáñÜðëåõñç áêìÞ ôçò åßíáé

12á êáé ó÷çìáôßæåé ãùíßá 30� ìå ôç âÜóç.

5 Äßíåôáé ïñèïãþíéï ðáñáëëçëåðßðåäï

ÁÂÄÁ~Â~Ã~Ä~ ìå âÜóç ÁÂÃÄ ôôñÜãùíï ðëåõ-

ñÜ á. ÔÝìíïõìå ôï ðáñáëëçëåðßðåäï ìå Ýíá

åðßðåäï ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôéò êïñõöÝò Â, Ä,

Á~. Íá âñåßôå ôï åìâáäü ôçò ïëéêÞò åðéöÜ-

íåéáò êáé ôïí üãêï ôçò ðõñáìßäáò ÁÂÄÁ~.

6 Ìéá ôñéãùíéêÞ ðõñáìßäá Ý÷åé ãéá âÜóç

éóüðëåõñï ôñßãùíï êáé ïé ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò

åßíáé ïñèïãþíéá ôñßãùíá ìå õðïôåßíïõóåò ôéò

ðëåõñÝò ôçò âÜóçò. Íá áðïäåßîåôå üôé åßíáé

êáíïíéêÞ. Áí á ôï ìÞêïò ôçò ðáñÜðëåõñçò

áêìÞò íá õðïëïãßóåôå ôïí üãêï ôçò êáé ôï

åìâáäüí ôçò åðéöÜíåéÜò ôçò.
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ÓôåñåÜ åê ðåñéóôñïöÞò

Óôï ó÷Þìá Ý÷ïõìå Ýíá äéáêïóìçôéêü ÷Üñôéíï öáíáñÜêé ðïõ

áðïôåëåßôáé áðü ðïëëÜ ßóá åðßðåäá êïììÜôéá ÷áñôïíéïý ôïðïèå-

ôçìÝíá óõììåôñéêÜ ãýñù áðü Ýíá Üîïíá. Ôï "óôåñåü" ðïõ ó÷ç-

ìáôßæïõí öáßíåôáé íá ðñïêýðôåé áðü ôçí ðåñéóôñïöÞ åíüò áðü áõôÜ

êáôÜ 360� ãýñù áðü ôïí Üîïíá áõôïý. ¸íá óôåñåü ðïõ ðáñÜãåôáé ì'

áõôüí ôïí ôñüðï ïíïìÜæåôáé óôåñåü åê ðåñéóôñïöÞò. Èá ìåëå-

ôÞóïõìå áìÝóùò ôþñá ôñßá óôåñåÜ åê ðåñéóôñïöÞò ðïõ ðáñÜãïíôáé

êáôÜ óôñïöÞ 360�:

á) åíüò ïñèïãùíßïõ ãýñù áðü ôç ìéá ðëåõñÜ ôïõ,

â) åíüò ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ ãýñù áðü ìßá êÜèåôç ðëåõñÜ êáé

ã) åíüò çìéêõêëéêïý äßóêïõ ãýñù áðü ôç äéÜìåôñü ôïõ.

13.3 Êýëéíäñïò

¼ôáí ôï ïñèïãþíéï ÁÂÃÄ óôñáöåß êáôÜ 360� ãýñù áðü ôçí

ðëåõñÜ ôïõ ÁÂ ðáñÜãåôáé ôï óôåñåü ðïõ âëÝðïõìå óôï ó÷Þìá, ôï

ïðïßï ïíïìÜæåôáé ïñèüò êýëéíäñïò Þ áðëÜ êýëéíäñïò. Óå ìéá

óýíôïìç ðåñéãñáöÞ ôïõ óôåñåïý, èá ðáñáôçñÞóïõìå: Ç åõèåßá ÁÂ

ïíïìÜæåôáé Üîïíáò ôïõ êõëßíäñïõ^ ïé ðëåõñÝò ÁÄ êáé ÂÃ ãñÜöïõí

äõï ðáñÜëëçëïõò ßóïõò êõêëéêïýò äßóêïõò ðïõ ïíïìÜæïíôáé

âÜóåéò ôïõ êõëßíäñïõ^ åðéðëÝïí áðïôåëïýí êáé áõôþí áêôßíåò ôùí

êýêëùí. Ç ðëåõñÜ ÃÄ ðáñÜãåé ìéá ìç åðßðåäç åðéöÜíåéá ç ïðïßá

êáëåßôáé êõëéíäñéêÞ åðéöÜíåéá Þ êõñôÞ åðéöÜíåéá Þ ðáñÜðëåõñç

åðéöÜíåéá ôïõ êõëßíäñïõ. ¾øïò êõëßíäñïõ ïíïìÜæïõìå ôçí áðü-

óôáóç ôùí âÜóåùí.

¸íá ðñßóìá ëÝãåôáé åããåãñáììÝíï óå êýëéíäñï üôáí ïé âÜóåéò

ôïõ åßíáé åããåãñáììÝíá ðïëýãùíá óôéò âÜóåéò ôïõ êõëßíäñïõ êáé ïé

ðáñÜðëåõñåò áêìÝò ôïõ áíÞêïõí óôçí ðáñÜðëåõñç åðéöÜíåéá ôïõ

êõëßíäñïõ.

¸íá ðñßóìá ëÝãåôáé ðåñéãåãñáììÝíï óå êýëéíäñï üôáí ïé

âÜóåéò ôïõ åßíáé ðåñéãåãñáììÝíá ðïëýãùíá óôéò âÜóåéò ôïõ

êõëßíäñïõ êáé ïé ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò ôïõ åöÜðôïíôáé óôçí

ðáñÜðëåõñç åðéöÜíåéá áõôïý.

365

Êýëéíäñïò è

å ù ñ ß á

13.3

Á

å

Â

Ä

Ã



ÌÝôñçóç êõëßíäñïõ

Èåùñïýìå Ýíáí êýëéíäñï ýøïõò õ êáé áêôßíáò âÜóçò R êáé äýï

êáíïíéêÜ ðñßóìáôá ôï Ýíá åããåãñáììÝíï êáé ôï Üëëï ðåñéãåãñáì-

ìÝíï ó' áõôüí. Ôá äõï ðñßóìáôá Ý÷ïõí ýøïò õ, ßóï ì' áõôü ôïõ

êõëßíäñïõ.

Áêüìç, õðïèÝôïõìå üôé ôï ðëÞèïò ôùí ðëåõñþí ôùí âÜóåùí

áðü ôá äýï êáíïíéêÜ ðñßóìáôá äéðëáóéÜæåôáé áðåñéüñéóôåò öïñÝò.

Ìå ðáñáäï÷Ýò êáé óõëëïãéóìïýò áíôßóôïé÷ïõò ì' áõôïýò ðïõ

êÜíáìå óôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ åìâáäïý ôïõ êýêëïõ êáôáëÞãïõìå

óôéò áêüëïõèåò ðáñáôçñÞóåéò:

• Ï üãêïò êáé ôï åìâáäüí ôçò åðéöÜíåéáò ôïõ åããåãñáììÝíïõ

ðñßóìáôïò áõîÜíïõí áëëÜ óå êÜèå ðåñßðôùóç åßíáé ìéêñüôåñá

áðü ôá áíôßóôïé÷á ìåãÝèç ôïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ ðñßóìáôïò, ôá

ïðïßá ìå ôç óåéñÜ ôïõò åëáôôþíïíôáé.

• Ïé üãêïé ôùí äõï ðñéóìÜôùí ôåßíïõí íá åîéóùèïýí óå ìéá ôéìÞ V

ôçí ïðïßá èåùñïýìå üãêï ôïõ êõëßíäñïõ. ÄåäïìÝíïõ üôé ïé

üãêïé ôùí ðñéóìÜôùí äßíïíôáé áðü ôç ó÷Ýóç VÐ=Åâ�õ êáé ôï

åìâáäü ôçò âÜóçò èá ðÜñåé ó÷åäüí ôçí ôéìÞ ôïõ åìâáäïý ôçò

âÜóçò ôïõ êõëßíäñïõ ðïõ åßíáé ðR
2
, åðïìÝíùò ï üãêïò V ôïõ

êõëßíäñïõ èá ïñßæåôáé áðü ôç ó÷Ýóç V=ðR
2�õ.

• Ôá åìâáäÜ ôùí ðáñÜðëåõñùí åðéöáíåéþí ôùí ðñéóìÜôùí

ôåßíïõí íá åîéóùèïýí óå ìßá ôéìÞ ÅÐ, ôçí ïðïßá èåùñïýìå

åìâáäü ôçò ðáñÜðëåõñçò åðéöÜíåéáò ôïõ êõëßíäñïõ. Ôá

åìâáäÜ áõôþí ôùí åðéöáíåéþí äßíïíôáé áðü ôïí ôýðï ÅÐ=Ðâ�õ

êáé êáèþò ç ðåñßìåôñïò ôçò âÜóçò Ðâ èá ôåßíåé óôçí ôéìÞ ôïõ

ìÞêïõò ôïõ êýêëïõ ôçò âÜóçò, Üñá ôï åìâáäü ôçò ðáñÜðëåõñçò

åðéöÜíåéáò ôïõ êõëßíäñïõ, ïñßæåôáé áðü ôç ó÷Ýóç ÅÐ=2ðR�õ.

Ôï ïëéêü åìâáäüí ôïõ êõëßíäñïõ åßíáé:

Åïë=ÅÐ+2Åâ Þ Åïë=2ðRõ+2ðR
2
=2ðR(õ+R)

Èåùñïýìå Ýíáí êýëéíäñï êåíü, áðïêïëëïýìå ôéò äõï âÜóåéò

ôïõ áðü ôçí ðáñÜðëåõñç åðéöÜíåéá êáé ìå ìéá åõèåßá êÜèåôç óôéò

âÜóåéò "êüâïõìå" áõôÞí êáé îåäéðëþíïõìå üëç ôçí åðéöÜíåéá ôïõ

êõëßíäñïõ óå Ýíá åðßðåäï. Ôüôå, èá ðÜñåé ôç ìïñöÞ ôïõ äéðëáíïý

ó÷Þìáôïò ðïõ ïíïìÜæåôáé áíÜðôõãìá ôïõ êõëßíäñïõ. Ôï ïñèïãþíéï

ìå äéáóôÜóåéò õ (ýøïò êõëßíäñïõ) êáé 2ðR (ìÞêïò ôçò âÜóçò ôïõ

êõëßíäñïõ) åßíáé éóïäýíáìï ìå ôçí ðáñÜðëåõñç åðéöÜíåéá áõôïý.
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¸íáò êýëéíäñïò ìå äéÜìåôñï 10 cm êáôñáêõëÜ óôçí ðëáãéÜ åíüò

÷éïíéóìÝíïõ ëüöïõ êáé óå áðüóôáóç 100 m. Óå êÜèå ðåñéóôñïöÞ

åðéêïëÜôáé óôçí åðéöÜíåéá ôïõ êõëßíäñïõ Ýíá óôñþìá ÷éïíéïý ðÜ÷ïõò 1

cm. Ðïéá èá åßíáé ç äéÜìåôñïò ôïõ êõëßíäñïõ óôï ôÝëïò ôçò äéáäñïìÞò;

Íá õðïëïãéóôåß ï üãêïò êáé ôï åìâáäüí ôçò åðéöÜíåéáò åíüò

êõëßíäñïõ, ðïõ åßíáé åããåãñáììÝíïò óå êýâï áêìÞò á.

Ëýóç

Ôï ýøïò ôïõ êõëßíäñïõ åßíáé ßóï ìå á êáé ç áêôßíá ôçò âÜóçò ßóç

ìå
á

2
. ¸÷ïõìå, ëïéðüí, ãéá ôï åìâáäüí ôçò åðéöÜíåéáò

Åïë=2ðR(õ+R) Þ Å 2ð
á

2
á

á

2
ïë

� �
�

�
	




�
� Þ Å

3ðá

2
ïë

2

�

Ãéá ôïí üãêï V=ðR
2
õ Þ V ð

á

2
á

2

�
�

�
	




�
� � Þ V

ðá

4

3

�

¸íá ïñèïãþíéï ìå äéáóôÜóåéò á êáé â ìå á>â óôñÝöåôáé êáôÜ

360� ìßá öïñÜ ãýñù áðü ôç ìåãÜëç êáé ìßá öïñÜ ãýñù áðü ôç

ìéêñÞ äéÜóôáóç. Óå êÜèå ðåñßðôùóç ó÷çìáôßæåôáé Ýíáò êýëßíäñïò.

Óå ðïéá áðü ôéò äýï ðåñéðôþóåéò Ý÷ïõìå ìåãáëýôåñï üãêï; Ôé Ý÷åôå

íá ðáñáôçñÞóåôå ãéá ôá åìâáäÜ ôùí êõëéíäñéêþí åðéöáíåéþí;

Ëýóç

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå óôñïöÞ ãýñù áðü ôç äéÜóôáóç á ï

ó÷çìáôéæüìåíïò êýëéíäñïò Ý÷åé ýøïò õ=á êáé áêôßíá âÜóçò R=â. Ï

üãêïò ôïõ V åßíáé V1=ðR
2
õ=ðâ

2
á êáé ôï åìâáäüí ôçò êõëéíäñéêÞò

åðéöÜíåéáò Å1=2ðRõ=2ðáâ. Óôç äýôåñç ðåñßðôùóç Ý÷ïõìå åíáë-

ëáãÞ ôùí ôéìþí ôçò áêôßíáò êáé ôïõ ýøïõò, Üñá ãéá ôïí üãêï èá

Ý÷ïõìå V2=ðá
2
â êáé Å2=2ðáâ. Ðñïöáíþò ï üãêïò óôç äåýôåñç

ðåñßðôùóç åßíáé ìåãáëýôåñïò áð' üôé óôçí ðñþôç åíþ ôá åìâáäÜ ôùí

êõëéíäñéêþí åðéöáíåéþí åßíáé ßóá.
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

1 Ãýñù áðü ðïéá ðëåõñÜ áðü ôéò ÁÂ êáé ÂÃ

ðñÝðåé íá óôñáöåß ôï ïñèïãþíéï ÁÂÃÄ ãéá íá

ðÜñïõìå ôïí êýëéíäñï ìå ôï ìåãáëýôåñï

üãêï;

2 ÔÝìíïõìå Ýíáí êýëéíäñï ìå Ýíá åðßðåäï

ðáñÜëëçëï ðñïò ôéò âÜóåéò ôïõ óôï
1

3
ôïõ

ýøïõò. Ðïéïò åßíáé ï ëüãïò ôùí üãêùí ôùí

äõï êõëßíäñùí ðïõ ðñïêýðôïõí; Ðïéïò ï

ëüãïò ôùí ðáñÜðëåõñùí åðéöáíåéþí; Ôé

Ý÷åôå íá ðáñáôçñÞóåôå ãéá ôï ëüãï ôùí

ïëéêþí åðéöáíåéþí ôïõò;

3 ¸íáò êýëéíäñïò Ý÷åé áêôßíá ßóç ìå ôï ýøïò

êáé üãêï ßóï ìå ð. Ðïéï åßíáé ôï åìâáäüí ôçò

ïëéêÞò ôïõ åðéöÜíåéáò;

4 Ç ôïìÞ åíüò êõëßíäñïõ ìå åðßðåäï ðáñÜë-

ëçëï ðñïò ôïí ÜîïíÜ ôïõ, ôé ó÷Þìá åßíáé;

5 Ç áêôßíá åíüò êõëßíäñïõ åßíáé 10 cm êáé ôï

ýøïò ôïõ 5 cm. Ðüóï äéáöÝñåé ï üãêïò ôïõ

áðü ôïí üãêï ôïõ êáíïíéêïý ôåôñáãùíéêïý

ðñßóìáôïò, ðïõ åßíáé åããåãñáììÝíï ó' áõôüí.

6 ÐåñéóôñÝöïõìå êáôÜ 360� ôï ïñèïãþíéï

ÁÂÃÄ ãýñù áðü ôçí ðëåõñÜ ÁÂ êáé ìåôÜ

ãýñù áðü ôçí ðëåõñÜ ÂÃ.Áðü ôïõò äõï

êõëßíäñïõò ðïõ ó÷çìáôßæïíôáé ðïéïò Ý÷åé ôç

ìåãáëýôåñç åðéöÜíåéá; Ôé Ý÷åôå íá ðáñáôç-

ñÞóåôå ãéá ôéò ðáñÜðëåõñåò åðéöÜíåéÝò ôïõò;
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13.4 Êþíïò

Èåùñïýìå Ýíá ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ïñèÞ ãùíßá ôçí Á
�

.

Áí óôñáöåß áõôü êáôÜ ìßá ðëÞñç óôñïöÞ 360� ãýñù áðü ôçí êÜèåôç

ðëåõñÜ ôïõ ÁÃ, èá ó÷çìáôßæåé Ýíá óôåñåü. Ôï óôåñåü áõôü ïíïìÜ-

æåôáé ïñèüò êþíïò åê ðåñéóôñïöÞò Þ áðëÜ êþíïò.

Ç ðëåõñÜ ÁÂ êáèþò óôñÝöåôáé ãýñù áðü ôçí ÁÃ åßíáé ðÜíôá

êÜèåôç ó' áõôÞ, Üñá âñßóêåôáé ó' Ýíá åðßðåäï êÜèåôï óôçí ÁÃ. Ôï

ôìÞìá ÁÂ ãñÜöåé Ýíáí êõêëéêü äßóêï ï ïðïßïò êáëåßôáé âÜóç ôïõ

êþíïõ. Ç åõèåßá ÁÃ êáëåßôáé Üîïíáò ôïõ êþíïõ, ôï óçìåßï Ã

êïñõöÞ êáé êÜèå åõèýãñáììï ôìÞìá ìå Üêñá ôçí êïñõöÞ êáé Ýíá

óçìåßï ôïõ êýêëïõ ôçò âÜóçò êáëåßôáé ãåíÝôåéñá ôïõ êþíïõ, åðåéäÞ

áõôü ôï ôìÞìá ãåííÜ ôçí åðéöÜíåéá ôïõ êþíïõ.

¾øïò ôïõ êþíïõ åßíáé ç áðüóôáóç ôçò êïñõöÞò áðü ôç âÜóç.

Ç åðéöÜíåéá ôïõ êþíïõ, åêôüò ôçò âÜóçò êáëåßôáé êùíéêÞ Þ

ðáñÜðëåõñç åðéöÜíåéá. Áí h ç ãåíÝôåéñá ôïõ êþíïõ, õ ôï ýøïò ôïõ

êáé ñ ç áêôßíá ôçò âÜóçò ôïõ, ôüôå ðñïöáíþò h
2
=õ

2
+ñ

2
.

Êüëïõñïò êþíïò

Èåùñïýìå Ýíá ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ ìå Á Â 90
� �

� � �, ôï ïðïßï

óôñÝöåôáé êáôÜ 360� ãýñù áðü ôçí ðëåõñÜ ÁÂ. Ôï óôåñåü ðïõ

äéáãñÜöåôáé ì' áõôüí ôïí ôñüðï êáëåßôáé êüëïõñïò êþíïò. Ç

åðéöÜíåéá ôïõ êüëïõñïõ êþíïõ áðïôåëåßôáé áðü äõï êýêëïõò Üíé-

óïõò ðïõ ãñÜöïíôáé áðü ôéò âÜóåéò ôïõ ôñáðåæßïõ êáé ïíïìÜæïíôáé

âÜóåéò áõôïý êáé áðü ôçí ðáñÜðëåõñç åðéöÜíåéá ðïõ ãñÜöåôáé áðü

ôçí ðëåõñÜ ÃÄ. ¾øïò ôïõ êüëïõñïõ êþíïõ êáëåßôáé ç áðüóôáóç

ôùí âÜóåùí, åíþ ãåíÝôåéñÜ ôïõ êáëåßôáé ç ðëåõñÜ ÃÄ.

¸íáò Üëëïò ôñüðïò ó÷çìáôéóìïý åíüò êüëïõñïõ êþíïõ åßíáé

áõôüò ðïõ ãßíåôáé ìå ôçí ôïìÞ åíüò êþíïõ áðü åðßðåäï ðáñÜëëçëï

ðñïò ôç âÜóç ôïõ.

Áðü ôá äýï óôåñåÜ ðïõ ðñïêýðôïõí ôï Ýíá åßíáé êþíïò êáé ôï

Üëëï êïëïõñïò êþíïò.

ÅããåãñáììÝíç ðõñáìßäá óå êþíï ëÝãåôáé ìéá ðõñáìßäá ðïõ

Ý÷åé ôçí ßäéá êïñõöÞ ì' áõôüí êáé ç âÜóç ôçò åßíáé ðïëýãùíï
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åããåãñáììÝíï óôç âÜóç ôïõ. Ïé ðáñÜðëåõñåò áêìÝò ôçò ðõñáìßäáò

áíáãêáóôéêÜ èá åßíáé ãåíÝôåéñåò ôïõ êþíïõ.

ÐåñéãåãñáììÝíç ðõñáìßäá óå êþíï ëÝãåôáé ìéá ðõñáìßäá ðïõ

Ý÷åé ôçí ßäéá êïñõöÞ ì' áõôüí êáé ç âÜóç ôçò åßíáé ðïëýãùíï

ðåñéãåãñáììÝíï óôç âÜóç ôïõ.

ÁíÜëïãá ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôçí åããåãñáììÝíç êáé ðåñéãå-

ãñáììÝíç êüëïõñç ðõñáìßäá êáé êüëïõñï êþíï. Ïé ðõñáìßäåò

áõôÝò åßíáé áðáñáßôçôåò ãéá ôïí ïñéóìü êáé õðïëïãéóìü ôùí üãêùí

êáé ôùí åðéöáíåéþí ôùí óôåñåþí áõôþí. Áõôü ãßíåôáé ìå ôñüðï áíÜ-

ëïãï ì' áõôüí ôïõ êõëßíäñïõ.

ÌÝôñçóç êþíïõ êáé êüëïõñïõ êþíïõ

Ó' Ýíáí êþíï èåùñïýìå ìßá åããåãñáììÝíç êáé ìéá ðåñéãå-

ãñáììÝíç êáíïíéêÞ ðõñáìßäá êáé üôé ôï ðëÞèïò ôùí ðëåõñþí ôùí

âÜóåþí ôïõò äéðëáóéÜæåôáé áðåñéüñéóôåò öïñÝò. Ï üãêïò êáé ç

ðáñÜðëåõñç åðéöÜíåéá ôçò åããåãñáììÝíçò ðõñáìßäáò óõíå÷þò

áõîÜíïõí, åßíáé üìùò ìéêñüôåñïé áðü ôïí üãêï êáé ôçí ðáñÜðëåõñç

åðéöÜíåéá ôçò ðåñéãåãñáììÝíçò ðõñáìßäáò, ðïõ ìå ôç óåéñÜ ôïõò

åëáôôþíïíôáé.

Áðïäåéêíýåôáé üôé õðÜñ÷åé Ýíáò áñéèìüò V óôïí ïðïßï ôåßíïõí

ïé üãêïé ôùí äõï ðõñáìßäùí êé áõôüò ï áñéèìüò êáëåßôáé üãêïò ôïõ

êþíïõ. ¸ôóé, ï ôýðïò ôïõ üãêïõ ãéá ôéò ðõñáìßäåò V=
1

3
E õ

â
� , èá

ðÜñåé ôç ìïñöÞ V
1

3
ðñ õ

2� � ãéá ôïí êþíï, äéüôé ôá åìâáäÜ ôùí

âÜóåùí ôùí ðõñáìßäùí ôåßíïõí óôï åìâáäüí ôçò âÜóçò ôïõ êþíïõ

ðïõ åßíáé ðñ
2

åíþ ôï ýøïò õ åßíáé óôáèåñü.

Áíôßóôïé÷åò ðáñáôçñÞóåéò ãéá ôéò ðáñÜðëåõñåò åðéöÜíåéåò ôùí

äýï ðõñáìßäùí ìáò ïäçãïýí óôïí ôýðï ÅÐ=ð�ñ�ë ãéá ôçí

ðáñÜðëåõñç åðéöÜíåéá ôïõ êþíïõ, äéüôé ïé ðåñßìåôñïé ôùí âÜóåþí

ôïõò ôåßíïõí óôï ìÞêïò ôïõ êýêëïõ ðïõ åßíáé 2ðñ, åíþ ôá

áðïóôÞìáôÜ ôïõò óôç ãåíÝôåéñá h ôïõ êþíïõ.

Ãéá ôï ïëéêü åìâáäüí ôïõ êþíïõ èá Ý÷ïõìå ôåëéêÜ ôç ó÷Ýóç:

Åïë=ÅÐ+Åâ Þ Åïë=ðñh+ðñ
2
=ðñ(h+ñ)

Áò èåùñÞóïõìå Ýíáí êåíü êþíï. ÁðïêïëëÜìå ôç âÜóç ôïõ êáé

ìå ìéá ãåíÝôåéñá "êüâïõìå" ôçí ðáñÜðëåõñç åðéöÜíåéá êáé îåäéðëþ-

íïõìå üëç ôçí åðéöÜíåéá ôïõ êþíïõ ó' Ýíá åðßðåäï. Èá ðÜñïõìå

370

ÓÔÅÑÅÁ Ó×ÇÌÁÔÁè

å ù ñ ß á

13.4



13.4

Ýôóé ôï äéðëáíü ó÷Þìá, ôï ïðïßï êáëåßôáé áíÜðôõãìá ôïõ êþíïõ êáé

áðïôåëåßôáé áðü Ýíáí êýêëï êáé ôïí êõêëéêü ôïìÝá ÏÁÂ. Ôï ìÞêïò

ôïõ ôüîïõ ôïõ êõêëéêïý ôïìÝá åßíáé ßóï ìå ôï ìÞêïò ôïõ êýêëïõ

äçëáäÞ S 2ðR
ÁÂ
�

� ïðüôå Å
1

2
2ðR h ðRh

Ð
� � � .

Ó' Ýíáí êüëïõñï êþíï èåùñïýìå ìéá åããåãñáììÝíç êáé ìéá

ðåñéãåãñáììÝíç êüëïõñç êáíïíéêÞ ðõñáìßäá êáé üôé ôï ðëÞèïò ôùí

ðëåõñþí ôùí âÜóåþí ôïõò äéðëáóéÜæåôáé óõíå÷þò. Ï üãêïò êáé ç

ðáñÜðëåõñç åðéöÜíåéá ôçò åããåãñáììÝíçò êüëïõñçò êáíïíéêÞò

ðõñáìßäáò èá áõîÜíåôáé, èá åßíáé üìùò ìéêñüôåñç áðü ôïí üãêï êáé

ôçí åðéöÜíåéá ôçò ðåñéãåãñáììÝíçò êüëïõñçò êáíïíéêÞò ðõñá-

ìßäáò, ðïõ ìå ôç óåéñÜ ôïõò åëáôôþíïíôáé. Áðïäåéêíýåôáé üôé õðÜñ÷åé

Ýíáò áñéèìüò V óôïí ïðïßï ôåßíïõí ïé üãêïé ôùí äýï êüëïõñùí

êáíïíéêþí ðõñáìßäùí. ¸ôóé, ï ôýðïò ôïõ üãêïõ ôçò êüëïõñçò

êáíïíéêÞò ðõñáìßäáò èá ðÜñåé ôç ìïñöÞ:

V
1

3
(ðR ðR ðñ ðñ )õ ...

1

3
ð(R Rñ ñ )õ

2 2 2 2 2 2� � � � � � �

Áíôßóôïé÷á ìå ôéò ðñïçãïýìåíåò ðáñáôçñÞóåéò èá ðÜñïõìå ôïí

ôýðï: Å
1

2
(2ðR 2ðñ)h ð(R ñ)h

Ð
� � � �

Å ð(R ñ)h ðR ðñ ð(R ñ Rh ñh)
ïë

2 2 2 2� � � � � � � �

üðïõ R êáé ñ ïé áêôßíåò ôùí âÜóåùí êáé h ç ãåíÝôåéñá.

¸íá áíôéâéïôéêü êõêëïöïñåß óå óõóêåõáóßá öéÜëçò ðïõ ôï

ìéóü ðÜíù ìÝñïò ôçò åßíáé êùíéêü êáé ôï ìéóü êÜôù ìÝñïò

êõëéíäñéêü.

¸íáò áóèåíÞò Ý÷åé åíôïëÞ ãéáôñïý íá ðáßñíåé ãéá 1 åâäïìÜäá

ôï áíôéâéïôéêü áõôü. Ï áóèåíÞò äéáðßóôùóå üôé ìåôÜ áðü äýï çìÝñåò

åß÷å êáôáíáëþóåé ôï ðåñéå÷üìåíï ôçò öéÜëçò áêñéâþò óôï ìéóü

ýøïò. Ç ðïóüôçôá ðïõ áðÝìåéíå áñêåß ãéá ôï õðüëïéðï ôçò

åâäïìÜäáò Þ èá ðñÝðåé íá áãïñÜóåé êáé äåýôåñç öéÜëç;
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¸íá ôåôñÜãùíï ÁÂÃÄ ðëåõñÜò á óôñÝöåôáé êáôÜ 180� ãýñù

áðü ôç äéáãþíéï ÁÃ. Íá ðåñéãñÜøåôå ôï óôåñåü ðïõ äéáãñÜöåôáé

êáé íá õðïëïãßóåôå ôïí üãêï ôïõ êáé ôï åìâáäüí ôçò ïëéêÞò ôïõ

åðéöÜíåéáò.

Ëýóç

Ôï óôåñåü ðïõ äéáãñÜöåôáé áðïôåëåßôáé áðü äýï ßóïõò êþíïõò

ìå êïéíÞ âÜóç. Ôï ýøïò ôïõ êÜèå êþíïõ åßíáé ßóï ìå ôçí áêôßíá ôçò

âÜóçò ôïõ êáé ßóï ìå ôï ìéóü ôçò äéáãùíßïõ ôïõ ôåôñáãþíïõ, äçëáäÞ

õ ñ
ä

2

á 2

2
� � �

Ï üãêïò ôïõ óôåñåïý åßíáé äéðëÜóéïò áðü ôïí üãêï åíüò êþíïõ.

¢ñá: V 2
1

3
ðñ õ

2� Þ V
ðá 2

6

2

�

Ç åðéöÜíåéá ôïõ óôåñåïý áðïôåëåßôáé ìüíï áðü ôéò ðáñÜðëåõñåò

åðéöÜíåéåò ôùí äýï êþíùí.

¢ñá: Å 2ðñh 2ð
á 2

2
á ðá 2

Ð

2� � � .

¸íá éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï óôñÝöåôáé êáôÜ 180� ãýñù áðü ôçí

êïéíÞ ìåóïêÜèåôï ôùí âÜóåùí. Áí ç ìåãÜëç ôïõ âÜóç Ý÷åé ìÞêïò

22 cm êáé üëåò ïé Üëëåò ðëåõñÝò Ý÷ïõí ìÞêïò áðü 10 cm, íá

õðïëïãßóåôå ôïí üãêï êáé ôï åìâáäüí ôçò åðéöÜíåéáò ôïõ

óôåñåïý ðïõ ó÷çìáôßæåôáé êáôÜ ôçí ðåñéóôñïöÞ.

Ëýóç

Ôï óôåñåü ðïõ ó÷çìáôßæåôáé åßíáé êüëïõñïò êþíïò ìå áêôßíåò

âÜóåùí R=11 êáé ñ=5 êáé áðüóôçìá h=10. Ãéá ôï ýøïò éó÷ýåé:

ÁÅ
2
=ÁÄ

2
–ÄÅ

2
Þ õ

2
=10

2
–6

2
Þ ôÝëïò õ=8

Ãéá ôïí üãêï ôïõ:

V
1

3
h(R R ñ ñ )õ 5 360ð cm

2 2 2� � � � � �

êáé ãéá ôçí ïëéêÞ åðéöÜíåéá:

Åïë=ð(R
2
+ñ

2
+R�h+ñ�h)=306ð cm

2
.
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

1 Ðþò èá ðåñéãñÜöáôå ôï óôåñåü ðïõ ðñïêý-

ðôåé áðü ôçí ðåñéóôñïöÞ êáôÜ 360� åíüò

ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ ãýñù áðü ôçí õðï-

ôåßíïõóá;

2 ÔÝìíïíôáò Ýíáí êþíï ìå ôï ìåóïêÜèåôï åðß-

ðåäï ôïõ ýøïõò ôïõ, ï êüëïõñïò êþíïò ôé

ðïóïóôü ôïõ áñ÷éêïý üãêïõ Ý÷åé;

3 Ðüôå èá Ý÷ïõìå ìåãáëýôåñç áýîçóç ôïõ

üãêïõ åíüò êþíïõ; ¼ôáí ôñéðëáóéÜóïõìå ôï

ýøïò ôïõ Þ üôáí äéðëáóéÜóïõìå ôçí áêôßíá

ôçò âÜóçò ôïõ;

4 Ç ôïìÞ åíüò êþíïõ ìå Ýíá åðßðåäï, ðïõ

ðåñéÝ÷åé ôï ýøïò ôïõ, ôé ó÷Þìá åßíáé;

5 Ôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á
�

� �90 ) ôï óôñÝ-

öïõìå êáôÜ 360� ìéá öïñÜ ãýñù áðü ôçí ðëåõ-

ñÜ ÁÂ êáé ìéá öïñÜ ãýñù áðü ôçí ðëåõñÜ ÁÃ.

Óå ðïéá ðåñßðôùóç ó÷çìáôßæåôáé êþíïò ìå ôï

ìåãáëýôåñï üãêï; Ôé ðáñáôçñåßôå ãéá ôá åìâáäÜ

ôùí ðáñÜðëåõñùí åðéöáíåéþí óôéò äõï ðåñé-

ðôþóåéò;

6 ¸íá êáíïíéêü ðåíôÜãùíï ðåñéóôñÝöåôáé

êáôÜ 360� ãýñù áðü ôï öïñÝá ìéáò áêôßíáò

ôïõ. Íá ðåñéãñÜøåôå áðü ðïéá ãíùóôÜ óôåñåÜ

áðïôåëåßôáé ôï óôåñåü ðïõ ó÷çìáôßæåôáé.
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13.5 Óöáßñá

Áí ðÜñïõìå Ýíá çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ ÁÂ êáé ôï óôñÝøïõìå êáôÜ

360� ãýñù áðü ôçí ÁÂ, ôüôå èá ðÜñïõìå Ýíá óôåñåü ðïõ êáëåßôáé

óöáßñá. ÊÝíôñï êáé áêôßíá ôçò óöáßñáò êáëïýìå ôï êÝíôñï êáé ôçí

áêôßíá áíôßóôïé÷á ôïõ çìéêõêëßïõ. Ìßá óöáßñá ìå êÝíôñï Ï êáé áêôßíá R

óõìâïëßæåôáé (Ï,R). ÓöáéñéêÞ åðéöÜíåéá êáëåßôáé ç åðéöÜíåéá ðïõ

ãñÜöåé ôï çìéêýêëéï. ÊÜèå óçìåßï áõôÞò ôçò åðéöÜíåéáò áðÝ÷åé áðü ôï

êÝíôñï ôçò óöáßñáò áðüóôáóç ßóç ìå ôçí áêôßíá ôçò. ÁõôÞ áêñéâþò ç

éäéüôçôá ìáò åðéôñÝðåé íá ïñßóïõìå ôç óöáéñéêÞ åðéöÜíåéá, üðùò êáé

ôçí ßäéá ôç óöáßñá êáé ìå ôïí áêüëïõèï ôñüðï.

ÓöáéñéêÞ åðéöÜíåéá êáëåßôáé ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí ôïõ

÷þñïõ ðïõ éóáðÝ÷ïõí áðü Ýíá ïñéóìÝíï óçìåßï.

Óöáßñá êÝíôñïõ Ï êáé áêôßíáò ñ êáëåßôáé ôï óýíïëï ôùí

óçìåßùí Ì ôïõ ÷þñïõ ãéá ôá ïðïßá ÌÏ
ñ.

Ôï ãåãïíüò üôé ç óöáßñá ðáñÜãåôáé áðü Ýíá êýêëï Ý÷åé ùò

óõíÝðåéá íá äáíåßæåôáé óôïé÷åßá êáé ÷áñáêôçñéóìïýò áð' áõôüí.

Åêôüò áðü ôï êÝíôñï êáé ôçí áêôßíá ðïõ áíáöÝñáìå ðáñáðÜíù,

Ý÷ïõìå êáé ôá åîÞò:

×ïñäÞ óöáßñáò êáëåßôáé êÜèå åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ ôá Üêñá

ôïõ åßíáé óçìåßá ôçò åðéöÜíåéáò ôçò óöáßñáò.

ÄéÜìåôñïò óöáßñáò êáëåßôáé êÜèå ÷ïñäÞ ðïõ ðåñíÜ áðü ôï

êÝíôñï ôçò. ÊÜèå äéÜìåôñïò Ý÷åé ìÞêïò äéðëÜóéï áðü ôçí áêôßíá ôçò.

Ôç óõó÷Ýôéóç óöáßñáò-êýêëïõ ìðïñïýìå íá ôç äéáêñßíïõìå êáé

óôá ðáñáêÜôù.

¸óôù ìéá óöáßñá (Ï,R) êáé Ýíá åðßðåäï Ð. Èåùñïýìå ìéá

äéÜìåôñï ÁÂ ôçò óöáßñáò êÜèåôç óôï åðßðåäï óôï óçìåßï Ä. Äéáêñß-

íïõìå ôñåéò ðåñéðôþóåéò áíÜëïãá ìå ôç ó÷Ýóç ôçò áðüóôáóçò ÏÄ=á

êáé ôçò áêôßíáò R.

á) Áí á>R, ôüôå ãéá êÜèå óçìåßï Ì ôïõ åðéðÝäïõ Ð éó÷ýåé ÏÌ>á

(ÏÌ ðëÜãéï, ÏÄ êÜèåôïò) Üñá ôï Ì üðùò êáé ôï Ä èá åßíáé åîù-

ôåñéêÜ óçìåßá ôçò óöáßñáò. Ç óöáßñá êáé ôï åðßðåäï äåí Ý÷ïõí

êáíÝíá êïéíü óçìåßï.

â) Áí á=R, ôüôå ôï Ä èá åßíáé êáé óçìåßï ôçò óöáéñéêÞò

åðéöÜíåéáò. Ãéá êÜèå Üëëï óçìåßï Ì ôïõ åðéðÝäïõ Ð, èá åßíáé
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ÏÌ>ÏÄ, Üñá ç óöáßñá êáé ôï åðßðåäï èá Ý÷ïõí ìüíï Ýíá

êïéíü óçìåéï ôï Ä êáé èá ëÝìå ïôé åöÜðôïíôáé.

ã) Áí á<R, ôüôå èåùñïýìå óôï åðßðåäï Ð Ýíá êýêëï (Ä,ñ) ìå

ñ R á
2 2� � . Áí Ã Ýíá ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ êýêëïõ áõôïý, ôüôå

ÃÏ ÃÄ ÏÄ ... R
2 2� � � � , äçëáäÞ ôï Ã áíÞêåé óôç óöáßñá. Ó'

áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ôá êïéíÜ óçìåßá ôçò óöáßñáò êáé ôïõ åðé-

ðÝäïõ åßíáé ôá óçìåßá ôïõ êýêëïõ ðïõ ðñïáíáöÝñáìå. ËÝìå

ôüôå üôé ç óöáßñá êáé ôï åðßðåäï ôÝìíïíôáé.

Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ á=0, ôüôå ôï êÝíôñï êáé ç áêôßíá

áõôïý ôïõ êýêëïõ åßíáé ôá áíôßóôïé÷á ôçò óöáßñáò êáé ï êýêëïò

êáëåßôáé ìÝãéóôïò êýêëïò ôçò óöáßñáò, äéüôé óå êÜèå Üëëç

ðåñßðôùóç ñ<R.

Áðü ôñßá óçìåßá ìéáò óöáéñéêÞò åðéöÜíåéáò ðåñíÜ Ýíáò

êýêëïò.

Áðü äýï óçìåßá ìéáò óöáéñéêÞò åðéöÜíåéáò ðåñíÜ ìüíï Ýíáò

ìÝãéóôïò êýêëïò.

Ôï ìéêñüôåñï óå ìÞêïò ôüîï, ðïõ Ý÷åé Üêñá äõï óçìåßá ìéáò

óöáéñéêÞò åðéöÜíåéáò, åßíáé ôüîï ìÝãéóôïõ êýêëïõ.

Ãéá ôç èÝóç ìéáò óöáßñáò (Ï,R) êáé ìéáò åõèåßáò (å)

ðáñáôçñïýìå üôé ç (å) êáé ôï Ï ïñßæïõí åðßðåäï ðïõ ôÝìíåé ôçí

åðéöÜíåéá ôçò óöáßñáò êáôÜ ìÝãéóôï êýêëï. Ôá êïéíÜ óçìåßá ôçò

óöáßñáò êáé ôçò åõèåßáò èá áíáæçôçèïýí óôïí êýêëï áõôü.

Áí åðïìÝíùò á åßíáé ç áðüóôáóç ôïõ Ï áðü ôçí (å) ôüôå:

• Ãéá á>R, ç åõèåßá êáé ç óöáßñá äåí Ý÷ïõí êáíÝíá êïéíü

óçìåßï.

• Ãéá á=R, ç åõèåßá êáé ç óöáßñá Ý÷ïõí Ýíá ìüíï êïéíü óçìåßï

(åöÜðôïíôáé).

• Ãéá á<R, Ý÷ïõí äõï ìüíï êïéíÜ óçìåßá (ôÝìíïíôáé).

• Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ á=0 ç åõèåßá ïñßæåé ìéá äéÜìåôñï

ôçò óöáßñáò.

ÌÝôñçóç óöáßñáò

Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ üãêïõ ôçò óöáßñáò êáé ôïõ åìâáäïý ôçò
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åðéöÜíåéÜò ôçò èá áêïëïõèÞóïõìå ìéá äéáäéêáóßá ìå äéáäï÷éêÝò

ðñïóåããßóåéò, üðùò êáé óôç ìÝôñçóç ôïõ êýêëïõ.

Èåùñïýìå, ëïéðüí, Ýíá çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ ÁÂ êáé ôï "ìéóü"

åíüò êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ, êáôÜ ðñïôßìçóç ìå Üñôéï ðëÞèïò

ðëåõñþí ð.÷. åîÜãùíï. ¼ôáí ôï óýóôçìá óôñÝöåôáé êáôÜ 360�, ôüôå

ôï çìéêýêëéï äçìéïõñãåß, ôç óöáßñá êáé ôï ìÝñïò ôïõ êáíïíéêïý

áõôïý ðïëõãþíïõ Ýíá óôåñåü.

Óôç óõãêåêñéìÝíç ðåñßðôùóç ôï óôåñåü áðïôåëåßôáé áðü Ýíáí

êýëéíäñï êáé äõï êþíïõò. Ìå óõíå÷Þ äéðëáóéáóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí

ðëåõñþí ôïõ êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ ôï ðáñáãüìåíï óôåñåü (ðïõ èá

áðïôåëßôáé áðü êþíïõò, êüëïõñïõò êþíïõò êáé ßóùò áðü Ýíáí

êýëéíäñï) èá ðñïóåããßóåé ðïëý éêáíïðïéçôéêÜ ôç óöáßñá êáé ôï ßäéï

èá óõìâáßíåé ìå ôïí üãêï ôïõ êáé ôçí åðéöÜíåéÜ ôïõ.

Ìå ôç óåéñÜ áõôÞ ôùí óõëëïãéóìþí ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå

ôïí üãêï êáé ôï åìâáäü ôçò óöáßñáò.

¸íáò äåýôåñïò ôñüðïò õðïëïãéóìïý ôùí ßäéùí ìåãåèþí ìðïñåß

íá ãßíåé ìå ôç âïÞèåéá äõï èåùñçìÜôùí, ðïõ äéáôýðùóå ï ¸ëëçíáò

ìáèçìáôéêüò ÐÜððïò ï Áëåîáíäñéíüò (4
ïò

áéþíáò ì.×.), ôá ïðïßá

ðáñáèÝôïõìå ÷ùñßò áðüäåéîç.

Áí Ýíá åðßðåäï ó÷Þìá óôñáöåß êáôÜ 360� ãýñù áðü Ýíáí

Üîïíá ôïõ åðéðÝäïõ ôïõ, ðïõ äåí Ý÷åé êïéíÜ åóùôåñéêÜ óçìåßá

ì' áõôü, ôüôå ï üãêïò ôïõ ðáñáãüìåíïõ óôåñåïý åßíáé ßóïò ìå

ôï ãéíüìåíï ôïõ åìâáäïý ôïõ ó÷Þìáôïò åðß ôï ìÞêïò ôïõ

êýêëïõ ðïõ ãñÜöåé êáôÜ ôçí ðåñéóôñïöÞ ôï êÝíôñï âÜñïõò

ôïõ ó÷Þìáôïò.

Áí ìéá åðßðåäç ãñáììÞ óôñáöåß êáôÜ 360� ãýñù áðü ìéá

åõèåßá ôïõ åðéðÝäïõ ôçò, ðïõ äåí Ý÷åé êïéíÜ óçìåßá ìáæß ôçò,

ôüôå ôï åìâáäü ôçò åðéöÜíåéáò ðïõ ãñÜöåé ç ãñáììÞ áõôÞ

éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï ôïõ ìÞêïõò ôçò åðß ôï ìÞêïò ôïõ

êýêëïõ, ðïõ ãñÜöåé ôï êÝíôñï âÜñïõò ôçò êáôÜ ôçí

ðåñéóôñïöÞ ôçò.

Óôç äéáôýðùóç ôùí äõï èåùñçìÜôùí åìöáíßæåôáé ç Ýííïéá ôïõ

êÝíôñïõ âÜñïõò åíüò ó÷Þìáôïò. Óôï ôñßãùíï óõíáíôÞóáìå ôï

êÝíôñï âÜñïõò óáí ôï óçìåßï ðïõ óõíôñÝ÷ïõí ïé ôñåéò äéÜìåóïé. Äå

èá äþóïõìå åäù ôïí ïñéóìü ôïõ êÝíôñïõ âÜñïõò åíüò ãåùìåôñéêïý
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ó÷Þìáôïò, áëëÜ èá áñêåóôïýìå óå ìåñéêÝò ðáñáôçñÞóåéò.

ÐáñáôçñÞóåéò

á) Óôç öõóéêÞ óáí êÝíôñï âÜñïõò óþìáôïò ïñßæåôáé Ýíá óçìåßï

óôï ïðïßï ìðïñåß ôï óþìá íá éóïññïðÞóåé áí óôçñé÷ôåß ðÜíù ó'

áõôü ìå ïðïéïíäÞðïôå ðñïóáíáôïëéóìü.

â) Áí Ýíá óþìá åßíáé áðü ïìïãåíïðïéçìÝíï õëéêü, ôüôå ôï ãåù-

ìåôñéêü êÝíôñï âÜñïõò ôïõ ôáõôßæåôáé ìå ôï öõóéêü êÝíôñï

âÜñïõò.

ã) Áí Ýíá óþìá éóïññïðåß êñåìáóìÝíï áðü ïðïéïäÞðïôå óçìåßï

ôïõ ìå Ýíá íÞìá, ç ðñïÝêôáóç ôïõ íÞìáôïò ðåñíÜ áðü ôï êÝíôñï

âÜñïõò ôïõ (åìðåéñéêüò ôñüðïò åýñåóçò ôïõ êÝíôñïõ âÜñïõò).

Ãéá ôç ìÝôñçóç ôçò óöáßñáò, èá áðïäåßîïõìå ôïõò ôýðïõò üãêïõ

êáé åìâáäïý ìå ôç âïÞèåéá ôùí èåùñçìÜôùí ôïõ ÐÜððïõ.

Ãéá ôïí çìéêõêëéêü äßóêï áêôßíáò R áðïäåéêíýåôáé üôé ôï êÝíôñï

âÜñïõò ôïõ åßíáé Ýíá óçìåßï ðÜíù óôïí Üîïíá óõììåôñßáò ôïõ ðïõ

áðÝ÷åé áðü ôï êÝíôñï áðüóôáóç ßóç ìå
4R

3ð
.

Ãéá ôï çìéêýêëéï áêôßíáò R áðïäåéêíýåôáé üôé ôï êÝíôñï âÜñïõò

âñßóêåôáé ðÜíù óôïí Üîïíá óõììåôñßáò ôïõ êáé óå áðüóôáóç
2R

ð
áðü

ôï êÝíôñï ôïõ.

Ãéá ôïí üãêï ôçò óöáßñáò áêôßíáò R éó÷ýïõí: ç óöáßñá

ðáñÜãåôáé áðü ôçí ðåñéóôñïöÞ ôïõ çìéêõêëéêïý äßóêïõ áêôßíáò R.

Ôï êÝíôñï âÜñïõò ôïõ çìéêõêëéêïý äßóêïõ ãñÜöåé êýêëï

áêôßíáò ñ
4R

3ð
� .

Ôï ìÞêïò ôïõ êýêëïõ áõôïý åßíáé L 2ðñ
8R

3
� � .

¢ñá, ï üãêïò ôçò óöáßñáò åßíáé V
1

2
ðR

8

3
R

4

3
ðR

2 3� � .

Ãéá ôçí åðéöÜíåéá óöáßñáò áêôßíáò R éó÷ýïõí: ç óöáéñéêÞ

åðéöÜíåéá ðáñÜãåôáé áðü ôçí ðåñéóôñïöÞ çìéêõêëßïõ áêôßíáò R.

Ôï êÝíôñï âÜñïõò ôïõ çìéêõêëßïõ ãñÜöåé êýêëï áêôßíáò ñ
2R

ð
� .

Ôï ìÞêïò ôïõ êýêëïõ áõôïý åßíáé L=4R.

Ôï ìÞêïò ôïõ ßäéïõ ôïõ çìéêõêëßïõ åßíáé
1

2
2ðR ðR� .

¢ñá, ç åðéöÜíåéá ôçò óöáßñáò éóïýôáé ìå Å=4R�ðR=4ðR
2
.
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13.5

¸íáò êïóìçìáôïðïéüò Ý÷åé ðáñáããåëßá íá êáôáóêåõÜóåé Ýíá

êïëéÝ ìÞêïõò 40 cm ìå ÷Üíôñåò áðü Üñãõñï óå ó÷Þìá óöáßñáò. Ç

åðéèõìßá ôïõ ðåëÜôç ôïõ åßíáé íá ðåñéÝ÷åé ôï êïëéÝ 40 ÷Üíôñåò

äéáìÝôñïõ 1 cm Þ 80 ÷Üíôñåò äéáìÝôñïõ 0,5 cm. Óå ðïéá ðåñßðôùóç

èá ÷ñçóéìïðïéÞóåé ï êïóìçìáôïðïéüò ðåñéóóüôåñï Üñãõñï;

¸íáò êýêëïò áêôßíáò R óôñÝöåôáé êáôÜ 360� ãýñù áðü ìßá

åöáðôïìÝíç ôïõ åõèåßá. Íá õðïëïãßóåôå ôïí üãêï êáé ôï

åìâáäüí ôçò åðéöÜíåéáò ôïõ óôåñåïý ðïõ ðáñÜãåôáé.

Ëýóç

Ôï åìâáäüí ôïõ êýêëïõ åßíáé ðR
2
. ÊÝíôñï âÜñïõò ôïõ åßíáé ôï

êÝíôñï ôïõ, ôï ïðïßï ãñÜöåé Ýíáí êýêëï áêôßíáò R êáé ìÞêïõò

L=2ðR.

Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôïõ ÐÜððïõ, ï üãêïò ôïõ óôåñåïý èá

åßíáé ßóïò ìå

V=ðR
2�2ðR=2ð

2
R

3

Ôï åìâáäüí ôçò åðéöÜíåéáò ôïõ óôåñåïý åßíáé

Å=2ðR�2ðR=4ð
2
R

2
.

Ìßá óöáßñá åßíáé ðåñéãåãñáììÝíç ó' Ýíáí êýâï áêìÞò á. Íá

õðïëïãßóåôå ôï ëüãï ôïõ üãêïõ ôçò óöáßñáò ðñïò ôïí üãêï ôïõ

êýâïõ.

Ëýóç

Ç äéáãþíéïò ôïõ êýâïõ åßíáé á 3. Ôï ßäéï ìÞêïò Ý÷åé êáé ç

äéÜìåôñïò ôçò óöáßñáò.

¢ñá, ç áêôßíá ôçò åßíáé R
1

2
á 3� .
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

Ï üãêïò ôçò óöáßñáò åßíáé V
4

3
ðR

ðá 3

2
óö

3

3

� �

Ï üãêïò ôïõ êýâïõ åßíáé V á
ê

3�

¢ñá ï æçôïýìåíïò ëüãïò åßíáé
V

V

ðá 3

2

á

ð 3

2

óö

ê

3

3
� � .

1 Ãéáôß üôáí Ýíá åðßðåäï åßíáé êÜèåôï óôï Üêñï

ìéáò áêôßíáò ìéáò óöáßñáò Ý÷åé ìüíï Ýíá

êïéíü óçìåßï ìå ôç óöáßñá;

2 Áí ÁÂ ìéá äéÜìåôñïò óöáßñáò êáé Ã Ýíá

ôõ÷áßï óçìåßï ôçò óöáßñáò, ãéáôß ç ãùíßá ÁÃÂ
�

åßíáé ïñèÞ;

3 Äýï ßóïé êýêëïé ìéáò óöáßñáò ôÝìíïíôáé êáôÜ

ìéá äéÜìåôñü ôïõò;

4 Ç áêôßíá ÏÁ ìéáò óöáßñáò Ý÷åé ìÞêïò ñ. Ôï

ìåóïêÜèåôï åðßðåäï ôçò ÏÁ ôÝìíåé ôç óöáßñá

êáôÜ Ýíáí êýêëï. Ðïéá åßíáé ç áêôßíá ôïõ

êýêëïõ áõôïý;

5 Ìå äéáìÝôñïõò ôéò ðëåõñÝò åíüò ïñèïãùíßïõ

ôñéãþíïõ, ãñÜöïõìå ôñåéò óöáßñåò. Ðïéá

ó÷Ýóç Ý÷ïõí ïé åðéöÜíåéÝò ôïõò;

6 Ðüóá êïéíÜ óçìåßá Ý÷ïõí äõï óöáßñåò (Ï,R)

êáé (Ê,ñ) áí R ñ ÏÊ R ñ� � � � . Ðïý

âñßóêïíôáé ôá óçìåßá áõôÜ;

7 Íá åîçãÞóåôå ãéáôß äåí åßíáé äõíáôüí ìéá

óöáßñá êáé ìéá åõèåßá íá Ý÷ïõí ôñßá êïéíÜ

óçìåßá.
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13.6 Ôá êáíïíéêÜ óôåñåÜ

Óôï 10
ï

êåöÜëáéï ôçò åðéðåäïìåôñßáò ìåëåôÞóáìå ôá êáíïíéêÜ

ðïëýãùíá êáé ôéò éäéüôçôÝò ôïõò. Áíôßóôïé÷á áõôþí, óôç óôåñåïìåôñßá

åßíáé ôá êáíïíéêÜ ðïëýåäñá.

Êáíïíéêü ðïëýåäñï ïíïìÜæïõìå Ýíá ðïëýåäñï ôïõ ïðïßïõ

üëåò ïé Ýäñåò åßíáé ßóá êáíïíéêÜ ðïëýãùíá êáé üëåò ïé

ðïëýåäñåò ãùíßåò åßíáé ßóåò.

Ãíùñßæïõìå ìüíï ðÝíôå êáíïíéêÜ ðïëýåäñá.

• Ôï êáíïíéêü ôåôñÜåäñï ìå Ýäñåò 4 éóüðëåõñá ôñßãùíá ðïõ áíÜ

ôñßá Ý÷ïõí êïéíÞ êïñõöÞ.

• Ôï êáíïíéêü åîÜåäñï (ï êýâïò) ìå Ýäñåò 6 ôåôñÜãùíá ðïõ áíÜ

ôñßá Ý÷ïõí êïéíÞ êïñõöÞ.

• Ôï êáíïíéêü ïêôÜåäñï ìå Ýäñåò 8 éóüðëåõñá ôñßãùíá ðïõ áíÜ

ôÝóóåñá Ý÷ïõí êïéíÞ êïñõöÞ.

• Ôï êáíïíéêü äùäåêÜåäñï ìå Ýäñåò 12 êáíïíéêÜ ðåíôÜãùíá

ðïõ áíÜ ôñßá Ý÷ïõí êïéíÞ êïñõöÞ.

• Ôï êáíïíéêü åéêïóÜåäñï ìå Ýäñåò 20 éóüðëåõñá ôñßãùíá ðïõ

áíÜ ðÝíôå Ý÷ïõí êïéíÞ êïñõöÞ.

Ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí êáé ôùí êïñõöþí ãéá ôá ðïëýåäñá áõôÜ

äßíåôáé áðü ôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá.
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

ÊÜèå êáíïíéêü ðïëýåäñï ïñßæåé ôñåéò óöáßñåò. Ìéá ðïõ ðåñíÜ

áðü üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ, ìéá Üëëç ðïõ åöÜðôåôáé ó' üëåò ôéò Ýäñåò

ôïõ êáé ìßá ôñßôç ðïõ åöÜðôåôáé ó' üëåò ôéò áêìÝò ôïõ. Ïé ôñåéò áõôÝò

óöáßñåò åßíáé ïìüêåíôñåò.

1 Äßíåôáé êýëéíäñïò ýøïõò 7 m. Ç âÜóç ôïõ

åßíáé ðåñéãåãñáììÝíïò êýêëïò óå ôåôñÜãùíï

ðëåõñÜò á=3 2 m. Íá âñåèåß ï üãêïò ôïõ

êõëßíäñïõ.

2. Ìßá åôáéñßá ðáñÜãåé 1000 êïõôéÜ êïíóÝñâáò

ôçí çìÝñá ýøïõò 12 cm êáé äéáìÝôñïõ 8 cm.

Ç ðáñÜðëåõñç åðéöÜíåéá ôïõ êïõôéïý

êáëýðôåôáé áðü ÷Üñôéíç åôéêÝôá. Ôï ÷áñôß ãéá

ôçí åôéêÝíôá êïóôßæåé 1200 äñ÷/m
2
. Ðüóá

÷ñÞìáôá îïäåýåé ç åôáéñßá ãéá ôéò åôéêÝôåò

êÜèå ìÝñá;

3 Íá âñåèåß ï üãêïò êáé ôï åìâáäü ôïõ óôåñåïý

ðïõ ðáñÜãïíôáé, üôáí Ýíá ïñèïãþíéï ÁÂÃÄ

ìå äéáóôÜóåéò ÁÂ=6, ÂÃ=4, ðåñéóôñáöåß

êáôÜ 360� ãýñù áðü Üîïíá ðáñÜëëçëï ôçò

ÁÂ, ï ïðïßïò áðÝ÷åé áðü ôçí ÁÂ áðüóôáóç 3.

4 Äýï êýëéíäñïé èá ëÝãïíôáé üìïéïé, áí

ðñïêýðôïõí áðü üìïéá ïñèïãþíéá ðïõ

ðåñéóôñÜöçêáí ãýñù áðü ìéá ïìüëïãç

ðëåõñÜ ôïõò. Íá äåßîåôå üôé:

á) Äýï üìïéïé êýëéíäñïé Ý÷ïõí ôéò áêôßíåò

ôïõò áíÜëïãåò ðñïò ôá ýøç ôïõò.

â) Ôá åìâáäÜ ôùí êõñôþí åðéöáíåéþí äýï

üìïéùí êõëßíäñùí åßíáé áíÜëïãá ôùí

ôåôñáãþíùí ôùí áêôßíùí ôïõò.

ã) Ïé üãêïé äýï üìïéùí êõëßíäñùí åßíáé

áíÜëïãïé ðñïò ôïõò êýâïõò ôùí áêôßíùí ôïõò.

5 Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäü ôçò ðáñÜðëåõñçò

åðéöÜíåéáò êþíïõ ðïõ Ý÷åé üãêï V=324ð

cm
3

êáé áêôßíá âÜóçò R=9 cm.

6 Áí ç åããåãñáììÝíç óå êþíï êáíïíéêÞ

ôñéãùíéêÞ ðõñáìßäá Ý÷åé üãêï 3, íá âñåèåß

ôï åìâáäü ôçò êõñôÞò åðéöÜíåéáò ôïõ êþíïõ,

üôáí ôï ýøïò Ý÷åé ìÞêïò 1.

7 ÐåñéóôñÝöïõìå Ýíá ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ

(Á
�

� �90 ) êáôÜ 360� ãýñù áðü ôéò äýï êÜèåôåò

ðëåõñÝò ôïõ êáé ðáßñíïõìå äýï êþíïõò ìå

áíôßóôïé÷ïõò üãêïõò Vâ, Vã. Óôç óõíÝ÷åéá

ðåñéóôñÝöïõìå ôï ôñßãùíï ãýñù áðü ôçí

õðïôåßíïõóÜ ôïõ êáé ðáßñíïõìå Ýíá óôåñåü ìå

üãêï Vá. Íá äåßîåôå üôé:
1

V

1

V

1

V
á

2

â

2

ã

2
� � .
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

8 Äßíåôáé ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ ìå ÁÂ=ÁÄ=4 cm êáé

ìåãÜëç âÜóç ÃÄ=7 cm. Áí áõôü ðåñéóôñáöåß

ãýñù áðü ôçí åõèåßá ÁÄ, íá õðïëïãéóôåß ï

üãêïò êáé ôï åìâáäü ôçò ðáñÜðëåõñçò

åðéöÜíåéáò ôïõ óôåñåïý ðïõ ðñïêýðôåé.

9 Íá âñåèåß ôï åìâáäü åðéöÜíåéáò óöáßñáò

üãêïõ V
256

3
ð� cm

3
.

10 ¸óôù ÁÂÃ Ýíá ïñèïãþíéï ôñßãùíï ìå

õðïôåßíïõóá ÂÃ=á êáé êÜèåôåò ðëåõñÝò

ÁÃ=â, ÁÂ=ã. ÊáôáóêåõÜæïõìå ôéò óöáßñåò

ìå äéáìÝôñïõò á, â, ã. Áí Vá, Vâ, Vã åßíáé ïé

üãêïé ôùí óöáéñþí áõôþí, íá äåßîåôå üôé:

V

á

V

â

V

ã

á â ã� � .

11 Èåùñïýìå äýï äéáäï÷éêÜ ôìÞìáôá ÁÃ=2á,

ÂÃ=á êáé ôá çìéêýêëéá äéáìÝôñùí ÁÃ, ÃÂ, ÁÂ

ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôçò ÁÂ. Íá âñåèåß ï üãêïò

ôïõ óôåñåïý ðïõ ðáñÜãåôáé êáôÜ ôçí

ðåñéóôñïöÞ ôïõ êáìðõëüãñáììïõ ôñéãþíïõ

ðïõ ïñßæåôáé áðü ôá ôñßá çìéêýêëéá, ãýñù áðü

ôçí ÁÂ.

1 Áðü ÷ïñäÞ ÁÂ=R 3 ôçò âÜóçò êõëßíäñïõ ìå

áêôßíá R èåùñïýìå åðßðåäï ðáñÜëëçëï óôï

ýøïò ôïõ. Íá âñåèåß ï üãêïò ôùí äýï ìåñþí

óôá ïðïßá äéáéñåßôáé ï êýëéíäñïò.

2 Äßíåôáé ïñèïãþíéï ìå äéáóôÜóåéò á êáé â,

üðïõ á<â. Ãýñù áðü ðïéá ðëåõñÜ ôïõ ðñÝðåé

íá óôñáöåß ôï ïñèïãþíéï, þóôå ï êýëéíäñïò

ðïõ ðñïêýðôåé íá Ý÷åé: i) ôç ìåãáëýôñç

åðéöÜíåéá, ii) ôï ìåãáëýôñï üãêï;

3 Äßíåôáé ïñèïãþíéï, ôï ïðïßï óôñÝöåôáé ãýñù

áðü Üîïíá ôïõ åðéðÝäïõ ôïõ, ðáñÜëëçëï ìéáò

ðëåõñÜò ôïõ êáé ï ïðïßïò äåí ôÝìíåé ôï

ïñèïãþíéï. Íá äåßîåôå üôé ï üãêïò ôïõ

ðáñáãüìåíïõ óôñåïý éóïýôáé ìå ôï åìâáäü

ôïõ ïñèïãùíßïõ åðß ôï ìÞêïò ôïõ êýêëïõ, ðïõ

äéáãñÜöåé ôï êÝíôñï ôïõ ïñèïãùíßïõ.

4 Óå êþíï ìå áêôßíá R=9 êáé ãåíÝôåéñá ìå

ìÞêïò 15 åããñÜöåôáé êáíïíéêÞ ôñéãùíéêÞ

ðõñáìßäá. Íá âñåèåß ï üãêïò ôïõ óôåñåïý

ðïõ ôá óçìåßá ôïõ åßíáé åîùôåñéêÜ ôçò

ðõñáìßäáò êáé åóùôåñéêÜ ôïõ êþíïõ, êáèþò

êáé ôá ìÞêç ôùí ôïìþí ôùí äýï óôåñåþí ìå

åðßðåäï ðáñÜëëçëï óôç âÜóç óå áðüóôáóç

áðü áõôÞ ßóç ìå ôï 1
3

ôïõ ìÞêïõò ôïõ ýøïõò.

5 Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ ìå ÁÂ=3,

ÁÄ=4 êáé ÄÃ=6. Áðü ôçí êïñõöÞ Â öÝñïõìå

ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ÁÄ ç ïðïßá ôÝìíåé ôç ÄÃ

óôï Å. Íá âñåèïýí ï üãêïò êáé ôï åìâáäü ôïõ

ó÷Þìáôïò ðïõ äéáãñÜöåé ôï ôñßãùíï ÂÅÃ,

êáèþò ðåñéóôñÝöåôáé ãýñù áðü ôçí ÁÄ.

6 Íá ðñïóäéïñéóôåß ç ôïìÞ êþíïõ i) ìå åðßðåäï

ðáñÜëëçëï óôç âÜóç ôïõ êáé ii) ìå åðßðåäï

ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï ýøïò ôïõ.

7 Íá äåßîåôå üôé ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí

óçìåßùí ôïõ ÷þñïõ ôÝôïéùí, þóôå

ÌÁ
2
+ÌÂ

2
=á

2
, üðïõ Á, Â åßíáé óôáèåñÜ

óçìåßá êáé á óôáèåñü åõèýãñáììï ôìÞìá,

åßíáé óöáßñá.

8 Èåùñïýìå êýêëï (Ï,R) êáé ôï åöáðôüìåíï

ôìÞìá ÁÂ áðü ôï óçìåßï Á, ôÝôïéï, þóôå

ÏÁ=10. Íá ðñïóäéïñéóôåß ôï R, þóôå ôï

åìâáäü ôçò åðéöÜíåéáò ðïõ ðáñÜãåôáé êáôÜ

ôçí ðëÞñç ðåñéóôñïöÞ ôïõ ÁÂ ðåñß ôçí ÏÁ,

íá åßíáé ßóï ìå ôï åìâáäü ôçò óöáßñáò (Ï,R).

9 Ôï äéðëáíü ó÷Þìá óôñÝöåôáé êáôÜ 180� ãýñù
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ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ 13
ïõ

ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

áðü ôïí Üîïíá ÁÄ. Íá âñåèåß ãéá ôï ó÷Þìá

ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ðåñéóôñïöÞ ôïõ

ãñáììïóêéáóìÝíïõ ôìÞìáôïò, ï üãêïò êáé ôï

åìâáäü

.

1 Áí Ýíá åðßðåäï Ý÷åé ìå Ýíá êýëéíäñï êïéíÜ

óçìåßá ìüíï áõôÜ ìéáò ãåíÝôåéñáò, ôüôå

ïíïìÜæåôáé åöáðôüìåíï åðßðåäï. Íá êáôá-

óêåõÜóåôå ôï åöáðôüìåíï åðßðåäï êõëßíäñïõ

óå óçìåßï Á, üôáí:

á) Ôï Á åßíáé óçìåßï ôçò åðéöÜíåéÜò ôïõ.

â) Ôï Á åßíáé åêôüò ôïõ êõëßíäñïõ.

2 Óå Ýíá ôåôñáðëåõñéêü ðñßóìá, ïé ôñåéò äéá-

ãþíéïé äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï. Íá

äåßîåôå üôé êáé ç ôÝôáñôç äéáãþíéïò äéÝñ÷åôáé

áðü ôï ßäéï óçìåßï êáé üôé ôï ðñßóìá åßíáé

ðáñáëëçëåðßðåäï.

3 Íá äåßîåôå üôé ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí

óçìåßùí Ì ôïõ ÷þñïõ, ðïõ ï ëüãïò ë
ÌÁ

ÌÂ
�

ôùí áðïóôÜóåþí ôïõò áðü äýï óôáèåñÜ

óçìåßá Á, Â åßíáé óôáèåñü (ë�1), åßíáé

óöáßñá.

4 Äßíåôáé Ýíáò êþíïò ìå áêôßíá âÜóçò ñ=2á êáé

ýøïò õ=4á êáé Ýíáò êýëéíäñïò áêôßíáò ñ~=á

êáé ýøïõò õ~=4á ðïõ ôïðïèåôïýíôáé, þóôå íá

Ý÷ïõí ôïí ßäéï Üîïíá êáé ç ìßá âÜóç ôïõ

êõëßíäñïõ íá åßíáé óôï ßäéï åðßðåäï ìå ôç

âÜóç ôïõ êþíïõ. Íá âñåßôå ôïí üãêï ôïõ

óôåñåïý ðïõ ðåñéëáìâÜíåôáé ìåôáîý ôïõ

êþíïõ êáé ôïõ êõëßíäñïõ.

5 ¸íá åðßðåäï ðáñÜëëçëï óôï ýøïò êõëßíäñïõ

ôÝìíåé ìßá âÜóç êáôÜ ÷ïñäÞ ÁÂ êáé ôï

ðáñÜëëçëï ðñïò áõôü åðßðåäï ðïõ äéÝñ÷åôáé

áðü ôï ýøïò ôÝìíåé ôç âÜóç êáôÜ ôç äéÜìåôñï

ÃÄ. Áí ï ëüãïò ôùí åìâáäþí ôùí ôïìþí ôïõ

êõëßíäñïõ ìå ôá äýï åðßðåäá åßíáé
1

2
, íá

âñåèåß ï üãêïò êáé ôï åìâáäü ôïõ åããå-

ãñáììÝíïõ óôï êýëéíäñï ðñßóìáôïò ìå âÜóç

ôï ôñáðÝæéï ðïõ Ý÷åé âÜóåéò ÁÂ, ÃÄ.

6 Íá äåßîåôå üôé êÜèå ôåôñÜåäñï åßíáé

åããñÜøéìï êáé ðåñéãñÜøéìï óå óöáßñá.

7 Äßíåôáé ôñéãùíéêü ðñßóìá ÁÂÃ.Á~Â~Ã~ ìå

âÜóåéò éóüðëåõñá ôñßãùíá ðëåõñÜò á êáé

ýøïò õ=2á. Áí ç ðñïâïëÞ ôïõ Á~ óôï åðßðåäï

(Á,Â,Ã) åßíáé ôï ìÝóï ôçò ÂÃ, íá âñåèåß ôï

åìâáäü ôïõ.

8 Óå óöáßñá (Ï,R) íá ðåñéãñÜøåôå êþíï ìå

üãêï
49

9
ðR

3
.

9 Äßíåôáé êáíïíéêÞ ôåôñáãùíéêÞ ðõñáìßäá

Á.ÂÃÄÅ ìå ðáñÜðëåõñï ýøïò h=18 êáé

ðëåõñÜ âÜóçò á=18. ÖÝñïõìå äýï

ðáñÜëëçëá ðñïò ôç âÜóç åðßðåäá óå áðï-

óôÜóåéò 4 êáé 8 áíôßóôïé÷á áðü ôç âÜóç. Ôá

åðßðåäá áõôÜ ôÝìíïõí ôçí ðõñáìßäá êáôÜ

ÆÇÈÉ êáé ÊËÌÍ. Áí V1 åßíáé ï üãêïò ôçò

ðõñáìßäáò Á.ÂÃÄÅ, V2 ï üãêïò ôçò Á.ÆÇÈÉ

êáé V3 ï üãêïò ôçò Á.ÊËÌÍ, íá äåßîåôå üôé

V

27

V

8
V1 2

3
� � .
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ13
ïõ

ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

1 ¸íá äï÷åßï óå ó÷Þìá ïñèïãùíßïõ ðáñáë-

ëçëåðéðÝäïõ ìå äéáóôÜóåéò âÜóçò 30 cm êáé

40 cm êáé ýøïò 50 cm åßíáé ðáíôá÷üèåí

êëåéóôü êáé ðåñéÝ÷åé íåñü óå ýøïò 20 cm. Áí

ôï óôçñßîïõìå óå ìéá Üëëç Ýäñá Ýôóé þóôå ç

äéÜóôáóç ôùí 30 cm íá ãßíåé ýøïò, óå ðïéï

ýøïò èá öôÜóåé ôï íåñü;

2 Óå ìéá êáíïíéêÞ ôåôñáãùíéêÞ ðõñáìßäá üëåò

ïé áêìÝò Ý÷ïõí ìÞêïò ßóï ìå á. Íá õðï-

ëïãßóåôå ôïí üãêï ôçò êáé ôï åìâáäüí ôçò

ïëéêÞò åðéöÜíåéáò.

3 Óå Ýíáí êýëéíäñï äéðëáóéÜæïõìå ôï ýøïò ôïõ

êáé õðïäéðëáóéÜæïõìå ôçí áêôßíá ôïõ. Ï

üãêïò ôïõ äéðëáóéÜæåôáé; ÕðïäéðëáóéÜæåôáé;

ÌÝíåé áìåôÜâëçôïò;

4 ¸íáò êþíïò êáé Ýíáò êýëéíäñïò Ý÷ïõí ßóåò

áêôßíåò ñ êáé ßóá ýøç õ. Ôé ìåôáâïëÞ ðñÝðåé

íá äþóïõìå óôï ýøïò ôïõ êõëßíäñïõ þóôå íá

Ý÷ïõí ôïí ßäéï üãêï; Ãéá ôï ßäéï áðïôÝëåóìá,

ðüóç ðñÝðåé íá ãßíåé ç áêôßíá ôïõ êþíïõ;

5 Óå Ýíáí êüëïõñï êþíï, ðïéá ó÷Ýóç óõíäÝåé ôéò

áêôßíåò ñ êáé R ôùí âÜóåùí, ôï ýøïò ôïõ õ êáé ôï

ðáñÜðëåõñï ýøïò ôïõ h;

6 Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá ç óöáßñá åßíáé

ðåñéãåãñáììÝíç óôïí êýëéíäñï. Áí ôï ýøïò

ôïõ êõëßíäñïõ åßíáé 8 êáé ç áêôßíá ôçò âÜóçò

ôïõ 3, íá õðïëïãßóåôå ôïí üãêï ôçò óöáßñáò

êáé ôçí åðéöÜíåéÜ ôçò.
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Ôï 13ï êáé ôåëåõôáßï êåöÜëáéï ôï áöéåñþóáìå óôç ìåëÝôç ôùí

óôåñåþí ó÷çìÜôùí. Ôáîéíïìïýíôáé óå äýï ìåãÜëåò ïìÜäåò. Ôá ðïëý-

åäñá êáé ôá óôåñåÜ åê ðåñéóôñïöÞò. Áðü ôá ðïëýåäñá ìåëåôÞóáìå ôá

ðñßóìáôá êáé ôéò ðõñáìßäåò êáé áðü ôá óôåñåÜ åê ðåñéóôñïöÞò ôïí

êýëéíäñï, ôïí êþíï êáé ôç óöáßñá.

Áñ÷éêÜ äþóáìå ôïí ïñéóìü ôçò ôñßåäñçò ãùíßáò.

Óôç óõíÝ÷åéá ìåëåôÞóáìå ôï ðñßóìá, êáé êõñßùò ôï ïñèü ðñßóìá.

Êáèïñßóáìå êáé ïíïìÜóáìå ôá óôïé÷åßá ôïõ (âÜóåéò, ðáñÜðëåõñåò

Ýäñåò, ðáñÜðëåõñåò áêìÝò, êïñõöÝò, ýøïò, äéáãþíéåò, äéáãþíéï

åðßðåäï).

Ìéá åéäéêÞ êáôçãïñßá ðñéóìÜôùí åßíáé ôá ðáñáëëçëåðßðåäá, ôá

ïðïßá ðñáãìáôåõôÞêáìå óå îå÷ùñéóôÞ åíüôçôá. Óôçí ßäéá åíüôçôá

óõìðåñéëÜâáìå ôï ïñèü ðñßóìá êáé êõñßùò ôï êáíïíéêü (ïñèü ìå âÜóåéò

êáíïíéêÜ ðïëýãùíá), üðùò åðßóçò ôï ïñèïãþíéï ðáñáëëçëåðßðåäï

(üëåò ïé Ýäñåò ïñèïãþíéá) êáé ôïí êýâï, ôá ïðïßá Ýôõ÷áí éäéáßôåñçò

ðñïóï÷Þò.

Ãéá ôç ìÝôñçóç ôùí ðñéóìÜôùí êáôáëÞîáìå óôï óõìðÝñáóìá üôé ï

üãêïò åßíáé ßóïò ìå ôï ãéíüìåíï ôïõ åìâáäïý ôçò âÜóçò åðß ôï ýøïò êáé

üôé ôï åìâáäü ôçò ðáñÜðëåõñçò åðéöÜíåéáò ïñèïý ðñßóìáôïò åßíáé ßóï

ìå ôï ãéíüìåíï ôçò ðåñéìÝôñïõ ôçò âÜóçò åðß ôï ýøïò.

Óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï åîåôÜóáìå ôçí ðõñáìßäá êáé ïñßóáìå ôá

óôïé÷åßá ôçò (êïñõöÞ, âÜóç, ðáñÜðëåõñåò Ýäñåò, áêìÝò êáé ýøïò).

ÌåëåôÞóáìå áêüìç ôçí êáíïíéêÞ ðõñáìßäá (ç âÜóç åßíáé êáíïíéêü

ðïëýãùíï êáé ç êïñõöÞ ôçò ðñïâÜëëåôáé óôï êÝíôñï ôçò âÜóçò) êáé ôçí

êüëïõñç ðõñáìßäá.

ÔÝëïò, äþóáìå ôýðïõò ãéá ôïí üãêï ôçò ðõñáìßäáò êáé ãéá ôï

åìâáäüí ôçò åðéöÜíåéÜò ôçò.
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Åðüìåíï óôåñåü, ðïõ åîåôÜóáìå, Þôáí ï êýëéíäñïò (óôåñåü ðïõ

ðñïêýðôåé áðü ðåñéóôñïöÞ ïñèïãùíßïõ ãýñù áðü ìßá ôïõ ðëåõñÜ).

Äþóáìå ôá óôïé÷åßá ôïõ (âÜóç, êõëéíäñéêÞ åðéöÜíåéá, ýøïò,

áíÜðôõãìá) êáèþò êáé ôïõò ôýðïõò ãéá ôïí üãêï ôïõ êáé ôï åìâáäüí ôçò

ïëéêÞò ôïõ åðéöÜíåéáò.

Äýï Üëëá óôåñåÜ åê ðåñéóôñïöÞò åßíáé ï êþíïò (ðñïêýðôåé áðü

ðåñéóôñïöÞ ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ ãýñù áðü ìßá êÜèåôç ðëåõñÜ) êáé ôï

ðáñÜãùãü ôïõ, ï êüëïõñïò êþíïò. Êáé ãéá ôá óôåñåÜ áõôÜ äþóáìå ôá

óôïé÷åßá ôïõò, ôçí ðåñéãñáöÞ ôïõò êáé ôïõò ôýðïõò ãéá ôç ìÝôñçóç ôïõ

üãêïõ êáé åìâáäïý ôçò åðéöÜíåéÜò ôïõò.

Ôåëåõôáßï óôç óåéñÜ óôåñåü Þôáí ç óöáßñá, (ðñïêýðôåé áðü

ðåñéóôñïöÞ çìéêõêëßïõ ãýñù áðü ôç äéÜìåôñü ôïõ). Äüèçêáí êé åäþ ôá

óôïé÷åßá ôçò (êÝíôñï, áêôßíá, äéÜìåôñïò, ÷ïñäÞ, ìÝãéóôïò êýêëïò) êáé ïé

ôýðïé ãéá ôï åìâáäüí ôçò åðéöÜíåéÜò ôçò êáé ôïõ üãêïõ ôçò. ÅðéðëÝïí

ðáñáèÝóáìå êáé ìåñéêÝò ðñïôÜóåéò èåùñçôéêÞò óçìáóßáò.

ÁíáöÝñáìå áêüìç, ùò åíáëëáêôéêü ôñüðï õðïëïãéóìïý ôïõ üãêïõ

êáé ôïõ åìâáäïý åíüò óôåñåïý åê ðåñéóôñïöÞò ôá èåùñÞìáôá ôïõ

ÐÜððïõ.

Ôï êåöÜëáéï ïëïêëçñþèçêå ìå ìéá óýíôïìç ðáñïõóßáóç ôùí

êáíïíéêþí ðïëõÝäñùí.
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