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12.1 Ó÷åôéêÝò èÝóåéò åõèåéþí êáé

åðéðÝäùí óôï ÷þñï

ÅéóáãùãÞ

Óôá ðñïçãïýìåíá êåöÜëáéá áó÷ïëçèÞêáìå ì' Ýíá ôìÞìá ôçò

Ãåùìåôñßáò, ôçí Åðéðåäïìåôñßá. ÌåëåôÞóáìå äçëáäÞ ó÷Þìáôá ðïõ

ôï êáèÝíá Ý÷åé ôçí éäéüôçôá üëá ôïõ ôá óçìåßá íá áíÞêïõí óå Ýíá

åðßðåäï. ¸ôóé ôá ó÷åäéÜæáìå óôï åðßðåäï ôïõ ðßíáêá Þ ôïõ âéâëßïõ Þ

ôïõ ôåôñáäßïõ. Ôï ßäéï ôï åðßðåäï ôï äå÷èÞêáìå óáí Ýííïéá ãíùóôÞ

áðü ôçí åìðåéñßá ìáò êáé áðëþò ôï ðåñéãñÜøáìå ìå äéÜöïñïõò

ôñüðïõò ãéá êáëýôåñç êáôáíüçóç ð.÷. ç åëåýèåñç åðéöÜíåéá åíüò

õãñïý ðïõ çñåìåß åöüóïí äåí Ý÷åé ðïëý ìåãÜëåò äéáóôÜóåéò äßíåé

ôçí Ýííïéá ôïõ åðéðÝäïõ, áêüìç ôï åðßðåäï ìïéÜæåé ìå Ýíá

"ôåíôùìÝíï" öýëëï ÷áñôéïý áðåñéüñéóôùí äéáóôÜóåùí.

Áðü ôçí åìðåéñßá ìáò üìùò åßíáé ãíùóôü üôé ï ÷þñïò óôïí ïðïßï

æïýìå ðåñéÝ÷åé ðïëëÜ åðßðåäá êáé åðßðåäá ó÷Þìáôá. ÌåñéêÜ áðü

áõôÜ åßíáé ãåùìåôñéêÜ, üðùò ç ðõñáìßäá, ï êýëéíäñïò, ï êþíïò, ç

óöáßñá êëð. (ãíùóôÜ êáé áðü ôï ÃõìíÜóéï). Ãéá ôç ìåëÝôç ôÝôïéùí

ó÷çìÜôùí åßíáé áðáñáßôçôï íá "âãïýìå" áðü ôï åðßðåäï ôùí äýï

äéáóôÜóåùí êáé íá "êéíçèïýìå" ó' üëï ôï ôñéóäéÜóôáôï ÷þñï, ðïõ

ìáò ðåñéâÜëëåé.

Óôï ÷þñï áõôü èá ðñÝðåé ðñþôá íá äïýìå ðþò ðñïóäéïñßæåôáé ç

èÝóç åíüò åðéðÝäïõ. ¼ðùò Ýãéíå êáé ìå ôéò åõèåßåò, Ýôóé êáé åäþ èá

óôçñé÷èïýìå óå ïñéóìÝíá áîéþìáôá.

Óå êÜèå åðßðåäï áíÞêïõí ôïõëÜ÷éóôïí ôñßá ìç óõíåõèåéáêÜ

óçìåßá.
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ÕðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá óçìåßï ðïõ äåí áíÞêåé óå äåäïìÝíï

åðßðåäï.

Áí äýï óçìåßá ìéáò åõèåßáò áíÞêïõí óå Ýíá åðßðåäï, ôüôå

üëá ôçò ôá óçìåßá áíÞêïõí óôï åðßðåäï áõôü.

Áí äýï åðßðåäá Ý÷ïõí Ýíá êïéíü óçìåßï, ôüôå èá Ý÷ïõí êïéíÞ

ìßá åõèåßá ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï óçìåßï áõôü.

Áðü ôñßá ìç óõíåõèåéáêÜ óçìåßá ðåñíÜ Ýíá êáé ìüíï Ýíá

åðßðåäï.

ÊÜèå åðßðåäï ÷ùñßæåé ôï ÷þñï óå äýï ìÝñç, ðïõ ôá

ïíïìÜæïõìå çìé÷þñïõò, ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

i) Ïé äýï çìé÷þñïé äåí Ý÷ïõí êïéíÜ óçìåßá åêôüò ôïõ

åðéðÝäïõ.

ii) Áí äýï óçìåßá Á êáé Â áíÞêïõí óôïí ßäéï çìé÷þñï ôï

åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ äåí Ý÷åé êïéíü óçìåßï ìå ôï åðßðåäï.

iii) Áí äýï óçìåßá Á êáé Ã áíÞêïõí óå äéáöïñåôéêïýò

çìé÷þñïõò, ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ Ý÷åé ìüíï Ýíá êïéíü

óçìåßï ìå ôï åðßðåäï.

Óôçñéæüìåíïé óôá ðáñáðÜíù áîéþìáôá èá ðáñïõóéÜóïõìå

ôñüðïõò êáèïñéóìïý ôùí åðéðÝäùí ôïõ ÷þñïõ.

Ìéá åõèåßá å êáé Ýíá óçìåßï Á åêôüò áõôÞò ïñßæïõí Ýíá êáé

ìüíï Ýíá åðßðåäï.

Áðüäåéîç

Áí èåùñÞóïõìå äýï óçìåßá Â êáé Ã ôçò åõèåßáò å, ôüôå ôá Á, Â

êáé Ã äåí åßíáé óõíåõèåéáêÜ. ¢ñá ïñßæïõí Ýíá êáé ìüíï Ýíá åðßðåäï

Ð. Áêüìç üëá ôá óçìåßá ôçò å áíÞêïõí óôï Ð, äéüôé äýï óçìåßá ôçò

áíÞêïõí ó' áõôü. �

Äýï ôåìíüìåíåò åõèåßåò å êáé æ, ïñßæïõí Ýíá êáé ìüíï Ýíá

åðßðåäï.

Áðüäåéîç

Áí Á ôï êïéíü óçìåßï ôùí åõèåéþí å êáé æ êáé èåùñÞóïõìå Ýíá Üëëï
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óçìåßï Â ôçò å, ôüôå: Ç æ êáé ôï Â ïñßæïõí Ýíá êáé ìüíï Ýíá åðßðåäï Ð. Ç

å áíÞêåé óôï Ð äéüôé áíÞêïõí ó' áõôü äõï ôçò óçìåßá, ôá Á êáé Â. �

Äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò å êáé æ, ïñßæïõí Ýíá êáé ìüíï Ýíá

åðßðåäï.

Áðüäåéîç

Áðü ôïí ïñéóìü ôùí ðáñÜëëçëùí åõèåéþí ðñïêýðôåé üôé áõôÝò

áíÞêïõí óå Ýíá åðßðåäï Ð. Áí äå÷èïýìå üôé áíÞêïõí êáé óå Ýíá

áêüìç åðßðåäï Q, êáé èåùñÞóïõìå Ýíá óçìåßï Á ôçò åõèåßáò å êáé

äýï óçìåßá Â êáé Ã ôçò åõèåßáò æ, ôüôå áðü ôá ìç óõíåõèåéáêÜ óçìåßá

Á, Â êáé Ã èá ðåñíïýí äýï åðßðåäá ôá Ð êáé Q. ¢ôïðï. ¢ñá ìüíï ôï

åðßðåäï Ð ïñßæåôáé êáé áðü ôéò äýï ðáñÜëëçëåò å êáé æ. �

ÐáñáôçñÞóåéò

1) Óôçí åðéðåäïìåôñßá ãéá ôï óõìâïëéóìü åíüò ó÷Þìáôïò åðéëÝ-

îáìå íá áíáöÝñïõìå åêåßíá ôá óôïé÷åßá ðïõ ôï ðñïóäéïñßæïõí:

áõôü óõíå÷ßæåôáé êáé óôç óôåñåïìåôñßá. ÃñÜöïíôáò (Á,Â,Ã)

åííïïýìå ôï åðßðåäï ðïõ êáèïñßæïõí ôá ìç óõíåõèåéáêÜ óç-

ìåßá Á, Â êáé Ã. Ôï åðßðåäï ðïõ ïñßæïõí ïé äõï åõèåßåò å êáé æ

(ðáñÜëëçëåò Þ ôåìíüìåíåò) áíáöÝñåôáé ùò åðßðåäï (å,æ) êáé ôï

åðßðåäï ðïõ ïñßæåé ç åõèåßá å êáé ôï åêôüò áõôÞò óçìåßï Á

áíáöÝñåôáé ùò åðßðåäï (å,Á).

2) ¼ôáí ó÷åäéÜæïõìå Ýíá óôåñåü ó÷Þìá ó' Ýíá åðßðåäï (ð.÷. óôïí

ðßíáêá), êáôÜ êáíüíá Ý÷ïõìå ïðôéêÞ áëëïßùóç ôçò ìïñöÞò ôïõ,

ð.÷. ìéá ïñèÞ ãùíßá ìðïñåß íá öáßíåôáé áìâëåßá Þ ïîåßá. Ôá

ó÷Þìáôá ôá ó÷åäéÜæïõìå ðÜíôïôå óáí íá ôá "âëÝðïõìå" áðü Üðåéñç

áðüóôáóç. ÅðïìÝíùò ïé ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ìðïñåß íá öáßíïíôáé

ðáñÜëëçëåò Þ ôáõôéæüìåíåò, ïé ôåìíüíåò óáí ôåìíüìåíåò Þ

ôáõôéæüìåíåò. Ôá ó÷åôéêÜ ìÞêç äýï ôìçìÜôùí äéáôçñïýíôáé, áí

áõôÜ åßíáé ðáñÜëëçëá (ð.÷. ôï ìÝóïí åíüò ôìÞìáôïò ðÜíôïôå

öáßíåôáé óôï ìÝóïí åíüò ôìÞìáôïò). Áêüìç ôá êïéíÜ óçìåßá äýï

ó÷çìÜôùí öáßíïíôáé ðÜíôïôå óáí êïéíÜ óçìåßá.

3) Áðáñáßôçôç ðñïûðüèåóç ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü åíüò åðßðåäïõ

ó÷Þìáôïò åßíáé ï ðñïóäéïñéóìüò ôïõ åðéðÝäïõ óôï ïðïßï

áíÞêåé. Áõôü êõñßùò öáßíåôáé óôéò êáôáóêåõÝò. Ð.÷. üôáí ó' Ýíá

ðñüâëçìá ìáò åíäéáöÝñåé ç êáôáóêåõÞ åíüò êýêëïõ, áðáéôåßôáé

ü÷é ìüíï ï ðñïóäéïñéóìüò ôïõ êÝíôñïõ êáé ôçò áêôßíáò ôïõ áëëÜ

êáé ôïõ åðéðÝäïõ óôï ïðïßï áõôüò áíÞêåé.
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5) ÏñéóìÝíåò áðü ôéò ðñïôÜóåéò ðïõ ãíùñßóáìå óôçí åðéðå-

äïìåôñßá äåí éó÷ýïõí óôç óôåñåïìåôñßá. Ð.÷. ãíùñßæïõìå üôé

"äýï åõèåßåò á êáé â, áí åßíáé êÜèåôåò óôçí ßäéá åõèåßá ã, ôüôå

åßíáé ìåôáîý ôïõò ðáñÜëëçëåò". ÁõôÞ ç ðñüôáóç äåí éó÷ýåé óôï

÷þñï. ÕðÜñ÷ïõí, âÝâáéá, êáé ðñïôÜóåéò ðïõ éó÷ýïõí, üðùò ôá

êñéôÞñéá éóüôçôáò ôñéãþíùí.

Ó÷åôéêÝò èÝóåéò åõèåéþí êáé åðéðÝäùí óôï ÷þñï

Ïé Ýííïéåò óçìåßï, åõèåßá êáé åðßðåäï áðïôåëïýí ôá èåìåëéþäç

õëéêÜ ôùí ó÷çìÜôùí ôïõ ÷þñïõ. Èá äéåñåõíÞóïõìå ôéò ó÷åôéêÝò

èÝóåéò åõèåéþí êáé åðéðÝäùí óôï ÷þñï ìå ôéò ðñïôÜóåéò ðïõ

áêïëïõèïýí.

Óçìåßï êáé åðßðåäï:

Ðüóá óçìåßá Ý÷åé Ýíá åðßðåäï Ð;

¢ðåéñá. ÐñÜãìáôé ôï åðßðåäï Ð ðåñéÝ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ôñßá

óçìåßá Á, Â êáé Ã. Ôá Á êáé Â ïñßæïõí åõèåßá å ðïõ áíÞêåé ó' áõôü. Ç

åõèåßá å Ý÷åé Üðåéñá óçìåßá ðïõ áíÞêïõí ìå ôç óåéñÜ ôïõò óôï

åðßðåäï Ð.

Ðüóá óçìåßá âñßóêïíôáé åêôüò åðéðÝäïõ Ð;

¢ðåéñá. Áí Á Ýíá óçìåßï ôïõ åðéðÝäïõ êáé Â Ýíá óçìåßï åêôüò

áõôïý ç åõèåßá ÁÂ Ý÷åé ìüíï ôï Á êïéíü óçìåßï ìå ôï Ð. (Áí åß÷å

áêüìç Ýíá êïéíü óçìåßï èá áíÞêå ïëüêëçñç óôï Ð). ÅðïìÝíùò üëá

ôá Üëëá óçìåßá ôçò å åêôüò ôïõ Á äåí áíÞêïõí óôï Ð.

Ðüóá åðßðåäá ðåñíïýí áðü Ýíá óçìåßï Á;

¢ðåéñá. ÅðïðôéêÜ ìðïñïýìå íá äå÷èïýìå üôé áðü ôï Á ðåñíÜ

ôïõëÜ÷éóôïí ìéá åõèåßá êáé áðü ôçí åõèåßá áõôÞ ðåñíïýí Üðåéñá

åðßðåäá.

Åõèåßá êáé åðßðåäï

Ðüóåò åõèåßåò Ý÷åé Ýíá åðßðåäï Ð;

¢ðåéñåò. Áõôü åîçãåßôáé ùò åîÞò. Áí Á, Â êáé Ã ôñßá ìç óõíåõèåéáêÜ

óçìåßá ôïõ åðéðÝäïõ Ð, ôüôå ôï Á ìå êÜèå Ýíá áðü ôá Üðåéñá óçìåßá ôçò

åõèåßáò ÂÃ ïñßæåé êáé ìéá åõèåßá ç ïðïßá áíÞêåé óôï Ð.
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Ðüóåò åõèåßåò äåí ðåñéÝ÷ïíôáé ó' Ýíá åðßðåäï Ð;

¢ðåéñåò. Áí Á Ýíá óçìåßï åêôüò ôïõ åðéðÝäïõ, áõôü ìå êÜèå Ýíá

áðü ôá Üðåéñá óçìåßá ôïõ, ïñßæåé êáé ìéá åõèåßá, ðïõ äåí áíÞêåé óôï

åðßðåäï áõôü (áöïý ôï óçìåßï Á äåí áíÞêåé ó' áõôü).

Ìßá åõèåßá ëÝãåôáé ôÝìíïõóá åíüò åðéðÝäïõ üôáí Ý÷åé ìå ôï

åðßðåäï ìüíï Ýíá êïéíü óçìåßï.

Ôï êïéíü óçìåßï ôçò åõèåßáò å êáé ôïõ åðéðÝäïõ ïíïìÜæåôáé ôïìÞ ôçò

åõèåßáò êáé ôïõ åðéðÝäïõ Þ ß÷íïò ôçò åõèåßáò óôï åðßðåäï.

ÕðÜñ÷åé Üñáãå åõèåßá ðïõ äåí Ý÷åé êáíÝíá êïéíü óçìåßï ìå Ýíá

åðßðåäï;

Áðïäåéêíýåôáé üôé õðÜñ÷ïõí ôÝôïéåò åõèåßåò.

Ìßá åõèåßá å êáëåßôáé ðáñÜëëçëç ìå Ýíá åðßðåäï Ð üôáí äåí

Ý÷åé êáíÝíá êïéíü óçìåßï ìå ôï Ð, ãñÜöïõìå ôüôå (å)//Ð.

Åõèåßá êáé åõèåßá:

Óôï ó÷Þìá âëÝðïõìå Ýíá åðßðåäï Ð, ôñßá óçìåßá ôïõ Á, Â êáé Ã,

ðïõ äåí åßíáé óõíåõèåéáêÜ êáé ôçí åõèåßá, ðïõ ïñßæïõí ôá óçìåßá Á

êáé Â. Áêüìç Ý÷ïõìå êáé ìéá åõèåßá å, ç ïðïßá ôÝìíåé ôï åðßðåäï Ð

óôï óçìåßï Ã.

Ïé åõèåßåò å êáé ÁÂ, áí áíÞêáí óå Ýíá åðßðåäï, áõôü èá Ýðñåðå

íá ðåñéÝ÷åé ôá óçìåßá Á, Â êáé Ã. ¢ñá èá Ýðñåðå ôï åðßðåäï áõôü íá

åßíáé ôï Ð. Ç åõèåßá å, üìùò, äåí áíÞêåé óôï Ð, Üñá õðÜñ÷ïõí

åõèåßåò ðïõ äåí áíÞêïõí óôï ßäéï åðßðåäï.

Äýï åõèåßåò ïíïìÜæïíôáé áóýìâáôåò üôáí äåí áíÞêïõí óôï

ßäéï åðßðåäï.

Åðßðåäï êáé åðßðåäï:

Åßäáìå óå ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï üôé äýï äéáöïñåôéêÜ

åðßðåäá, áí Ý÷ïõí Ýóôù êáé Ýíá êïéíü óçìåßï, ôüôå èá Ý÷ïõí êïéíÜ

üëá ôá óçìåßá ìéáò åõèåßáò ðïõ ðåñíÜ áðü ôï óçìåßï áõôü. Óôçí
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ðåñßðôùóç áõôÞ ôá åðßðåäá ïíïìÜæïíôáé ôåìíüìåíá êáé ç êïéíÞ ôïõò

åõèåßá ôïìÞ áõôþí.

ÕðÜñ÷ïõí åðßðåäá ðïõ äåí Ý÷ïõí êáíÝíá êïéíü óçìåßï;

ÕðÜñ÷ïõí.

Äýï åðßðåäá ïíïìÜæïíôáé ðáñÜëëçëá, áí äåí Ý÷ïõí êáíÝíá

êïéíü óçìåßï.

Óôá äýï ðñþôá ó÷Þìáôá ðáñïõóéÜæïõìå ôåìíüìåíá åðßðåäá,

óôï ôñßôï ðáñÜëëçëá.

Äßíïíôáé äýï áóýìâáôåò åõèåßåò å êáé æ êáé ôá óçìåßá Á, Â

ôçò å êáé Ã, Ä ôçò æ. Íá áðïäåßîåôå üôé ïé åõèåßåò ÁÃ êáé ÂÄ åßíáé

áóýìâáôåò.

Áðüäåéîç

¸óôù üôé ïé åõèåßåò ÁÃ êáé ÂÄ äåí åßíáé áóýìâáôåò. Ôüôå èá

áíÞêïõí ó' Ýíá åðßðåäï Ð. Óôï åðßðåäï Ð èá áíÞêïõí êáé ôá óçìåßá

ôïõò Á, Â, Ã êáé Ä. Åðßóçò, óôï Ð èá áíÞêåé êáé ç åõèåßá å ðïõ

ïñßæåôáé áðü ôá óçìåßá Á êáé Â, üðùò åðßóçò êáé ç åõèåßá æ ðïõ

ïñßæåôáé áðü ôá óçìåßá Ã êáé Ä. Áõôü åßíáé Üôïðï, äéüôé ïé åõèåßåò å

êáé æ åßíáé áóýìâáôåò. Ïé ÁÃ êáé ÂÄ äåí áíÞêïõí óôï ßäéï åðßðåäï,

Üñá åßíáé áóýìâáôåò.

Äßíåôáé Ýíá ôåôñÜðëåõñï ôïõ ïðïßïõ ïé êïñõöÝò äåí áíÞ-

êïõí óôï ßäéï åðßðåäï (óôñåâëü ôåñÜðëåõñï). Íá áðïäåßîåôå üôé
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ôïõ åßíáé êïñõöÝò ðáñáëëçëïãñÜììïõ.

Áðüäåéîç

¸óôù ÁÂÃÄ ôï ôåôñÜðëåõñï êáé Ê, Ë, Ì êáé Í ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí

ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ êáé ÄÁ áíôßóôïé÷á. Áí öÝñïõìå ôç ÂÄ, óôï ôñßãùíï ÁÂÄ ôï

ôìÞìá ÊÍ åíþíåé ôá ìÝóá ôùí äýï ðëåõñþí, Üñá èá åßíáé ðáñÜëëçëï ìå

ôï ÂÄ êáé ßóï ìå ôï ìéóü ôïõ. Ãéá ôïí ßäéï ëüãï óôï ôñßãùíï ÂÃÄ ôï ôìÞìá

ËÌ èá åßíáé ðáñÜëëçëï ìå ôï ÂÄ êáé ßóï ìå ôï ìéóü ôïõ. ¢ñá ÊÍ//ËÌ,

ïðüôå ôï ôåôñÜðëåõñï ÊËÌÍ åßíáé åðßðåäï ó÷Þìá. Áêüìç ÊÍ=ËÌ, Üñá

ôï ÊËÌÍ èá åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï.

1 Åßíáé äõíáôüí ç åõèåßá å íá áíÞêåé óôï

åðßðåäï Ð, ç åõèåßá æ óôï åðßðåäï Ñ êáé ïé

åõèåßåò å êáé ç íá ôÝìíïíôáé;

2 Ôñßá åðßðåäá ôÝìíïíôáé áíÜ äõï ÷ùñßò íá

ðåñíïýí áðü ôï ßäéï óçìåßï. Ðüóåò åõèåßåò

ïñßæïõí;

3 Ôá óçìåßá Á, Â, Ã êáé Ä äåí áíÞêïõí óôï ßäéï

åðßðåäï. Ðüóá æåõãÜñéá áóýìâáôùí åõèåéþí

ïñßæïíôáé áðü ôá óçìåßá áõôÜ;

4 Ïé åõèåßåò å êáé æ åßíáé áóýìâáôåò. Ç å êáé ôï

óçìåßï Â ïñßæïõí Ýíá åðßðåäï Ð. Ç æ êáé ôï

óçìåßï Á ïñßæïõí Ýíá åðßðåäï Ñ. Íá

åîçãÞóåôå ãéáôß ôá åðßðåäá áõôÜ ôÝìíïíôáé.

Ðïéá åßíáé ç ôïìÞ ôïõò;

5 Áí äýï åõèåßåò ôÝìíïõí Ýíá åðßðåäï, ìðïñåß

íá åßíáé ðáñÜëëçëåò, ôåìíüìåíåò, áóýìâáôåò;

6 Áí ôÝóóåñá óçìåßá äåí åßíáé ïìïåðßðåäá

ìðïñåß ôá ôñßá áðü áõôÜ íá áíÞêïõí óôçí ßäéá

åõèåßá;

1 Äßíïíôáé äýï åõèåßåò å êáé æ ôåìíüìåíåò óôï

óçìåßï Á êáé Ýíá óçìåßï Â åêôüò ôïõ åðéðÝäïõ

ôïõò. Íá ó÷åäéÜóåôå ôçí ôïìÞ ôïõ åðéðÝäïõ

(å,Â) ìå ôï åðßðåäï (æ,Â).

2 ÔÝóóåñá óçìåßá ìç ïìïåðßðåäá ðüóá

åðßðåäá ïñßæïõí ëáìâáíüìåíá íÜ ôñßá;

3 Íá áðïäåé÷èåß üôé äýï ßóïé êýêëïé ìå êïéíü

êÝíôñï Ï ðïõ áíÞêïõí üìùò óå äéáöïñåôéêÜ

åðßðåäá, Ý÷ïõí ìßá ìüíï êïéíÞ äéÜìåôñï.

4 Áí ôñåéò åõèåßåò ôÝìíïíôáé áíÜ äýï êáé äåí

áíÞêïõí óôï ßäéï åðßðåäï, íá äåßîåôå üôé

äéÝñ÷ïíôáé áðü Ýíá óçìåßï.
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

1 Íá áðïäåßîåôå üôé 10 åðßðåäá ôÝìíïíôáé êáôÜ

45 ôï ðïëý åõèåßåò.

2 Äßíïíôáé ôá óçìåßá Á, Â, Ã êáé Ä. Íá äåßîåôå

üôé áí ïé åõèåßåò ÁÂ êáé ÃÄ åßíáé áóýìâáôåò,

ôüôå åßíáé áóýìâáôåò êáé ïé åõèåßåò: i) ÁÃ, ÂÄ

êáèþò êáé ii) ÁÄ, ÂÃ.

3 Äßíåôáé åðßðåäï Ð ðïõ ôÝìíåôáé áðü åõèåßá å.

Íá äåßîåôå üôé äåí õðÜñ÷åé åõèåßá ôïõ Ð

ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí å.

4 Èåùñïýìå Ýíá åðßðåäï Ð. Óôï Ð áíÞêïõí ç

åõèåßá å êáé Ýíá óçìåßï Á. Áðü ôï Á öÝñïõìå

åõèåßá ä ðáñÜëëçëç ôçò å. Íá äåßîåôå üôé ç ä

áíÞêåé óôï Ð.
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12.2 Ç ðáñáëëçëßá êáé ç êáèåôüôçôáÇ ðáñáëëçëßá êáé ç êáèåôüôçôá

óôï ÷þñïóôï ÷þñï

Óôï ó÷Þìá Ý÷ïõìå Ýíá åðßðåäï Ð êáé äõï åõèåßåò å êáé æ ðïõ ôï

ôÝìíïõí óôá óçìåßá Á êáé Â áíôßóôïé÷á. Ï ôñüðïò ó÷åäéáóìïý ìáò

äßíåé ôçí áßóèçóç ìéáò êáèÝôïõ (ïñèÞò ãùíßáò) ãéá ôçí ðåñßðôùóç

ôçò åõèåßáò å, ðñÜãìá ðïõ äå óõìâáßíåé óôçí ðåñßðôùóç ôçò æ.

Ãéá íá ìåëåôÞóïõìå ôéò ðåñéðôþóåéò åõèåéþí ðïõ ôÝìíïõí Ýíá

åðßðåäï, üðùò ç åõèåßá å ôï Ð, îåêéíÜìå ìå ôïí áêüëïõèï ïñéóìü.

Ìéá åõèåßá ðïõ ôÝìíåé Ýíá åðßðåäï ëÝãåôáé êÜèåôç ó' áõôü,

üôáí åßíáé êÜèåôç óå êÜèå åõèåßá ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ ðåñíÜ

áðü ôï ß÷íïò ôçò.

Áí ìéá åõèåßá å, ðïõ ôÝìíåé Ýíá åðßðåäï Ð óôï óçìåßï Á, åßíáé

êÜèåôç óå äõï åõèåßåò ôïõ, ðïõ ðåñíïýí áðü ôï Á, ôüôå åßíáé

êÜèåôç óôï åðßðåäï Ð.

Áðüäåéîç

Óôï äéðëáíü ó÷Þìá Ýóôù Áx êáé Áø ïé äõï åõèåßåò ôïõ Ð ðïõ

åßíáé êÜèåôåò óôçí å. Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé ç å åßíáé êÜèåôç óå

ôõ÷áßá åõèåßá Áæ ôïõ åðéðÝäïõ Ð.

Èåùñïýìå äõï óçìåßá Â êáé Æ ôçò å óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôï Á

êáé äõï ôõ÷áßá óçìåßá Ã êáé Ä ôùí Áx êáé Áø áíôßóôïé÷á.

Óôï ôñßãùíï ÂÃÆ ôï ôìÞìá ÃÁ åßíáé êáé äéÜìåóïò êáé ýøïò, Üñá

ôï ôñßãùíï ÂÃÆ åßíáé éóïóêåëÝò Üñá ÃÂ=ÃÆ. Ïìïéïôñüðùò óôï

ôñßãùíï ÄÂÆ Ý÷ïõìå ÄÂ=ÄÆ.

Ôá ôñßãùíá, ÂÃÄ êáé ÆÃÄ Ý÷ïõí ôç ÃÄ êïéíÞ, ôç ÂÃ=ÃÆ êáé ôç

ÄÂ=ÄÆ. Óýìöùíá ìå ôï êñéôÞñéï (Ð-Ð-Ð) èá åßíáé ßóá êáé

ÂÃÄ ÆÃÄ
� �

� .

Áí Å ôï óçìåßï ôïìÞò ôçò ÃÄ êáé Áæ, ôüôå ôá ôñßãùíá ÂÃÅ êáé ÆÃÅ

Ý÷ïõí ôç ÃÅ êïéíÞ, ôç ÃÂ=ÃÆ êáé ÂÃÅ ÆÃÅ
� �

� . Óýìöùíá ìå ôï

êñéôÞñéï (Ð-Ã-Ð), ôá ôñßãùíá èá åßíáé ßóá, Üñá ÂÅ=ÆÅ. Ôï ôñßãùíï

ÂÅÆ åðïìÝíùò åßíáé éóïóêåëÝò. Ç ÅÁ åßíáé äéÜìåóïò, Üñá èá åßíáé

êáé ýøïò. ÄçëáäÞ, ÂÁ�ÅÁ Þ ÂÁ�ÁÆ. �

325

Ç ðáñáëëçëßá êáé ç êáèåôüôçôá óôï ÷þñï è

å ù ñ ß á

12.2

Ïñéóìüò

Èåþñçìá 12.4

å

Á
ÄÃ

Å

Z

z

x
y

Â

Ð )



¸íá áðü ôá óçìáíôéêüôåñá èåùñÞìáôá ôçò óôåñåïìåôñßáò ðïõ

áíÞêåé óôá èåùñÞìáôá ôçò êáèåôüôçôáò åßíáé ôï ôñéðëü èåþñçìá ðïõ

áêïëïõèåß, ãíùóôü êáé óáí èåþñçìá ôùí ôñéþí êáèÝôùí.

¸óôù Ýíá åðßðåäï Ð, ìéá åõèåßá å áõôïý, ìéá áêüìç åõèåßá æ,

ðïõ ôÝìíåé ôï Ð óå óçìåßï Â åêôüò ôçò å êáé Á Ýíá óçìåßï ôçò

æ. Ôüôå

É. Áí æ�Ð êáé ÂÃ�å ôüôå ÁÃ�å.

ÉÉ. Áí æ�Ð êáé ÁÃ�å ôüôå ÂÃ�å.

ÉÉÉ. Áí ÁÃ�å, ÂÃ�å êáé ÁÂ�ÂÃ ôüôå ÁÂ�Ð

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå Ýíá Üëëï óçìåßï Ä ôçò å.

É. Áöïý æ�Ð èá Ý÷ïõìå ÁÂ�ÂÄ êáé ÁÂ�ÂÃ. Áðü ôá ïñèïãþíéá

ôñßãùíá ÁÂÄ, ÁÂÃ êáé ÂÃÄ ðáßñíïõìå

ÁÄ
2
=ÁÂ

2
+ÂÄ

2
(1)

ÁÃ
2
=ÁÂ

2
+ÂÃ

2
(2)

ÂÄ
2
=ÂÃ

2
+ÃÄ

2
(3)

Áðü ôç ó÷Ýóç (1) Ý÷ïõìå äéáäï÷éêÜ

ÁÄ ÁÂ ÂÄ ÁÂ ÂÃ ÃÄ ÁÃ ÃÄ
2 2 2

(3)
2 2 2

(2)
2 2

� � � � � � �

äçëáäÞ, ôï ôñßãùíï ÁÃÄ åßíáé ïñèïãþíéï ìå ÁÃ�ÃÄ.

ÉÉ. Áðü ôçí õðüèåóç ðñïêýðôåé üôé éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò (1), (2) êáé ç

ÁÄ
2
=ÁÃ

2
+ÃÄ

2
(4)

ÓõíäõÜæïíôáò áõôÝò ðáßñíïõìå ôç ó÷Ýóç ÂÄ
2
=ÂÃ

2
+ÃÄ

2
, áðü

ôçí ïðïßá ðñïêýðôåé üôé ÂÃ�(å).

ÉÉÉ. Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé ç æ åßíáé êÜèåôç óå ìéá áêüìç (åêôüò

áðü ôç ÂÃ) åõèåßá ôïõ Ð.

Áðü ôçí õðüèåóç ðñïêýðôåé üôé éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò (4), (3) êáé

(2). ÓõíäõÜæïíôáò áõôÝò ðñïêýðôåé ç (1), áðü ôçí ïðïßá

óõìðåñáßíïõìå üôé ç æ åßíáé êÜèåôç êáé óôç ÂÄ, Üñá êÜèåôç óôï Ð.

Ç ðåñßðôùóç ÉÉÉ ôïõ èåùñÞìáôïò ôùí ôñéþí åõèåéþí ìáò

åîáóöáëßæåé ôç äõíáôüôçôá êáôáóêåõÞò åõèåßáò êÜèåôçò óå åðßðåäï

áðü óçìåßï åêôüò áõôïý. �

Èá êëåßóïõìå ôçí åíüôçôá "êáèåôüôçôá åõèåßáò êáé åðéðÝäïõ" ìå

ôñåéò áêüìç ðñïôÜóåéò.
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Áðü óçìåßï Á åêôüò åðéðÝäïõ Ð ðåñíÜ ìéá ìüíï åõèåßá

êÜèåôç óôï Ð.

Áðüäåéîç

Ôï èåþñçìá ôùí ôñéþí êáèÝôùí ìáò åîáóöáëßæåé ôçí êáôáóêåõÞ

ìéáò êÜèåôçò êáé èá áðïäåßîïõìå ôç ìïíáäéêüôçôÜ ôçò.

¸óôù üôé õðÜñ÷ïõí äõï êÜèåôåò áðü ôï Á, ïé ÁÂ êáé ÁÃ. Ôüôå

ÁÂ�ÂÃ êáé ÁÃ�ÂÃ. ÄçëáäÞ, ôï ôñßãùíï ÁÂÃ èá åß÷å äõï ïñèÝò

ãùíßåò. ÐñÜãìá Üôïðï. �

Áðü óçìåßï Á åíüò åðéðÝäïõ Ð ðåñíÜ ìéá ìüíï åõèåßá êÜèåôç

óôï Ð.

Óå êÜèå óçìåßï ìéáò åõèåßáò õðÜñ÷åé ìüíï Ýíá åðßðåäï

êÜèåôï ó' áõôÞí.

ÐáñÜëëçëåò åõèåßåò óôï ÷þñï

Áí äõï åõèåßåò å êáé æ åßíáé ðáñÜëëçëåò êáé Ýíá åðßðåäï Ð

ôÝìíåé ôç ìéá áð' áõôÝò, ôüôå èá ôÝìíåé êáé ôçí Üëëç.

Áðüäåéîç

¸óôù üôé ôï åðßðåäï Ð ôÝìíåé ôçí å óôï óçìåßï Á. Èá äåßîïõìå

üôé èá ôÝìíåé êáé ôç æ. Ïé åõèåßåò å êáé æ óáí ðáñÜëëçëåò ïñßæïõí

åðßðåäï Ñ, ôï ïðïßï ôÝìíåé ôï Ð êáôÜ åõèåßá è, ðïõ ðåñíÜ áðü ôï Á.

Ïé ôñåéò åõèåßåò å, æ êáé è åßíáé ïìïåðßðåäåò, ç è ôÝìíåé ôçí å óôï

óçìåßï Á, Üñá èá ôÝìíåé êáé ôçí ðáñÜëëçëÞ ôçò, æ óå êÜðïéï óçìåßï

Â. Áõôü ôï óçìåßï áíÞêåé óôç è, ç è áíÞêåé óôï Ð, Üñá êáé ôï Â

áíÞêåé óôï Ð. Åßíáé åðïìÝíùò êïéíü óçìåßï ôçò åõèåßáò æ êáé ôïõ

åðéðÝäïõ Ð. �

Äýï áêüìç èåùñÞìáôá ó÷åôéêÜ ìå ôçí ðáñáëëçëßá åõèåéþí

åßíáé ôá ðáñáêÜôù, ðïõ ðáñáèÝôïõìå ÷ùñßò áðüäåéîç.

Áí äõï åõèåßåò å êáé ç åßíáé ðáñÜëëçëåò êáé Ýíá åðßðåäï Ð

ôÝìíåé ôç ìßá êÜèåôá, èá ôÝìíåé êáé ôçí Üëëç êÜèåôá.

Áí äõï åõèåßåò å êáé ç åßíáé êÜèåôåò óôï ßäéï åðßðåäï Ð, ôüôå

èá åßíáé ìåôáîý ôïõò ðáñÜëëçëåò.
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Ðáñáëëçëßá åõèåéþí êáé åðéðÝäùí

Áí ìéá åõèåßá å åßíáé ðáñÜëëçëç ìå ìéá åõèåßá æ åíüò

åðéðÝäïõ Ð êáé äåí áíÞêåé ó' áõôü, ôüôå èá åßíáé ðáñÜëëçëç

ìå ôï åðßðåäï Ð.

Áðüäåéîç

Áí ç å Ýôåìíå ôï Ð óå óçìåßï åêôüò ôçò æ èá Þôáí áóýìâáôç ìå ôç

æ. Áõôü åßíáé Üôïðï ãéáôß ç å åßíáé ðáñÜëëçëç ìå ôç æ êé åðïìÝíùò äåí

ôÝìíåé ïýôå ôç æ. ¢ñá, ç å äåí ôÝìíåé ôï Ð, ïýôå áíÞêåé ó' áõôü. Åßíáé

åðïìÝíùò ðáñÜëëçëç ìå ôï åðßðåäï Ð. �

Ðáñáëëçëßá åðéðÝäùí

Áí äýï ôåìíüìåíåò åõèåßåò å êáé æ åßíáé ðáñÜëëçëåò ðñïò Ýíá

åðßðåäï Ð, ôüôå ôï åðßðåäï Ñ ðïõ ïñßæïõí ïé å êáé æ åßíáé

ðáñÜëëçëï ìå ôï Ð.

Áðüäåéîç

¸óôù üôé ôá åðßðåäá Ð êáé Ñ ôÝìíïíôáé êáôÜ åõèåßá ä. Áðü ôï êïéíü

óçìåßï Á ôùí åõèåéþí å êáé æ äå èá ìðïñïýóáí íá õðÜñ÷ïõí äõï

ðáñÜëëçëåò ðñïò ôç ä. ¢ñá, ôïõëÜ÷éóôïí ìßá áðü ôéò åõèåßåò å êáé æ èá

Ýôåìíå ôç ä óå êÜðïéï óçìåßï Â, ðïõ èá Þôáí êïéíü óçìåßï áõôÞò êáé ôïõ

åðéðÝäïõ Ð, åðïìÝíùò êáé êïéíü óçìåßï ôùí åðéðÝäùí Ð êáé Ñ. Áõôü

åßíáé Üôïðï. ¢ñá, ôá åðßðåäá Ð êáé Ñ åßíáé ðáñÜëëçëá. �

Ó÷åôéêÜ ìå ôá ðáñÜëëçëá åðßðåäá åßíáé êáé ôá èåùñÞìáôá ðïõ

áêïëïõèïýí, ìåñéêÜ áðü ôá ïðïßá ðáñáèÝôïõìå ÷ùñßò áðüäåéîç.

Áí äýï åðßðåäá Ð êáé Ñ åßíáé ðáñÜëëçëá êáé Ýíá åðßðåäï Ó

ôÝìíåé ôï Ýíá áð' áõôÜ, èá ôÝìíåé êáé ôï Üëëï.

Áðüäåéîç

¸óôù üôé ôï åðßðåäï Ó ôÝìíåé ôï Ð êáôÜ åõèåßá å. ÖÝñïõìå

åõèåßá æ ôïõ åðéðÝäïõ Ó ðïõ íá ôÝìíåé ôçí å, Üñá èá ôÝìíåé êáé ôï

åðßðåäï Ð, Üñá êáé ôï Ñ ðïõ åßíáé ðáñÜëëçëï ìå ôï Ð, óå êÜðïéï

óçìåßï Á. Ôï óçìåßï Á áíÞêåé óôï Ñ, áíÞêåé êáé óôçí æ, ç ïðïßá üìùò

áíÞêåé óôï Ó, Üñá ôï Á áíÞêåé êáé óôï åðßðåäï Ó.

Ôá åðßðåäá Ó êáé Ñ Ý÷ïõí êïéíü óçìåßï ôï Á, Üñá ôÝìíïíôáé. �
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Ïé ôïìÝò äýï ðáñÜëëçëùí åðéðÝäùí Ð êáé Ñ áðü ôñßôï

åðßðåäï Ó åßíáé ìåôáîý ôïõò ðáñÜëëçëåò.

Áí äýï åðßðåäá Ð êáé Ñ åßíáé êÜèåôá óå ìßá åõèåßá å, ôüôå

åßíáé ìåôáîý ôïõò ðáñÜëëçëá.

Áí ôñßá ðáñÜëëçëá åðßðåäá Ð, Ñ êáé Ó ôÝìíïíôáé áðü äõï

åõèåßåò å êáé æ óôá óçìåßá Á, Â, Ã êáé Ä, Å, Æ áíôßóôïé÷á, ôá

ìåôáîý ôùí åðéðÝäùí ôìÞìáôá ôùí åõèåéþí áõôþí åßíáé

áíÜëïãá. ÄçëáäÞ éó÷ýåé
ÁÂ

ÂÃ

ÄÅ

ÅÆ
� .

Áðüäåéîç

Áðü ôï Ä öÝñïõìå åõèåßá ðáñÜëëçëç óôçí å ç ïðïßá ôÝìíåé ôá åðßðåäá

Ñ êáé Ó óôá óçìåßá Ç êáé È áíôßóôïé÷á. Ïé ÇÅ êáé ÈÆ åßíáé ðáñÜëëçëåò äéüôé

åßíáé ôïìÝò ôùí ðáñÜëëçëùí åðéðÝäùí Ñ êáé Ó áðü ôï åðßðåäï (Ä,È,Æ).

Ìå ôÝìíïõóåò ôéò ÄÈ êáé ÄÆ êáé ðáñÜëëçëåò ôéò ÇÅ êáé ÈÆ áðü

ôï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ óôçí åðéðåäïìåôñßá èá ðÜñïõìå

ÄÇ

ÇÈ

ÄÅ

ÅÆ
� (1)

¼ìùò, áðü ôá ðáñáëëçëüãñáììá ÁÄÇÂ êáé ÂÃÈÇ èá Ý÷ïõìå

üôé ÄÇ=ÁÂ êáé ÇÈ=ÂÃ, ïðüôå ç ó÷Ýóç (1) èá ðÜñåé ôç ìïñöÞ

ÁÂ

ÂÃ

ÄÅ

ÅÆ
� �

ÐÑÏÂÏËÅÓ ÊÁÉ ÁÐÏÓÔÁÓÅÉÓ

¼ðùò ïñßóôçêáí ïé ðñïâïëÝò ó÷Þìáôïò óå åõèåßá ìå áíÜëïãï

ôñüðï ïñßæåôáé êáé ç ðñïâïëÞ åíüò ó÷Þìáôïò óå åðßðåäï.

ÓõíïðôéêÜ áíáöÝñïõìå ôá åîÞò:

ÐñïâïëÞ óçìåßïõ Á óå åðßðåäï Ð ïíïìÜæïõìå ôï ß÷íïò Â

ôïõ êÜèåôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ ðïõ öÝñïõìå áðü ôï Á ðñïò ôï

åðßðåäï Ð.
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ÐñïâïëÞ ó÷Þìáôïò Ó óå åðßðåäï Ð ïíïìÜæïõìå ôï óýíïëï

ôùí ðñïâïëþí ôùí óçìåßùí ôïõ Ó ðÜíù óôï Ð.

Ç ðñïâïëÞ ìéáò åõèåßáò å óå Ýíá åðßðåäï Ð, ðïõ íá ìçí åßíáé

êÜèåôç ó' áõôü åßíáé ç åõèåßá å~.

Áðüóôáóç óçìåßïõ áðü åðßðåäï

Áðüóôáóç óçìåßïõ Á áðü åðßðåäï Ð êáëïýìå ôï ìÞêïò ôïõ

êÜèåôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ ðïõ öÝñïõìå áðü ôï Á ðñïò ôï åðßðåäï

Ð. Ç áðüóôáóç áõôÞ óõìâïëßæåôáé d(Á,Ð).

Ãéá êÜèå Üëëï óçìåßï Ã ôïõ Ð ëüãù ôïõ ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ

ÁÂÃ éó÷ýåé d(Á,Ð)<ÁÃ.

Áðüóôáóç áóýìâáôùí åõèåéþí

Ãéá äýï áóýìâáôåò åõèåßåò (åöáñìïãÞ 1, § 12.1) áðïäåéêíýåôáé

üôé õðÜñ÷åé Ýíá ìüíï åõèýãñáììï ôìÞìá, ðïõ ôéò ôÝìíåé êáé ôéò äýï

êÜèåôá. Áõôü ôï ôìÞìá åßíáé ìéêñüôåñï áðü êÜèå Üëëï ôìÞìá ðïõ

Ý÷åé ôá Üêñá ôïõ ðÜíù ó' áõôÝò êáé êáëåßôáé åëÜ÷éóôç áðüóôáóç ôùí

áóýìâáôùí åõèåéþí.

Áðüóôáóç åõèåßáò êáé åðéðÝäïõ ðáñÜëëçëïõ ðñïò áõôÞí.

Áí ìéá åõèåßá å åßíáé ðáñÜëëçëç ìå Ýíá åðßðåäï Ð, ôüôå üëá

ôçò ôá óçìåßá ôçò éóáðÝ÷ïõí áðü ôï Ð.

Áðüóôáóç åõèåßáò å áðü åðßðåäï Ð ðáñÜëëçëï ðñïò áõôÞí

ïíïìÜæïõìå ôçí áðüóôáóç ïðïéïõäÞðïôå óçìåßïõ ôçò áðü ôï

åðßðåäï áõôü. Ç áðüóôáóç áõôÞ óõìâïëßæåôáé d(å,Ð).
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Áðüóôáóç äõï ðáñÜëëçëùí åðéðÝäùí

Áí äýï åðßðåäá Ð êáé Ñ åßíáé ðáñÜëëçëá, ôá óçìåßá ôïõ åíüò

éóáðÝ÷ïõí áðü ôï Üëëï.

Áðüóôáóç äýï ðáñÜëëçëùí åðéðÝäùí Ð êáé Ñ ïíïìÜæïõìå

ôçí áðüóôáóç ïðïéïõäÞðïôå óçìåßïõ ôïõ åíüò áðü ôï Üëëï.

Ôçí áðüóôáóç áõôÞ ôç óõìâïëßæïõìå d(Ð,Ñ).

ÃÙÍÉÅÓ

Ãùíßá áóýìâáôùí åõèåéþí

Èåùñïýìå äõï áóýìâáôåò åõèåßåò å êáé æ. Áí áðü Ýíá óçìåßï Á

ôçò ìéáò Ýóôù ôçò æ, öÝñïõìå ìéá åõèåßá å~ ðáñÜëëçëç ôçò å, ç ãùíßá

ôùí ôåìíüìåíùí åõèåéþí å~ êáé æ ïíïìÜæåôáé ãùíßá ôùí áóýìâáôùí

åõèåéþí å êáé æ.

• Ðñïöáíþò ç ãùíßá áõôÞ åßíáé áíåîÜñôçôç áðü ôï óçìåßï Á êáé

áðü ôçí åõèåßá ðÜíù óôçí ïðïßá ôï åðéëÝãïõìå.

• Áí ç ãùíßá äõï áóýìâáôùí åõèåéþí åßíáé ïñèÞ, ïé åõèåßåò

ïíïìÜæïíôáé ïñèïãþíéåò. Ãåíéêüôåñá ïñèïãþíéåò ïíïìÜæïõìå

äõï åõèåßåò, üôáí åßíáé áóýìâáôåò ïñèïãþíéåò Þ êÜèåôåò

ôåìíüìåíåò.

Áðü ôá ðáñáðÜíù ðñïêýðôåé üôé ôï èåþñçìá 12.4 åðåêôåßíåôáé

óôï èåþñçìá.

Áí ìßá åõèåßá å åßíáé ïñèïãþíéá ìå äýï ôåìíüìåíåò åõèåßåò æ

êáé è åíüò åðéðÝäïõ Ð, ôüôå åßíáé êÜèåôç óôï åðßðåäï Ð.

Áðüäåéîç

¸óôù Á ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí åõèåéþí æ êáé è. Áí ç å ôÝìíåé ôï

åðßðåäï Ð óôï óçìåßï Á, ôüôå åßíáé êÜèåôç ó' áõôü óýìöùíá ìå ôï

èåþñçìá 12.1. Áí ôï ôÝìíåé óå óçìåßï Â äéáöïñåôéêü ôïõ Á, ôüôå

öÝñïõìå åõèåßá å~ ðáñÜëëçëç óôçí å ðïõ íá ôÝìíåé ôï åðßðåäï Ð óôï

óçìåßï Á. ÅðåéäÞ ç åõèåßá å åßíáé ïñèïãþíéá ìå ôç æ êáé è, ç å~ èá ôéò

ôÝìíåé êÜèåôá, Üñá èá åßíáé êÜèåôç óôï Ð, ïðüôå êáé ç ðáñÜëëçëÞ

ôçò ç å èá åßíáé êÜèåôç óôï åðßðåäï Ð. �
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Ãùíßá åõèåßáò êáé åðéðÝäïõ

i) Ãùíßá åõèåßáò å êáé åðéðÝäïõ Ð ü÷é êáèÝôïõ ó' áõôÞí,

êáëåßôáé ç ãùíßá ôçò åõèåßáò å êáé ôçò ðñïâïëÞò ôçò óôï

åðßðåäï Ð.

ii) Ãùíßá åõèåßáò å êáé åðéðÝäïõ Ð êáèÝôïõ ó' áõôÞí êáëåßôáé

ç ãùíßá ôùí 90�.

• Êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò ç ãùíßá ïíïìÜæåôáé êáé êëßóç ôçò

åõèåßáò å ùò ðñïò ôï åðßðåäï Ð.

Ç êëßóç ìéáò åõèåßáò å ùò ðñïò Ýíá åðßðåäï Ð åßíáé

ìéêñüôåñç Þ ßóç áðü êÜèå ãùíßá ôçò åõèåßáò å ìå ìéá

ïðïéáäÞðïôå åõèåßá ôïõ åðéðÝäïõ Ð.

Áðüäåéîç

á) Áí ç åõèåßá å åßíáé ðáñÜëëçëç Þ êÜèåôç ìå ôï åðßðåäï, áõôü

åßíáé ðñïöáíÝò.

â) Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç å ôÝìíåé ôï åðßðåäï Ð ðëÜãéá óôï óçìåßï

Á, áðü ôõ÷áßï óçìåßï Â áõôÞò öÝñïõìå ÂÃ�Ð, ïðüôå ç êëßóç

ôçò å êáé ôïõ Ð åßíáé ç ãùíßá ÂÁÃ
�

. Ãéá íá ó÷çìáôßóïõìå ôç ãùíßá

ôçò å ìå ìéá ôõ÷áßá åõèåßá æ ôïõ Ð, öÝñïõìå áðü ôï Á ìéá åõèåßá

è//æ. Ãùíßá ôùí åõèåéþí å êáé æ åßíáé ç ãùíßá ôùí åõèåéþí å êáé è.

ÐÜíù óôçí åõèåßá è èåùñïýìå óçìåßï Ä ôÝôïéï þóôå ÁÄ=ÁÃ.

ÅðåéäÞ ÂÃ�Ð ðñïêýðôåé üôé ÂÃ�ÃÄ, Üñá óôï ïñèïãþíéï

ôñßãùíï ÂÃÄ, ÂÃ<ÂÄ.

Ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÁÂÄ Ý÷ïõí ôçí ÁÂ êïéíÞ, ÁÃ=ÁÄ êáé

ÂÃ<ÂÄ. Óýìöùíá ìå ôçí åöáñìïãÞ 4 ôïõ 3
ïõ

êåöáëáßïõ èá

Ý÷ïõí Üíéóåò ôéò ãùíßåò ÂÁÃ
�

êáé ÂÁÄ
�

êáé óõãêåêñéìÝíá

ÂÁÃ ÂÁÄ
� �

� .

Áí ç æ åßíáé ðáñÜëëçëç ìå ôçí ÁÃ, ôüôå ç ãùíßá ôçò ìå ôçí å åßíáé

ßóç ìå ôç ÂÁÃ
�

.

ÄÉÅÄÑÇ ÃÙÍÉÁ

Äõï ôåìíüìåíá åðßðåäá äßíïõí ôçí åéêüíá ìéáò ãùíßáò. ÁõôÞ ôç

ãùíßá èá ðñïóðáèÞóïõìå íá ìåëåôÞóïõìå.
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Ôï ó÷Þìá ðïõ áðïôåëåßôáé áðü äõï ôåìíüìåíá çìéåðßðåäá Ð1

êáé Ð2 êáé êïéíÞ áêìÞ å ïíïìÜæåôáé äßåäñç ãùíßá.

• Ôá äõï çìéåðßðåäá Ð1 êáé Ð2 ïíïìÜæïíôáé Ýäñåò ôçò äßåäñçò

ãùíßáò.

• Ç åõèåßá å ïíïìÜæåôáé áêìÞ ôçò äßåäñçò ãùíßáò.

Áí ðÜñïõìå Ýíá åðßðåäï Ñ êÜèåôï óôçí áêìÞ ôçò ðñïçãïý-

ìåíçò äßåäñçò óôï óçìåßï Á, áõôü ôÝìíåé ôéò Ýäñåò ôçò Ð1 êáé Ð2 êáôÜ

ôéò çìéåõèåßåò Áx êáé Áy. Ç ãùíßá xÁy
�

ïíïìÜæåôáé áíôßóôïé÷ç

åðßðåäç ôçò äßåäñçò ãùíßáò.

• ÅðåéäÞ üëåò ïé åðßðåäåò ãùíßåò ìßáò äßåäñçò åßíáé ßóåò, ìÝôñï

ìéáò äßåäñçò ãùíßáò ïíïìÜæåôáé ôï ìÝôñï ìßáò ïðïéáóäÞðïôå

áð' áõôÝò.

• Ìßá äßåäñç ïíïìÜæåôáé êõñôÞ Þ ìç êõñôÞ áí ç áíôßóôïé÷ç

åðßðåäç åßíáé êõñôÞ Þ ìç êõñôÞ. Ìéá äßåäñç ïíïìÜæåôáé ïîåßá,

ïñèÞ Þ áìâëåßá, üôáí ç áíôßóôïé÷ç åðßðåäç åßíáé ïîåßá, ïñèÞ Þ

áìâëåßá. Äýï äßåäñåò ïíïìÜæïíôáé ßóåò (Þ Üíéóåò) áí ïé

áíôßóôïé÷åò åðßðåäåò åßíáé ßóåò (Þ Üíéóåò). ÁíÜëïãá éó÷ýïõí ïé

ïñéóìïß ãéá ôç ìçäåíéêÞ, ðåðëáôõóìÝíç, ðëÞñç äßåäñç, ãéá ôéò

óõìðëçñùìáôéêÝò, ðáñáðëçñùìáôéêÝò, åöåîÞò êëð.

Ãùíßá äýï åðéðÝäùí

Áí äýï åðßðåäá Ð êáé Ñ ôÝìíïíôáé, ó÷çìáôßæïíôáé ôÝóóåñéò

äßåäñåò ãùíßåò. Áí ìßá áðü áõôÝò åßíáé ïñèÞ, ôüôå üëåò åßíáé ïñèÝò

êáé ëÝìå üôé ç ãùíßá ôùí åðéðÝäùí åßíáé ïñèÞ êáé ôá åðßðåäá åßíáé

êÜèåôá. Áí êáìßá áðü ôéò äßåäñåò äåí åßíáé ïñèÞ, ôüôå ìßá áðü ôéò

äýï ïîåßåò äßåäñåò êáëåßôáé ãùíßá ôùí äýï åðéðÝäùí Ð êáé Ñ.

Áí ìßá åõèåßá å åíüò åðéðÝäïõ Ð åßíáé êÜèåôç ó' Ýíá åðßðåäï

Ñ, ôüôå ôá Ð êáé Ñ åßíáé êÜèåôá.

Áðüäåéîç

Áí Á åßíáé ôï óçìåßï ôïìÞò ôçò å êáé ôïõ Ñ, ôï Á èá åßíáé êáé

óçìåßï ôïõ Ð, Üñá ôá Ð êáé Ñ ôÝìíïíôáé êáôÜ ìßá åõèåßá æ. Óôï

åðßðåäï Ñ öÝñïõìå åõèåßá Áè�æ. Èá Ý÷ïõìå åðïìÝíùò æ�å êáé æ�è,

Üñá ç æ èá åßíáé êÜèåôç óôï åðßðåäï (å,è), äçëáäÞ ç ãùíßá ôùí å êáé
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12.1

è èá åßíáé ç áíôßóôïé÷ç åðßðåäç ôçò äßåäñçò ôùí Ð êáé Ñ. ¼ìùò ç

ãùíßá ôùí å êáé è åßíáé ïñèÞ, äéüôé ç å åßíáé êÜèåôç óå êÜèå åõèåßá

ôïõ Ñ ðïõ ðåñíÜ áðü ôï Á. ¢ñá ôï åðßðåäï Ð åßíáé êÜèåôï óôï

åðßðåäï Ñ. �

Ãéá ôá êÜèåôá åðßðåäá éó÷ýïõí áêüìç êáé ïé äýï ðñïôÜóåéò ðïõ

áêïëïõèïýí.

Áí äýï åðßðåäá Ð êáé Ñ ôÝìíïíôáé êÜèåôá êáôÜ åõèåßá æ êáé

áðü Ýíá óçìåßï Á ôïõ Ð öÝñïõìå åõèåßá å êÜèåôç óôï Ñ, ôüôå

áõôÞ èá åßíáé åõèåßá ôïõ Ð.

Áí äýï åðßðåäá Ð êáé Ñ ôÝìíïíôáé êáôÜ åõèåßá å êáé åßíáé êÜèåôá

óå ôñßôï åðßðåäï Ó, ôüôå êáé ç å èá åßíáé êÜèåôç óôï Ó.

1) Ãéáôß ôï ôáâÜíé ôçò áßèïõóáò óõíáíôÜ êáèÝíáí áðü ôïõò

êáôáêüñõöïõò ôïß÷ïõò êáôÜ åõèåßá ãñáììÞ;

2) Ãéáôß ï êáôáêüñõöïò ôïß÷ïò ôçò áßèïõóáò óõíáíôÜ êáé ôï

ôáâÜíé êáé ôï ðÜôùìá óå äýï åõèåßåò ðáñÜëëçëåò;

3) Ãéáôß, êáôÜ ôï Üíïéãìá ìéáò ðüñôáò, áõôÞ ðáñáìÝíåé êÜèåôç óôï

ðÜôùìá ôçò áßèïõóáò;

4) Áí ðñïåêôåßíïõìå Ýíá ôìÞìá ìéáò óôÝãçò åíüò óðéôéïý þóðïõ

íá óõíáíôÞóåé ôï Ýäáöïò, èá ôï óõíáíôÞóåé êáôÜ ìßá åõèåßá.

Ãéáôß ç åõèåßá áõôÞ åßíáé ðáñÜëëçëç ìå ôïí Ýíá ôïß÷ï ôïõ

óðéôéïý;

5) Ãéá ðïéï ëüãï üôáí äéðëþíïõìå Ýíá ÷áñôß ç ôóÜêéóç åßíáé

åõèåßá;

Áí å êáé æ äýï áóýìâáôåò åõèåßåò, ôüôå:

á) ÕðÜñ÷ïõí ìüíï äýï ðáñÜëëçëá åðßðåäá ðïõ ôï êáèÝíá
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ðåñéÝ÷åé ôç ìßá áðü ôéò äýï áóýìâáôåò.

â) ÕðÜñ÷åé ìüíï Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá êÜèåôï êáé óôéò äýï,

ôï ïðïßï åßíáé ôï ìéêñüôåñï áðü êÜèå Üëëï ôìÞìá ðïõ ôéò åíþíåé

Áðüäåéîç

á) Èåùñïýìå Ýíá óçìåßï Á ôçò å êáé Ýíá óçìåßï Â ôçò æ. ÖÝñïõìå

áðü ôï Á åõèåßá è//æ, ç ïðïßá ìå ôçí å ïñßæåé Ýíá åðßðåäï Ð. Áðü

ôï Â öÝñïõìå åõèåßá i ðáñÜëëçëç ìå ôçí å, ç ïðïßá ïñßæåé ìå ç æ

Ýíá Üëëï åðßðåäï Ñ. Ôá åðßðåäá Ð êáé Ñ åßíáé ðáñÜëëçëá äéüôé

äýï ôåìíüìåíåò åõèåßåò ôïõ åíüò åßíáé ðáñÜëëçëåò ìå ôï Üëëï

åðßðåäï. Áí õðÞñ÷å êáé Ýíá ôñßôï åðßðåäï Ó ðïõ íá ðåñéÝ÷åé ôçí

å êáé íá åßíáé ðáñÜëëçëï ìå ôï Ñ, ôüôå èá Ýðñåðå áõôü íá åßíáé

êáé ðáñÜëëçëï ìå ôï Ð êáé ôáõôü÷ñïíá íá Ý÷åé êïéíÞ åõèåßá ìå

ôï Ð ôçí å. ¢ñá ôá Ð êáé Ñ åßíáé ìïíáäéêÜ.

â) ¸óôù Ð êáé Ñ ôá äýï ðáñÜëëçëá åðßðåäá ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôéò å

êáé æ áíôßóôïé÷á. Áðü äýï óçìåßá Á êáé Â ôçò å öÝñïõìå êÜèåôåò

ÁÁ~ êáé ÂÂ~ óôï Ñ êáé ïñßæïõìå ôçí ðñïâïëÞ å~ ôçò å ðÜíù óôï Ñ.

Ç å~ åßíáé ðáñÜëëçëç ìå ôçí å, Üñá èá ôÝìíåé ôç æ, Ýóôù óôï

óçìåßï Ê. Óôï åðßðåäï ðïõ ïñßæïõí ïé å êáé å~ öÝñïõìå áðü ôï Ê

ðáñÜëëçëç ðñïò ôéò ÁÁ~ êáé ÂÂ~, ç ïðïßá ôÝìíåé ôçí å óå óçìåßï

Ë. Ç ÊË åßíáé êÜèåôç óôï Ñ Üñá êáé óôç æ, åßíáé êÜèåôç êáé óôï Ð

Üñá êáé óôçí å. ¸óôù üôé õðÜñ÷åé êáé äåýôåñç êïéíÞ êÜèåôç, ç

ÃÈ, ôüôå áí Èx//å~, èá Ýðñåðå ÃÈ�æ êáé ÃÈ�Èx, áð' üðïõ

ðñïêýðôåé ÃÈ�Ñ, áëëÜ áõôü åßíáé Üôïðï, äéüôé ÃÃ~�Ñ.

Èåùñïýìå Ýíá ôõ÷áßï ôìÞìá ÃÈ ðïõ åíþíåé ôéò äýï

áóýìâáôåò. Ôüôå óôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÃÃ~È ç ÃÈ åßíáé

õðïôåßíïõóá, åðïìÝíùò ÃÃ~<ÃÈ, üìùò ÃÃ~=ÊË, Üñá êáé

ÊË<ÃÈ. ¿óôå ôï ÊË åßíáé ôï ìéêñüôåñï áð' üëá áõôÜ ôá

ôìÞìáôá.

Ôï ôìÞìá ÊË åîáéôßáò áõôþí ôùí äýï éäéïôÞôù êáëåßôáé

êïéíÞ êÜèåôïò êáé åëÜ÷éóôç áðüóôáóç ôùí áóýìâáôùí åõèåéþí.

Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ôïõ ÷þñïõ ðïõ

ôï êáèÝíá éóáðÝ÷åé áðü ôá Üêñá åíüò åõèõãñÜììïõ ôìÞìáôïò.
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Ëýóç

¸óôù ÁÂ ôï åõèýãñáììï ôìÞìá êáé Ì Ýíá óçìåßï ôïõ ÷þñïõ ãéá

ôï ïðïßï éó÷ýåé ÌÁ=ÌÂ. Áí ðÜñïõìå ôï ìÝóï Ê ôïõ ÁÂ, ôüôå ç

äéÜìåóïò ÌÊ óôï éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÌÂ èá åßíáé êáé ýøïò, Üñá

ÊÌ�ÁÂ. Áõôü óçìáßíåé üôé ôï óçìåßï Ì âñßóêåôáé ó' Ýíá åðßðåäï Ð

êÜèåôï óôï ìÝóï ôïõ ÁÂ.

Áíôéóôñüöùò:

¸óôù Ýíá óçìåßï Ì ôïõ åðéðÝäïõ Ð. Ç ÁÂ åßíáé êÜèåôç óôç ÌÊ,

äéüôé åßíáé êÜèåôç óôï Ð, Üñá êáé óå êÜèå åõèåßá ðïõ ðåñíÜ áðü ôï

ß÷íïò ôçò. Áêüìç ÊÁ=ÊÂ, Üñá óôï ôñßãùíï ÌÁÂ ôï ÌÊ åßíáé êáé

ýøïò êáé äéÜìåóïò. Ïðüôå ÌÁ=ÌÂ. Ï æçôïýìåíïò ãåùìåôñéêüò

ôüðïò åßíáé ôï åðßðåäï Ð.

Ôï åðßðåäï áõôü êáëåßôáé ìåóïêÜèåôï åðßðåäï ôïõ

åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ.

Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ôïõ ÷þñïõ ðïõ

ôï êáèÝíá éóáðÝ÷åé áðü äýï ðáñÜëëçëá åðßðåäá.

Ëýóç

¸óôù Ð êáé Ñ ôá ðáñÜëëçëá åðßðåäá ðïõ áðÝ÷ïõí áðüóôáóç

ÁÂ=á. ¸íá óçìåßï ôïõ æçôïýìåíïõ ôüðïõ åßíáé ôï ìÝóï Ì ôïõ ÁÂ.

Áí èåùñÞóïõìå Üëëï óçìåßï Ë ðïõ éóáðÝ÷åé áðü ôá Ð êáé Ñ êáé

öÝñïõìå áðü ôï Ë ôç ÍÎ êÜèåôç óôá äýï åðßðåäá, ðñïöáíþò èá

éó÷ýåé ÍË
1

2
ÎÍ

á

2
ÌÂ� � � . ÅðåéäÞ üìùò åßíáé êáé ËÍ//ÌÂ, Üñá ôï

ÌËÂÍ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï êáé ÌË//ÂÍ. Ïìïßùò áí

èåùñÞóïõìå Ýíá Üëëï óçìåßï Ï ðïõ íá éóáðÝ÷åé áðü ôá Ð êáé Ñ, èá

óõìðåñÜíïõìå üôé ÌÏ åßíáé ðáñÜëëçëç óôï åðßðåäï Ð.

¿óôå üëá ôá óçìåßá áõôÜ ïñßæïõí ìå ôï Ì åõèåßåò ðáñÜëëçëåò

óôï åðßðåäï Ñ. ¢ñá, âñßóêïíôáé ó' Ýíá åðßðåäï Ó ðáñÜëëçëï ìå ôá

åðßðåäá Ð êáé Ñ óôï ìÝóï ôçò áðüóôáóÞò ôïõò.

Áíôéóôñüöùò

¸óôù Ì Ýíá óçìåßï ôïõ åðéðÝäïõ Ó. Áí áðü ôï Ó öÝñïõìå ìßá

êÜèåôç ðñïò ôá ôñßá åðßðåäá, ôçí ÁÌÂ, ðñïöáíþò ÁÂ=á êáé

ÌÁ ÌÂ
á

2
� � .
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

12.2

¢ñá, êÜèå óçìåßï ôïõ Ó éóáðÝ÷åé áðü ôá Ð êáé Ñ. Ï ãåùìåôñéêüò

ôüðïò åßíáé ôï åðßðåäï Ó. Áõôü êáëåßôáé ìåóïðáñÜëëçëï åðßðåäï

ôùí Ð êáé Ñ.

Áí ìßá åõèåßá å ôÝìíåé ðëÜãéá Ýíá åðßðåäï Ð, ôüôå åßíáé

êÜèåôç óå ìßá ìüíï åõèåßá ôïõ åðéðÝäïõ Ð.

Áðüäåéîç

¸óôù Á ôï óçìåßï ôïìÞò ôçò åõèåßáò å êáé ôïõ åðéðÝäïõ Ð. Áðü

óçìåßï Â ôçò å öÝñïõìå ÂÃ�Ð êáé óôç óõíÝ÷åéá öÝñïõìå åõèåßá æ

ôïõ åðéðÝäïõ Ð êÜèåôç óôç ÃÁ.

ÅðåéäÞ ÂÃ�Ð êáé ÃÁ�æ, áðü ôï èåþñçìá ôùí ôñéþí êáèÝôùí,

óõìðåñáßíïõìå üôé êáé ÂÁ�æ. ÅðïìÝíùò ç å åßíáé êÜèåôç óå ìßá

åõèåßá ôïõ Ð. ÁõôÞ åßíáé êáé ç ìïíáäéêÞ, äéüôé, áí Þôáí êÜèåôç êáé óå

ìßá áêüìç, èá Þôáí êÜèåôç óôï åðßðåäï Ð, ðñÜãìá ðïõ åßíáé Üôïðï.

Äýï áåñïðëÜíá êéíïýíôáé ìå ôá÷ýôçôá 600 km/þñá óå äýï

ïñéæüíôéá åðßðåäá ðïõ áðÝ÷ïõí ìåôáîý ôïõò 3 km. Ïé ôñï÷éÝò ôïõò

åßíáé åõèåßåò ðïõ ó÷çìáôßæïõí ãùíßá 60�. ÊÜðïéá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ

âñßóêïíôáé óôçí ßäéá êáôáêüñõöç. Ìðïñåßôå íá õðïëïãßóåôå ðïéá

èá åßíáé ç áðüóôáóÞ ôïõò óå åõèåßá ãñáììÞ ìåôÜ áðü 24

äåõôåñüëåðôá;

1 Äýï åõèåßåò å êáé ç ôïõ ÷þñïõ åßíáé

ðáñÜëëçëåò. Ìéá ôñßôç åõèåßá è ôÝìíåé ôçí ç.

Ç è êáé ç ç ìðïñåß íá ôÝìíïíôáé; Íá åßíáé

ðáñÜëëçëåò; Íá åßíáé áóýìâáôåò;

2 Ìðïñåß ìéá åõèåßá å íá åßíáé êÜèåôç óå ìéá

åõèåßá ç åíüò åðéðÝäïõ Ð ÷ùñßò íá åßíáé

êÜèåôç óôï Ð.

3 Ç êëßóç ö ìéáò åõèåßáò å êáé åíüò åðéðÝäïõ Ð

åßíáé 60�. Ç å ìå ðüóåò åõèåßåò ôïõ Ð, ðïõ

ðåñíïýí áðü ôï ß÷íïò ôçò ó÷çìáôßæåé ãùíßá ö
�

;

Ðüóùí ìïéñþí ðñÝðåé íá åßíáé ç ö
�

þóôå íá

õðÜñ÷åé ç äõíáôüôçôá íá ó÷çìáôßæåôáé ìå

ðåñéóóüôåñåò åõèåßåò;

4 Ç áðüóôáóç äýï åðéðÝäùí éóïýôáé ìå ôçí

áðüóôáóç äõï ïðïéïíäÞðïôå óçìåßùí ôïõò;

5 Ôá çìéåðßðåäá ðïõ äé÷ïôïìïýí äýï êáôá-
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

êïñõöÞí äßåäñåò, ôé èÝóç Ý÷ïõí ìåôáîý ôïõò;

6 Íá åîçãÞóåôå ãéáôß äåí ìðïñïýìå íá

öÝñïõìå äýï êÜèåôåò ðñïò Ýíá åðßðåäï Ð

áðü óçìåßï Á åêôüò áõôïý.

7 Áí äýï åðßðåäá åßíáé êÜèåôá, ôüôå êÜèå

åõèåßá ðïõ åßíáé ðáñÜëëçëç ìå ôï Ýíá èá

åßíáé êÜèåôç óôï Üëëï;

8 Ìéá åõèåßá å ó÷çìáôßæåé ôçí ßäéá êëßóç ùò

ðñïò äýï ðáñÜëëçëá åðßðåäá;

9 Ðïéïò åßíáé ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí

ðïõ áðÝ÷ïõí áðüóôáóç á áðü Ýíá åðßðåäï Ð;

1 Äßíåôáé éóüðëåõñï ôñßãùíï ÁÂÃ ðëåõñÜò á êáé

åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÄ
á

2
� , ôï ïðïßï åßíáé

êÜèåôï óôï åðßðåäï (Á,Â,Ã). Íá õðïëïãéóôåß ç

áðüóôáóç ôïõ Ä áðü ôç ÂÃ.

2 Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí

Ì ðïõ áðÝ÷ïõí óôáèåñÞ áðüóôáóç á áðü

åðßðåäï Ð.

3 Íá äåßîåôå üôé áðü Ýíá óçìåßï ðïõ âñßóêåôáé

åêôüò ôïõ åðéðÝäïõ Ð äéÝñ÷åôáé Ýíá ìüíï

åðßðåäï ðáñÜëëçëï ðñïò ôï Ð.

4 Äßíåôáé Ýíá åðßðåäï Ð êáé ìßá åõèåßá ôïõ ÃÄ.

Áðü óçìåßï Ì ôçò ÃÄ öÝñïõìå óôï Ð ôç ÌÅ

êÜèåôç óôç ÃÄ êáé ôç ÌÁ Ýîù áðü ôï Ð êáé

êÜèåôç óôç ÌÅ. Íá äåßîåôå üôé ôá åðßðåäá ÁÃÄ

êáé Ð åßíáé êÜèåôá.

5 ¸óôù åðßðåäï Ð êáé åõèåßá å ðáñÜëëçëç

ðñïò ôï Ð. Íá äåßîåôå üôé êÜèå åðßðåäï ðïõ

äéÝñ÷åôáé áðü ôçí å êáé ôÝìíåé ôï åðßðåäï Ð, ôï

ôÝìíåé êáôÜ åõèåßá ðáñÜëëçëç ôçò å.

6 Áðü ôá óçìåßá Á, Â êáé Ã ìéáò åõèåßáò å (üðïõ

Ã åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ åõèýãñáììïõ

ôìÞìáôïò ÁÂ) öÝñïõìå áíôßóôïé÷á ôá

ðáñÜëëçëá åðßðåäá Ð, Ñ êáé Ó, ðïõ ôÝìíïõí

ìßá åõèåßá ç áíôßóôïé÷á óôá óçìåßá Á1, Â1 êáé

Ã1. Áí ÁÂ=4,5 m, ÂÃ=2 m êáé Á1Ã1=2,8 m,

íá õðïëïãéóôïýí ôá ìÞêç ôùí åõèõãñÜììùí

ôìçìÜôùí Á1Â1 êáé Â1Ã1.

7 Äßíåôáé ìßá äßåäñç ãùíßá ÐåÑ
�

êáé ôï

åóùôåñéêü ôçò óçìåßï Ì. ÏíïìÜæïõìå Á êáé Â

áíôßóôïé÷á ôéò ðñïâïëÝò ôïõ Ì óôá åðßðåäá

ôùí åäñþí Ð êáé Ñ ôçò äßåäñçò ãùíßáò ÐåÑ
�

.

Íá äåßîåôå üôé ç ãùíßá ÁÌÂ
�

åßíáé

ðáñáðëçñùìáôéêÞ ôçò áíôßóôïé÷çò åðßðåäçò

ôçò ðáñáðÜíù äßåäñçò ãùíßáò.

8 Äßíåôáé Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ ðëÜãéï

ðñïò ôï åðßðåäï Ð. Áí ôï åõèýãñáììï ôìÞìá

Á1Â1 åßíáé ç ðñïâïëÞ ôïõ ÁÂ óôï åðßðåäï Ð

êáé ö
�

ç ãùíßá ôçò åõèåßáò ÁÂ ìå ôï Ð, íá

äåßîåôå üôé éó÷ýåé ç ó÷Ýóç Á1Â1=ÁÂ�óõíö.

9 Ôñßá ðáñÜëëçëá åðßðåäá áðÝ÷ïõí êáôÜ

óåéñÜ^ ôá Ð êáé Ñ 12 cm, ôá Ñ êáé Ó 8 cm. Ìßá

åõèåßá å ôÝìíåé ôá ôñßá åðßðåäá áíôßóôïé÷á óôá

óçìåßá Á, Â, Ã. Áí ÁÂ=18 cm, íá

õðïëïãßóåôå ôï ìÞêïò ÂÃ.
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Ð)



ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

1 Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí

Ì ôïõ ÷þñïõ, ôá ïðïßá éóáðÝ÷ïõí áðü ôéò

êïñõöÝò åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ.

2 Äßíåôáé äßåäñç ãùíßá ÐåÑ
�

êáé Ýíá ôìÞìá ÁÂ

ðïõ Ý÷åé ôá Üêñá ôïõ áíÜ Ýíá óôéò Ýäñåò. Áí ôï

äé÷ïôüìï åðßðåäï Ô ôçò äßåäñçò äéÝñ÷åôáé

áðü ôï ìÝóï Ì ôïõ ÁÂ, íá äåßîåôå üôé ôá Á, Â

éóáðÝ÷ïõí áðü ôçí åõèåßá å.

3 Èåùñïýìå ôñßãùíï ÁÂÃ êáé åðßðåäï Ð ðïõ

ðåñéÝ÷åé ôç ÂÃ êáé äåí åßíáé êÜèåôï óôï

åðßðåäï (Á,Â,Ã). Áí Á~ åßíáé ç ðñïâïëÞ ôïõ Á

óôï Ð êáé Ç, Ç~ åßíáé ôá ïñèüêåíôñá ôùí

ôñéãþíùí ÁÂÃ, Á~ÂÃ áíôßóôïé÷á, íá äåßîåôå üôé

ÇÇ~�(Á,Â,Ã).

4 Äßíåôáé Ýíá åðßðåäï Ð êáé Ýíá óçìåßï Ï Ýîù

áðü áõôü. Áí ôá Á, Â, Ã åßíáé ôñßá óçìåßá ôïõ

åðéðÝäïõ Ð, íá äåßîåôå üôé ôá ìÝóá Ì, Í êáé Ñ

áíôßóôïé÷á ôùí åõèõãñÜììùí ôìçìÜôùí ÏÁ,

ÏÂ êáé ÏÃ éóáðÝ÷ïõí áðü ôï Ð.

5 Äßíïíôáé äýï áóýìâáôåò åõèåßåò å1 êáé å2 ìå

êïéíü êÜèåôï åõèýãñáììï ôìÞìá ôï ÁÂ (üðïõ

Á êáé Â åßíáé áíôßóôïé÷á óçìåßá ôùí åõèåéþí

å1 êáé å2. Íá äåßîåôå üôé ôï ìåóïêÜèåôï

åðßðåäï óôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ äéÝñ÷åôáé

áðü ôï ìÝóï êÜèå åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÊË,

ðïõ Ý÷åé ôá Üêñá ôïõ Ê êáé Ë áíôßóôïé÷á ðÜíù

óôéò åõèåßåò å1 êáé å2.

6 Äßíïíôáé éóïóêåëÞ ôñßãùíá ÁÄÂ (ÁÂ=ÁÄ)

êáé ÃÄÂ (ÃÂ=ÃÄ) ðïõ äå âñßóêïíôáé óôï ßäéï

åðßðåäï. Áí Ì êáé Í åßíáé áíôßóôïé÷á ôá ìÝóá

ôùí åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí ÄÂ êáé ÃÁ, íá

äåßîåôå üôé:

i) ïé åõèåßåò ÄÂ êáé ÃÁ åßíáé áóýìâáôåò,

ii) ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÌÍ åßíáé ôï êïéíü

êÜèåôï åõèýãñáììï ôìÞìá ôùí åõèåéþí ÄÂ

êáé ÃÁ.

7 Óôï åðßðåäï Ð åíüò êýêëïõ êáé óôï êÝíôñï

ôïõ Ï öÝñïõìå ôçí êÜèåôç åõèåßá å. Áí Ì êáé

Í óçìåßá ôïõ êýêëïõ ìç áíôéäéáìåôñéêÜ, Á

óçìåßï ôçò å äéÜöïñï ôïõ Ï êáé Ä ôï ìÝóï ôïõ

åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÌÍ, íá äåßîåôå üôé:

i) AM=AN êáé

ii) ôï åðßðåäï ðïõ ïñßæåôáé áðü ôéò åõèåßåò ÏÄ

êáé ÁÄ åßíáé êÜèåôï óôçí åõèåßá ÌÍ óôï

óçìåßï ôçò Ä êáé ðÜíù ôïõ âñßóêåôáé ç åõèåßá

å.

8 Äßíïíôáé äõï åðßðåäá Ð êáé Ó ðïõ ôÝìíïíôáé

êÜèåôá êáôÜ ôçí åõèåßá å. Ìßá åõèåßá å1 ôïõ Ð

ôÝìíåé ôçí å êÜèåôá óôï óçìåßï Á. Íá äåßîåôå

üôé ãéá êÜèå åõèåßá æ ôïõ Ó õðÜñ÷åé Ýíá êáé

ìüíï Ýíá åðßðåäï, ôï ïðïßï äéÝñ÷åôáé áðü ôçí

å1 êáé åßíáé êÜèåôï óôç æ.

9 Äßíïíôáé äýï çìéåõèåßåò Âx êáé By ìå êïéíÞ

áñ÷Þ ðïõ åßíáé êÜèåôåò óå ôñßôç åõèåßá ÂÃ. Ïé

Bx êáé ÂÃ ïñßæïõí ôç èÝóç åíüò åðéðÝäïõ Ð.

Áðü Ýíá óçìåßï Å ôçò By öÝñïõìå ôçí

ÅÁ�Bx. Íá äåßîåôå üôé ÅÁ�Ð.

10 Ç ãùíßá äýï áóýìâáôùí åõèåéþí å1, å2 åßíáé

60� êáé ç êïéíÞ êÜèåôç áõôþí å ôÝìíåé ôçí å1

óôï Á êáé ôçí å2 óôï Â. Óôéò åõèåßåò å1, å2

ðáßñíïõìå ÁÃ=20 êáé ÂÄ=5 áíôßóôïé÷á. Áí

åßíáé ÁÂ=5 6, íá õðïëïãßóåôå ôï ÃÄ.
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ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ 12
ïõ

ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

1 Äßíåôáé óôñåâëü ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ êáé ôá

ìÝóá ÅÆ êáé Ç áíôßóôïé÷á ôùí ðëåõñþí ÁÂ,

ÂÃ êáé ÃÄ. Íá äåßîåôå üôé: i) ïé åõèåßåò ÁÃ êáé

ÂÄ åßíáé ðáñÜëëçëåò ðñïò ôï åðßðåäï (Å,Æ,Ç)

êáé ii) ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÄ ôÝìíåôáé áðü

ôï åðßðåäï (Å,Æ,Ç) óôï ìÝóï ôïõ.

2 i) Áí äýï ðáñÜëëçëá åðßðåäá Ð êáé Ñ

ôÝìíïíôáé áðü Ýíá åðßðåäï Ó, íá äåßîåôå üôé ïé

åíôüò åíôáëëÜî äßåäñåò ãùíßåò åßíáé ßóåò êáé

ïé åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ðáñáðëçñùìáôéêÝò. ii)

Áí ôá åðßðåäá Ð êáé Ñ ôÝìíïíôáé áðü ôï

åðßðåäï Ó êáôÜ åõèåßåò ðáñÜëëçëåò êáé

ó÷çìáôßæïõí ìå áõôü ôéò åíôüò åíáëëÜî

äßåäñåò ãùíßåò ßóåò, Þ ôéò åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ

ðáñáðëçñùìáôéêÜ, íá äåßîåôå üôé ôá åðßðåäá

Ð êáé Ñ åßíáé ðáñÜëëçëá.

3 Äßíïíôáé ôï óôñåâëü ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ êáé ôá

ìÝóá Ì, Í áíôßóôïé÷á ôùí áðÝíáíôé ðëåõñþí

ôïõ ÂÃ êáé ÁÄ. Íá äåßîåôå üôé áðü ôçí åõèåßá

ÌÍ äéÝñ÷åôáé Ýíá êáé ìüíï Ýíá åðßðåäï

ðáñÜëëçëï óôçí åõèåßá ÁÂ. Íá äåßîåôå

áêüìç üôé ç åõèåßá ÃÄ åßíáé ðáñÜëëçëç óôï

åðßðåäï áõôü.

4 Äßíïíôáé äýï ßóá ïñèïãþíéá ÁÂÃÄ êáé ÅÂÃÆ,

ðïõ âñßóêïíôáé óå äéáöïñåôéêÜ åðßðåäá.

¸óôù Ï1 êáé Ï2 áíôßóôïé÷á ïé ôïìÝò ôùí

äéáãùíßùí ôùí ÁÂÃÄ êáé ÅÂÃÆ. Íá äåßîåôå

üôé: i) ïé åõèåßåò Ï1Ï2 êáé ÂÃ åßíáé ïñèï-

ãþíéåò, ii) ç åõèåßá ðïõ åíþíåé ôá ìÝóá Ì, Í

áíôßóôïé÷á ôùí ÂÃ êáé Ï1Ï2 åßíáé ç êïéíÞ

êÜèåôç ôùí åõèåéþí ÂÃ êáé Ï1Ï2 êáé ó÷çìá-

ôßæåé ßóåò ãùíßåò ìå ôéò åõèåßåò ÁÂ êáé ÂÅ.

5 Èåùñïýìå ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ êáé ôá

ôìÞìáôá ÁÁ~=5, ÂÂ~=8, ÃÃ~=9, ÄÄ~=6, þóôå

ôá Á~, Â~, Ã~, Ä~ íá åßíáé ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôïõ

åðéðÝäïõ ÁÂÃÄ êáé ÁÁ~//ÂÂ~//ÃÃ~/?ÄÄ~. Íá

äåßîåôå üôé: i) (ÁÁ~,ÄÄ~)//(ÂÂ~,ÃÃ~) êáé

(ÁÁ~,ÂÂ~)//(ÃÃ~,ÄÄ~), ii) ôï Á~Â~Ã~Ä~ åßíáé

ðáñáëëçëüãñáììï.

6
Äßíåôáé äßåäñç ãùíßá Ð åÐ

1 2

�

êáé ï äé÷ïôüìï

åðßðåäü ôçò Ñ. Áí ìßá åõèåßá ôÝìíåé ôéò Ýäñåò

Ð1, Ð2 óôá Á, Â áíôßóôïé÷á êáé ôï Ñ ôï Ó, íá

äåßîåôå üôé
ÓÁ

ÓÂ

ÁÁ

ÂÂ
�

�

�
, üðïõ Á~, Â~ åßíáé ïé

ðñïâïëÝò ôùí Á êáé Â óôçí å.

7 Äßíåôáé êýêëïò (Ï,R) êáé óå óçìåßï ôïõ Á Ýíá

åöáðôüìåíï ôìÞìá ÁÂ= 6R. ÐÜíù óôçí

êÜèåôç ðñïò ôï åðßðåäï ôïõ êýêëïõ óôï Ï

ðáßñíïõìå ôìÞìá ÏÃ=3R. Íá õðïëïãßóåôå ôï

ôìÞìá ÂÃ.

8 Äßíïíôáé äýï åðßðåäá p, q ôåìíüìåíá êáôÜ ôçí

åõèåßá xy êáé ìßá åõèåßá ÁÂ áóõìâ´ôùò

êáèåôç ðñïò ôç xy, ÷ùñßò íá åßíáé êÜèåôç óôá

åðßðåäá p, q. Íá åîåôÜóåôå áí ïé ðñïâïëÝò

ôïõò Á~Â~ êáé Á~~Â~~ óôá äýï áõôÜ åðßðåäá

åßíáé óõíåðßðåäåò Þ áóýìâáôåò.

9 Íá âñåßôå ôï ãåùìåôñéêü ôüðï ôùí óçìåßùí Ì

ôïõ ÷þñïõ ðïõ éêáíïðïéïýí ôçí éóüôçôá

ÁÌ
2
–ÂÌ

2
=ë

2
, üðïõ Á, Â óôáèåñÜ óçìåßá êáé

ë óôáèåñü åõèýãñáììï ôìÞìá.

10 Äßíåôáé êýêëïò Ê óôï åðßðåäï p êáé Ýíá

óçìåßï Á åêôüò ôïõ åðéðÝäïõ. Íá âñåßôå ôç

ìéñêüôåñç êáé ìåãáëýôåñç áðüóôáóç ôïõ Á

áðü ôá óçìåßá ôïõ êýêëïõ.
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ13
ïõ

ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

1 Åßíáé óùóôÞ Þ ëáíèáóìÝíç êÜèå ðñüôáóç

áðü ôéò áêüëïõèåò;

á) Áí äõï åðßðåäá åßíáé ðáñÜëëçëá, ôüôå

êÜèå åõèåßá ôïõ åíüò åßíáé ðáñÜëëçëç ìå ôï

Üëëï åðßðåäï.

� Óùóôü � ËÜèïò

â) Áí äõï åðßðåäá åßíáé ðáñÜëëçëá, ôüôå êÜèå

åõèåßá ôïõ åíüò åßíáé ðáñÜëëçëç ìå êÜèå

åõèåßá ôïõ Üëëïõ.

� Óùóôü � ËÜèïò

ã) Äýï åðßðåäá êÜèåôá óå ìéá åõèåßá åßíáé

ìåôáîý ôïõò ðáñÜëëçëá.

� Óùóôü � ËÜèïò

ä) Ç ãùíßá åõèåßáò êáé åðéðÝäïõ äåí ìðïñåß

íá åßíáé áìâëåßá.

� Óùóôü � ËÜèïò

å) Ç ðñïâïëÞ åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò óå

åðßðåäï åßíáé åõèýãñáììï ôìÞìá ßóï ìå ôï

áñ÷éêü.

� Óùóôü � ËÜèïò

óô) Áí äõï äßåäñåò åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò

êáé åöåîÞò ôá çìéåðßðåäá ðïõ ôéò äé÷ïôïìïýí

åßíáé êÜèåôá.

� Óùóôü � ËÜèïò

æ) Áí ìéá åõèåßá å ôÝìíåé Ýíá åðßðåäï Ð, ôüôå

äåí åßíáé ðáñÜëëçëç ìå êáìßá åõèåßá ôïõ Ð.

� Óùóôü � ËÜèïò

ç) Áí ôï êÝíôñï åíüò êýêëïõ áíÞêåé ó' Ýíá

åðßðåäï, ôüôå ï êýêëïò áõôüò èá Ý÷åé

ôïõëÜ÷éóôïí äõï êïéíÜ óçìåßá ìå ôï åðßðåäï.

� Óùóôü � ËÜèïò

è) Áí äõï åðßðåäá Ð êáé Q åßíáé êÜèåôá êáé

ìéá åõèåßá å åßíáé êÜèåôç óôï Ð, èá åßíáé

ðáñÜëëçëç ìå ôï Q.

� Óùóôü � ËÜèïò

é) Áí ãéá ôá óçìåßá Á, Â, Ã, Ä ôïõ ÷þñïõ

éó÷ýïõí ÁÂ//ÃÄ êáé ÂÃ//ÁÄ, ôüôå ôï ôåôñÜ-

ðëåõñï ÁÂÃÄ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï.

� Óùóôü � ËÜèïò

éá) Áí ãéá ôá óçìåßá Á, Â, Ã, Ä ôïõ ÷þñïõ

éó÷ýåé ÁÂ=ÃÄ êáé ÂÃ=ÃÄ, ôüôå ôï ÁÂÃÄ åßíáé

ðáñáëëçëüãñáììï.

� Óùóôü � ËÜèïò

2 ¸íáò êýêëïò áí Ý÷åé ôñßá ôïõëÜ÷éóôïí êïéíÜ

óçìåßá ìå Ýíá åðßðåäï èá Ý÷åé üëá ôïõ ôá

óçìåßá ðÜíù óôï åðßðåäï áõôü; Íá áðáíôÞóåôå

óôçí ßäéá åñþôçóç ãéá Ýíá ðïëýãùíï.

3 Ôá ìåóïêÜèåôá åðßðåäá ôùí ðëåõñþí åíüò

ôñéãþíïõ ôé èÝóç Ý÷ïõí ìåôáîý ôïõò;

4 Ç ðëåõñÜ ÂÃ åíüò éóüðëåõñïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ

ðëåõñÜò 12, áíÞêåé ó' Ýíá åðßðåäï Ð êáé ç

êïñõöÞ Á âñßóêåôáé åêôüò ôïõ åðéðÝäïõ. Áí ç

áðüóôáóç ôïõ Á áðü ôï åðßðåäï åßíáé 3 3,

ðïéá ãùíßá ó÷çìáôßæåé ôï åðßðåäï (Ð) ìå ôï

åðßðåäï ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ;

5 Áí äõï éóïóêåëÞ ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÄÂÃ Ý÷ïõí

êïéíÞ âÜóç ÂÃ êáé äå âñßóêïíôáé óôï ßäéï

åðßðåäï, ôüôå ç ÁÄ èá åßíáé ïñèïãþíéá ìå ôç ÂÃ.

6 Óôï êÝíôñï Ï åíüò ðáñáëëçëïãñÜììïõ ÁÂÃÄ

õøþíïõìå ôìÞìá ÏÅ êÜèåôï óôï åðßðåäï ôïõ

ðáñáëëçëïãñÜììïõ. Ôï óçìåßï Å éóáðÝ÷åé

áðü ôéò ôÝóóåñéò êïñõöÝò; ÉóáðÝ÷åé áðü ïñé-

óìÝíåò; Óå ðïéá ðåñßðôùóç èá éóáðÝ÷åé êáé

áðü ôéò ôÝóóåñéò;

7 Áí äõï åõèåßåò ó÷çìáôßæïõí ôçí ßäéá êëéóç ìå

Ýíá åðßðåäï, èá åßíáé ìåôáîý ôïõò

ðáñÜëëçëåò;

341

Ç ðáñáëëçëßá êáé ç êáèåôüôçôá óôï ÷þñï

å
ñ

ù
ôÞ

óåéò-áóêÞ
ó
å
éò12.2

Â

Ã

Á

Ð)



Ìå ôï 12ï êåöÜëáéï ðåñÜóáìå áðü ôï åðßðåäï ôùí äýï óôï ÷þñï

ôùí ôñéþí äéáóôÜóåùí. Óôçí áñ÷Þ ðåñéãñÜøáìå ôçí Ýííïéá ôïõ åðéðÝäïõ

êáé áíáöÝñáìå ôïõò ôñüðïõò ìå ôïõò ïðïßïõò ìðïñåß íá ðñïóäéïñéóôåß

Ýíá åðßðåäï (äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò, äýï ôåìíüìåíåò åõèåßåò, ìßá

åõèåßá êáé Ýíá óçìåßï åêôüò áõôÞò, ôñßá óçìåßá ìç óõíåõèåéáêÜ).

Áêïëïýèçóáí ïñéóìÝíåò ðáñáôçñÞóåéò ðïõ äéáöïñïðïéïýóáí

ìåñéêÝò ðñïôÜóåéò ôçò åðéðåäïìåôñßáò óôç óôåñåïìåôñßá. Äéåõêñé-

íßóáìå ôéò ó÷åôéêÝò èÝóåéò óôï ÷þñï ìåôáîý óçìåßùí - åõèåéþí -

åðéðÝäùí êáé åßäáìå: åõèåßá íá áíÞêåé óå åðßðåäï, åõèåßá íá ôÝìíåé

åðßðåäï êáé åõèåßá íá åßíáé ðáñÜëëçëç ìå åðßðåäï. ÌåëåôÞóáìå ôéò

áóýìâáôåò åõèåßåò, ðïõ áðïôåëïýí ìßá íÝá ó÷Ýóç (äýï åõèåßåò ðïõ äåí

áíÞêïõí óôï ßäéï åðßðåäï).

¼óïí áöïñÜ ôá äýï åðßðåäá, ãíùñßóáìå ôá ðáñÜëëçëá êáé ôá

ôåìíüìåíá.
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Ç åðüìåíç ðáñÜãñáöïò áöéåñþèçêå óôçí êáèåôüôçôá åõèåßáò êáé

åðéðÝäïõ. Áðïäåßîáìå ôá ó÷åôéêÜ èåùñÞìáôá ôùí ôñéþí êáèÝôùí. Óôç

óõíÝ÷åéá åîåôÜóáìå ôçí êáèåôüôçôá ìåôáîý åðéðÝäùí, üðùò åðßóçò êáé

ôéò ïñèïãþíéåò åõèåßåò.

Ç ðáñáëëçëßá Þôáí ôï åðüìåíï èÝìá ðïõ áíáðôýîáìå óôï

êåöÜëáéï áõôü. Áðïäåßîáìå ôá ó÷åôéêÜ èåùñÞìáôá ìåôáîý ôùí ïðïßùí

êáé ôï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ óôï ÷þñï.

Êáôüðéí áó÷ïëçèÞêáìå ìå ôçí Ýííïéá ôçò áðüóôáóçò óçìåßïõ áðü

åðßðåäï, ðáñáëëÞëùí åðéðÝäùí.

Ìå ôç âïÞèåéá ôçò Ýííïéáò ôçò ðñïâïëÞò åõèåßáò óå åðßðåäï,

êáèïñßóáìå ôéò äéÜöïñåò ãùíßåò óôï ÷þñï: ãùíßá åõèåßáò êáé åðéðÝäïõ,

ãùíßá áóýìâáôùí åõèåéþí êáé ãùíßá äýï åðéðÝäùí. Ãéá ôéò äýï

ôåëåõôáßåò åîåôÜóáìå êáé ôçí ðåñßðôùóç íá åßíáé ïñèÝò, ïðüôå ïé

áóýìâáôåò ïíïìÜæïíôáé ïñèïãþíéåò êáé ôá åðßðåäá êÜèåôá.
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