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ÌÅÔÑÇÓÇ ÊÕÊËÏÕ

11.1 ÊáíïíéêÜ ðïëýãùíá

11.1.1¸ííïéá êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ

Óôï 3
ï

êåöÜëáéï ïíïìÜóáìå éóüðëåõñï ôñßãùíï ôï ôñßãùíï ðïõ

Ý÷åé êáé ôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõ ßóåò ìåôáîý ôïõò êáé áðïäåßîáìå óôç

óõíÝ÷åéá üôé ôï éóüðëåõñï ôñßãùíï Ý÷åé êáé ôéò ôñåéò ãùíßåò ôïõ ßóåò

ìåôáîý ôïõò.

Óôï 5
ï

êåöÜëáéï ìåëåôÞóáìå ôéò éäéüôçôåò ôïõ ôåôñáãþíïõ êáé

äéáðéóôþóáìå üôé ôï ôåôñÜãùíï Ý÷åé üëåò ôéò ðëåõñÝò ôïõ êáé üëåò ôéò

ãùíßåò ôïõ ßóåò ìåôáîý ôïõò.

Ôï éóüðëåõñï ôñßãùíï êáé ôï ôåôñÜãùíï Þôáí ôá ìüíá, áðü ôá

äéÜöïñá åßäç ôñéãþíùí êáé ôåôñáðëåýñùí ðïõ ìåëåôÞóáìå, ôá ïðïßá

äéáèÝôïõí ôçí éäéüôçôá áõôÞ, äçëáäÞ Ý÷ïõí üëåò ôéò ðëåõñÝò ôïõò êáé

üëåò ôéò ãùíßåò ôïõò ßóåò ìåôáîý ôïõò.

Ôï åðüìåíï èåþñçìá ìáò åîáóöáëßæåé ôçí ýðáñîç (ü÷é üìùò

áðáñáßôçôá êáé ôçí êáôáóêåõÞ ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç) êáé Üëëùí

ðïëõãþíùí ì' áõôÞ ôçí éäéüôçôá.

Áí ÷ùñßóïõìå Ýíáí êýêëï óå í ßóá ôüîá, ôüôå ôá Üêñá áõôþí

ôùí ôüîùí åßíáé êïñõöÝò ðïëõãþíïõ, ðïõ Ý÷åé üëåò ôéò

ðëåõñÝò ôïõ êáé üëåò ôéò ãùíßåò ôïõ ßóåò ìåôáîý ôïõò.

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå óå Ýíá êýêëï (Ï,R) ôá í óçìåßá Á1,Á2,...Áí, ôÝôïéá,

þóôå Á Á Á Á Á Á1 2 2 3 í 1

� � �

� �� . Ïé ðëåõñÝò ôïõ ðïëõãþíïõ Á1Á2...Áí

åßíáé ßóåò ùò ÷ïñäÝò ßóùí ôüîùí. Åðßóçò ïé ãùíßåò ôïõ åßíáé ßóåò ùò
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åããåãñáììÝíåò ðïõ ç êáèåìéÜ âáßíåé óå ôüîï (í 2)
360

í
�

�
. ¢ñá ôï

ðïëýãùíï Á1Á2...Áí Ý÷åé üëåò ôéò ðëåõñÝò ôïõ êáé üëåò ôéò ãùíßåò ôïõ

ßóåò ìåôáîý ôïõò. �

¸íá ðïëýãùíï, ðïõ Ý÷åé üëåò ôéò ðëåõñÝò ôïõ êáé üëåò ôéò

ãùíßåò ôïõ ßóåò ìåôáîý ôïõò, ïíïìÜæåôáé êáíïíéêü.

Óå Ýíá êáíïíéêü í-ãùíï êáèåìéÜ áðü ôéò ßóåò ãùíßåò óõìâï-

ëßæåôáé ìå ö
�

í .

Óå êÜèå êáíïíéêü í-ãùíï éó÷ýåé ö 180
360

í
í

�

� ��
�
.

Áðüäåéîç

Ãíùñßæïõìå áðü ôï 4
ï

êåöÜëáéï üôé ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí

åíüò í-ãþíïõ åßíáé (2í–4) ïñèÝò Þ 180�í–360�. ¢ñá, êÜèå ãùíßá ö
�

í

åíüò êáíïíéêïý í-ãþíïõ åßíáé

ö
1

í
(180 í 360 ) 180

360

í
í

�

� � � � � ��
�

�

Ç åîùôåñéêÞ ãùíßá åíüò êáíïíéêïý í-ãþíïõ åßíáé ßóç ìå
360

í

�
.

Áí ÷ùñßóïõìå Ýíáí êýêëï óå í ßóá ôüîá êáé öÝñïõìå ôéò

åöáðôüìåíåò ôïõ êýêëïõ óôá Üêñá áõôþí ôùí ôüîùí, ôüôå ôï

í-ãùíï ðïõ ó÷çìáôßæåôáé åßíáé êáíïíéêü.

Áðüäåéîç

¸óôù Â1Â2...Âí ôï í-ãùíï, ðïõ ó÷çìáôßæåôáé, üôáí öÝñïõìå ôéò

åöáðôüìåíåò ôïõ êýêëïõ (Ï,R) óôá óçìåßá Á1, Á2, ..., Áí.

Ôá ôñßãùíá Á1Â1Á2, Á2Â2Á3, ..., ÁíÂíÁ1 Ý÷ïõí ßóåò ôéò ðëåõñÝò

ôïõò Á1Á2, Á2Á3, ..., ÁíÁ1 ùò ÷ïñäÝò ßóùí ôüîùí êáé ôéò

ðñïóêåßìåíåò ãùíßåò ôùí ðëåõñþí áõôþí ßóåò, ùò ãùíßåò õðü

÷ïñäÞò êáé åöáðôïìÝíçò ðïõ êáèåìéÜ âáßíåé óå ôüîï ßóï ðñïò ôï
1

í
ôïõ êýêëïõ. ¢ñá, ôá ôñßãùíá áõôÜ åßíáé ßóá êáé éóïóêåëÞ, ïðüôå

Â Â ... Â1 2 í

� � �

� � � êáé Á1Â1=Â1Á2=Á2Â2=...=ÂíÁ1=á. ¢ñá, ôï

í-ãùíï Â1Â2...Âí Ý÷åé üëåò ôéò ðëåõñÝò ôïõ ßóåò ìåôáîý ôïõò, áöïý

êáèåìéÜ åßíáé ßóç ðñïò 2á êáé üëåò ôéò ãùíßåò ôïõ ßóåò ìåôáîý ôïõò.
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11.1

ÅðïìÝíùò ôï Â1Â2...Âí åßíáé êáíïíéêü. �

ÐáñáôÞñçóç

Ôï ðïëýãùíï Á1Á2...Áí ïíïìÜæåôáé åããåãñáììÝíï óôïí êýêëï

(Ï,R) êáé ôï ðïëýãùíï Â1Â2...Âí ðåñéãåãñáììÝíï óôïí êýêëï

(Ï,R). ÊáèåìéÜ áðü ôéò ßóåò ðëåõñÝò ôïõ í-ãþíïõ Á1Á2...Áí

óõìâïëßæåôáé ìå ëí , åíþ êáèåìéÜ áðü ôéò ßóåò ðëåõñÝò ôïõ í-ãþíïõ

Â1Â2...Âí óõìâïëßæåôáé ìå �ë í
.

Áí Á1Á2...Áí êáíïíéêü í-ãùíï åããåãñáììÝíï óå êýêëï (Ï,R)

êáé Ì1, Ì2, ..., Ìí ôá ìÝóá ôùí ôüîùí Á Á1 2

�

, Á Á2 3

�

, ..., Á Áí 1

�

, íá

áðïäåßîåôå üôé ôï 2í-ãùíï Á1Ì1Á2Ì2Á3...Ìí åßíáé êáíïíéêü.

11.1.2Éäéüôçôåò êáíïíéêþí ðïëõãþíùí

Óôï éóüðëåõñï ôñßãùíï ôï ðåñßêåíôñï êáé ôï Ýãêåíôñï óõìðß-

ðôïõí, Üñá ï ðåñéãåãñáììÝíïò êáé ï åããåãñáììÝíïò ôïõ êýêëïò

åßíáé ïìüêåíôñïé.

Èá áðïäåßîïõìå óôç óõíÝ÷åéá üôé ç éäéüôçôá áõôÞ ãåíéêåýåôáé

ãéá üëá ôá êáíïíéêÜ ðïëýãùíá.

ÊÜèå êáíïíéêü ðïëýãùíï åããñÜöåôáé ó' Ýíáí êýêëï êáé

ðåñéãñÜöåôáé ó' Ýíáí Üëëï, ïìüêåíôñï ôïõ ðñþôïõ.

Áðüäåéîç

¸óôù ÁÂÃÄÅ... êáíïíéêü ðïëýãùíï. Áí öÝñïõìå ôéò äé÷ï-

ôüìïõò ôùí äéáäï÷éêþí ãùíéþí ôïõ Â
�

êáé Ã
�

, áõôÝò ôÝìíïíôáé (ãéáôß

Â

2

Ã

2

Â Â

2
Â 180

360

í
180

� � � �

�

� �
�

� � ��
�

� �) óôï óçìåßï Ï. Áí ôþñá

åíþóïõìå ôï Ï ìå ôçí êïñõöÞ Ä, ôá ôñßãùíá ÏÂÃ êáé ÏÃÄ åßíáé ßóá,

ãéáôß Ý÷ïõí ÂÃ=ÃÄ, ÏÃ êïéíÞ êáé Ã Ã
� �

1 2� . ¢ñá Ä Ã
� �

1 1� Þ Ä
Ä

2

�

�

1 �
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11.2

(Ã Ä
� �

� åðåéäÞ ôï ðïëýãùíï ÁÂÃÄ... åßíáé êáíïíéêü). ÅðïìÝíùò, ç

ÏÄ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò Ä
�

, ïðüôå ïé ôñåéò äé÷ïôüìïé ôùí Â
�

, Ä
�

êáé Å
�

óõíôñÝ÷ïõí óôï Ï ê.ï.ê. ÅðïìÝíùò, ïé äé÷ïôüìïé üëùí ôùí ãùíéþí

ôïõ ÁÂÃÄÅ... óõíôñÝ÷ïõí óôï Ï êáé ìÜëéóôá áðü ôéò éóüôçôåò ôùí

ôñéãþíùí ÏÂÃ, ÏÃÄ, ... Ý÷ïõìå:

ÏÂ=ÏÃ=ÏÄ=ÏÅ=...=ÏÁ.

¢ñá ôï Ï åßíáé êÝíôñï êýêëïõ ðïõ äéÝñ÷åôáé áð' üëåò ôéò êïñõöÝò

ôïõ êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ. ÅðåéäÞ üìùò ïé ÷ïñäÝò ÂÃ, ÃÄ, ... åßíáé

ßóåò, èá åßíáé ßóá êáé ôá áíôßóôïé÷á áðïóôÞìáôÜ ôïõò ÏÂ, ÏÃ, .... ¢ñá ôï

Ï åßíáé êáé êÝíôñï åíüò êýêëïõ ðïõ åöÜðôåôáé ó' üëåò ôéò ðëåõñÝò ôïõ

ðïëõãþíïõ. �

Ôï êïéíü êÝíôñï ôïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ êáé ôïõ åããå-

ãñáììÝíïõ êýêëïõ åíüò êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ ïíïìÜæåôáé

êÝíôñï ôïõ ðïëõãþíïõ.

Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá, ðïõ Ý÷åé Üêñá ôï êÝíôñï êáé ìéá êï-

ñõöÞ ôïõ êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ, äçëáäÞ ç áêôßíá R ôïõ

ðåñéãåãñáììÝíïõ êýêëïõ, ïíïìÜæåôáé áêôßíá ôïõ ðïëõãþíïõ.

Ç áðüóôáóç ôïõ êÝíôñïõ ôïõ êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ áðü ìßá

ðëåõñÜ ôïõ, äçëáäÞ ç áêôßíá ôïõ åããåãñáììÝíïõ êýêëïõ,

ïíïìÜæåôáé áðüóôçìá ôïõ ðïëõãþíïõ êáé óõìâïëßæåôáé ìå áí.

Ç ãùíßá, ðïõ ó÷çìáôßæåôáé áðü äýï áêôßíåò ôïõ êáíïíéêïý

ðïëõãþíïõ ðïõ êáôáëÞãïõí óôá Üêñá ôçò ßäéáò ðëåõñÜò,

äçëáäÞ ç ãùíßá ðïõ ó÷çìáôßæåôáé áðü äýï äéáäï÷éêÝò

áêôßíåò, ïíïìÜæåôáé êåíôñéêÞ ãùíßá, óõìâïëßæåôáé ìå ùí

�

êáé

éó÷ýåé ù
360

í
í

�

�
�
.

Íá áðïäåßîåôå üôé:

á) Ç êåíôñéêÞ ãùíßá êáé ç ãùíßá åíüò êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ

åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

â) Ç åîùôåñéêÞ ãùíßá åíüò êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ åßíáé ßóç ìå

ôçí êåíôñéêÞ ôïõ ãùíßá.
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Äýï êáíïíéêÜ ðïëýãùíá ìå ôïí ßäéï áñéèìü ðëåõñþí åßíáé

üìïéá êáé ï ëüãïò ïìïéüôçôÜò ôïõò éóïýôáé ìå ôï ëüãï ôùí

áðïóôçìÜôùí ôïõò êáé ìå ôï ëüãï ôùí áêôßíùí ôïõò.

Áðüäåéîç

¸óôù ëí , �ë í
ïé ðëåõñÝò êáé ö

�

í , �öí

�

ïé ãùíßåò áíôßóôïé÷á äýï

êáíïíéêþí í-ãþíùí. Ôüôå

• ö 180
360

í
öí í

� �

� ��
�

� �

•
ÁÂ

Á Â

ÂÃ

Â Ã

ë

ë

í

í
�

�
� �

� �
�

�

¢ñá, ôá äýï ðïëýãùíá Ý÷ïõí ôéò áíôßóôïé÷åò ãùíßåò ôïõò ßóåò

êáé ôéò ðëåõñÝò ôïõò áíÜëïãåò êáé óõíåðþò åßíáé üìïéá.

¸óôù Ï, Ï~ ôá êÝíôñá ôùí êáíïíïíéêþí í-ãþíùí, áí , �áí
ôá

áðïóôÞìáôá êáé R , R~ ïé áêôßíåò ôùí êáíïíéêþí í-ãþíùí, ôüôå ôá

ôñßãùíá ÏÁÂ êáé Ï~Á~Â~ åßíáé éóïóêåëÞ êáé üìïéá,

ïðüôå
ë

ë

ÏÊ

Ï Ê

ÏÁ

Ï Á

í

í
�

�
� �

�
� �

Þ
ë

ë

á

á

R

R

í

í

í

í
�

�
�

�
�

�

Óå êÜèå êáíïíéêü í-ãùíï åããåãñáììÝíï óå êýêëï áêôßíáò R

éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò:

á)
ë

2
á Rí

2

í

2 2�

�
	




�
� � � , â) Ñí=í
ëí

ã) Å
1

2
Ñ á

í í í
� 
 ,

üðïõ Ñí ç ðåñßìåôñïò êáé Åí ôï åìâáäü ôïõ ðïëõãþíïõ.

Áðüäåéîç

á) Óôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÏÂÊ óýìöùíá ìå ôï Ðõèáãüñåéï

èåþñçìá Ý÷ïõìå

ÂÊ
2
+ÏÊ

2
=ÏÂ

2
Þ

ëí

2
á R

2

í

2 2�

�
	




�
� � �

â) Ç ðåñßìåôñïò ôïõ êáíïíéêïý í-ãþíïõ åßíáé

Ñ ÁÂ ÂÃ ÍÁ ë ë ë í ëí í í í

í öïñÝò

í� � � � � � � � � 
� �
� ��� ���

ã) Ôï êáíïíéêü ðïëýãùíï ÁÂ...Í ìå í-ðëåõñÝò ÷ùñßæåôáé óå í ßóá

éóïóêåëÞ ôñßãùíá.
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Éó÷ýåé Å=ÅÏÁÂ+ÅÏÂÃ+...+ÅÏÍÁ Þ Å=í
ÅÏÂÃ Þ

Åí=í
1

2
ë áí í
 
 Þ Å í ë áí í í� 
 


1

2
Þ Åí� 


1

2
Ñ áí í

�

11.1.3 ÅããñáöÞ ôåôñáãþíïõ, êáíïíéêïý

åîáãþíïõ, éóïðëåýñïõ ôñéãþíïõ êáé

êáíïíéêïý äåêáãþíïõ óå êýêëï

Ðñüâëçìá 11.1

Óå äïóìÝíï êýêëï (Ï,R) íá åããñáöåß ôåôñÜãùíï.

ÁíÜëõóç

¸óôù üôé åããñÜøáìå Ýíá ôåôñÜãùíï ÁÂÃÄ óå êýêëï (Ï,R).

ÅðåéäÞ ÁÂ=ÂÃ=ÃÄ=ÄÁ, ôá ôüîá ÁÂ
�

, ÂÃ
�

, ÃÄ
�

êáé ÄÁ
�

åßíáé ßóá ìåôáîý

ôïõò êáé ôï êáèÝíá Ý÷åé ìÝôñï 90�. ¢ñá ïé äéáãþíéåò ÁÃ êáé ÂÄ åßíáé

äéÜìåôñïé ôïõ (Ï,R) .

Óýíèåóç

Óôïí êýêëï (Ï,R) öÝñïõìå äýï êÜèåôåò ìåôáîý ôïõò äéáìÝôñïõò

ÁÃ êáé ÂÄ êáé ôéò ÷ïñäÝò ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ, ÄÁ. Ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ ðïõ

ó÷çìáôßóôçêå åßíáé ôï æçôïýìåíï.

Áðüäåéîç

Ôá Üêñá Á, Â, Ã, Ä ôùí êÜèåôùí äéáìÝôñùí ÁÃ, ÂÄ ÷ùñßæïõí ôïí

êýêëï (Ï,R) óå ôÝóóåñá ßóá ôüîá. ¢ñá óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 11.1

ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ åßíáé êáíïíéêü, óõíåðþò ôåôñÜãùíï.

Äéåñåýíçóç

Ôï ðñüâëçìá Ý÷åé ðÜíôïôå ëýóç. Ôá æåýãç ôùí êÜèåôùí

äéáìÝôñùí åßíáé Üðåéñá. ¢ðåéñá åßíáé êáé ôá ôåôñÜãùíá ðïõ

ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå. ÅðåéäÞ üìùò, üëá ôá ôåôñÜãùíá ðïõ

êáôáóêåõÜæïíôáé óôï óõãêåêñéìÝíï êýêëï åßíáé ìåôáîý ôïõò ßóá,

èåùñïýìå üôé Ý÷ïõìå ìßá ëýóç óôï ðñüâëçìá.

Ç ðëåõñÜ ë4 êáé ôï áðüóôçìá á4 ôïõ åããåãñáììÝíïõ óå êýêëï

áêôßíáò R ôåôñáãþíïõ äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò:

ë 2R
4

� êáé á
2

2
R

4
�
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11.3

Áðüäåéîç

Áðü ôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÏÂ ðñïêýðôåé

ë4=ÁÂ=R 2 êáé á OÊ
1

2
AB

1

2
R 24 � � �

�

Óôçñéæüìåíïé óôç äñáóôçñéüôçôá 11.1, íá êáôáóêåõÜóåôå

êáíïíéêü 8-ãùíï, êáíïíéêü 16-ãùíï, ..., êáíïíéêü 2
ê
-ãùíï.

Ðñüâëçìá 11.2

Óå äïóìÝíï êýêëï (Ï,R) íá åããñáöåß êáíïíéêü åîÜãùíï.

ÁíÜëõóç

¸óôù üôé åããñÜøáìå Ýíá êáíïíéêü åîÜãùíï ÁÂÃÄÅÆ óå êýêëï

(Ï,R). ÅðåéäÞ ÁÂ=ÂÃ=...=ÆÁ, ôá ôüîá ÁÂ
�

, ÂÃ
�

, ..., ÆÁ
�

åßíáé ßóá

ìåôáîý ôïõò êáé ôï êáèÝíá Ý÷åé ìÝôñï 60�. ÅðïìÝíùò ÁÏÂ
�

� �60 . Ôï

éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÏÂ (ÏÁ=ÏÂ=R) åßíáé éóüðëåõñï, Üñá ÁÂ=R.

ÊáôáóêåõÞ

Ôïðïèåôïýìå óôïí êýêëï Ýîé äéáäï÷éêÝò ÷ïñäÝò ÁÂ, ÂÃ, ..., ÆÁ

ßóåò ìå R. ÅðåéäÞ óôçí êáèåìéÜ áíôéóôïé÷åß ôüîï 60�, ôï ðïëýãùíï

ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé åîÜãùíï.

Áðüäåéîç

Óôçí êáôáóêåõÞ ðåôý÷áìå ôï ÷ùñéóìü êýêëïõ óå 6 ßóá ôüîá,

Üñá óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 11.1 ôï åîÜãùíï ìáò åßíáé êáíïíéêü.

Äéåñåýíçóç

Ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Üðåéñá êáíïíéêÜ åîÜãùíá ßóá

ìåôáîý ôïõò. ¢ñá èåùñïýìå üôé Ý÷ïõìå ìßá ëýóç.

Ç ðëåõñÜ ë6 êáé ôï áðüóôçìá á6 ôïõ åããåãñáììÝíïõ óå êýêëï

áêôßíáò R êáíïíéêïý åîáãþíïõ äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò:

ë6=R êáé á
3

2
R

6
�
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11.4

Áðüäåéîç

Áðü ôçí áíÜëõóç ðñïÝêõøå ë6=ÁÂ=R. Åöáñìüæïíôáò ôï

Ðõèáãüñåéï èåþñçìá óôï ôñßãùíï ÁÏÊ Ý÷ïõìå:

á
3

2
R6 �

�

Óôçñéæüìåíïé óôç äñáóôçñéüôçôá 11.1 íá êáôáóêåõÜóåôå

êáíïíéêü 12-ãùíï, êáíïíéêü 24-ãùíï, ..., êáíïíéêü (3
2ê
)-ãùíï.

Ðñüâëçìá 11.3

Óå äïóìÝíï êýêëï (Ï,R) íá åããñáöåß éóüðëåõñï ôñßãùíï.

ÁíÜëõóç

¸óôù üôé åããñÜøáìå Ýíá éóüðëåõñï ôñßãùíï ÁÃÅ óå êýêëï (Ï,R).

ÅðåéäÞ ÁÃ=ÃÅ=ÅÁ, ôá ôüîá ÁÃ
�

, ÃÅ
�

, ÅÁ
�

åßíáé ßóá ìåôáîý ôïõò êáé ôï

êáèÝíá Ý÷åé ìÝôñï 120�, äçëáäÞ åßíáé äéðëÜóéï ôïõ ôüîïõ ðïõ Ý÷åé

÷ïñäÞ ôçí ðëåõñÜ ôïõ åããåãñáììÝíïõ êáíïíéêïý åîáãþíïõ.

ÊáôáóêåõÞ

×ùñßæïõìå ôïí êýêëï óå 6 ßóá ôüîá ÁÂ
�

=ÂÃ
�

=...=ÆÁ
�

óýìöùíá

ìå ôï ðñüâëçìá 11.2. Áí åíþóïõìå áíÜ äýï ôá Üêñá ôïõò,

ðñïêýðôïõí ôá éóüðëåõñá ôñßãùíá ÁÃÅ êáé ÄÆÂ.

Áðüäåéîç

ÐñïöáíÞò.

Äéåñåýíçóç

ÐñïöáíÞò

Ç ðëåõñÜ ë3 êáé ôï áðüóôçìá á3 ôïõ åããåãñáììÝíïõ óå êýêëï

áêôßíáò R éóïðëåýñïõ ôñéãþíïõ äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò:

ë 3R
3

� êáé á
R

2
3

�

Áðüäåéîç

Óôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÏÃÊ ç ãùíßá ÏÃÊ
1

2
60 30

�

� � � �
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11.5

ïðüôå á ÏÊ
1

2
R3 � �

Óýìöùíá ìå ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá óôï ßäéï ôñßãùíï éó÷ýåé

ÃÊ
3R

2
� . ¢ñá ë3=2ÃÊ= 3 R. �

Óôï ó÷Þìá ôï ôüîï ÁÂ
�

åßíáé ôï ôüîï ôïõ éó÷çìåñéíïý ðïõ ìðïñåß

íá êáëýøåé ï ãåùóôáôéêüò äïñõöüñïò Ä. Ç áêôßíá ôçò ãçò åßíáé

6400 km. Ôï êüóôïò êáôáóêåõÞò åíüò ôÝôïéïõ äïñõöüñïõ åßíáé

850.000.000 äïëÜñéá êáé ãéá íá ôåèåß óå ôñï÷éÜ äáðáíþíôáé ãéá

êÜèå ÷éëéüìåôñï ýøïõò 100.000 äïëÜñéá. Ãéá íá êáëýøåé êÜðïéïò

ôçëåðéêïéíùíéáêüò ïñãáíéóìüò üëç ôçí ðåñßìåôñï ôçò ãçò óôïí

éóçìåñéíü, èá ðñÝðåé íá ðñïôéìÞóåé ôç ëýóç ôùí ôñéþí Þ ôùí

ôåóóÜñùí äïñõöüñùí. Äßíåôáé 2 1 41� , .

Ðñüâëçìá 11.4

Óå äïóìÝíï êýêëï (Ï,R) íá åããñáöåß êáíïíéêü äåêÜãùíï.

ÁíÜëõóç

¸óôù üôé åããñÜøáìå êáíïíéêü äåêÜãùíï ÁÂÃ... óå êýêëï

(Ï,R). ÅðåéäÞ ôï ôüîï ÁÂ 36
�

� �, ôüôå ÁÏÂ 36
�

� � êáé

ÏÂÁ ÏÁÂ
1

2
(180 36 ) 72

� �

� � �� � � �

äçëáäÞ ç ãùíßá ÏÂÁ
�

åßíáé äéðëÜóéá ôçò ÏÁÂ
�

. Áí ÁÊ ç äé÷ïôüìïò

ôçò ãùíßáò ÏÁÂ
�

ôüôå

ÂÁÊ 36
�

� � êáé ÁÊÂ 180 72 36 72
�

� �� �� � � �

¢ñá ÁÂ=ÁÊ (1)

Áêüìç ÊÁÏ 36
�

� � ïðüôå êáé ÁÊ=ÏÊ, Üñá ÏÊ=ÁÂ (2)

Óôï ôñßãùíï ÏÁÂ óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôçò åóùôåñéêÞò

äé÷ïôüìïõ éó÷ýåé
ÏÊ

ÊÂ

ÏÁ

ÁÂ
� (3)

¢ðü ôéò ó÷Ýóåéò (1), (2) êáé (3) ðñïêýðôåé üôé

ÏÊ

ÊÂ

ÏÁ

ÏÊ
� Þ ÏÊ

2
=ÊÂ
ÏÁ Þ ÏÊ

2
=ÊÂ
ÏÂ
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11.6

ÅðïìÝíùò ôï Ê ÷ùñßæåé ôçí ÏÂ óå ìÝóï êáé Üêñï ëüãï êáé ôï ÏÊ

åßíáé ôï ìåãáëýôåñï áðü ôá äýï ôìÞìáôá (ðñüâëçìá ÷ñõóÞò ôïìÞò).

ÊáôáóêåõÞ

ÖÝñïõìå ôõ÷áßá áêôßíá ÏÂ êáé ÷ùñßæïõìå áõôÞ óå ìÝóï êáé

Üêñï ëüãï. Ôïðïèåôïýìå ÷ïñäÝò äéáäï÷éêÝò êáé ßóåò ìå ôï

ìåãáëýôåñï áðü ôá äýï ôìÞìáôá ôçò áêôßíáò ÏÂ.

Áðüäåéîç

Áí ÁÂ Ýíá ôüîï áðü ôá ðñïçãïýìåíá êáé Ê ôï óçìåßï ôçò ÏÂ

ðïõ ôç ÷ùñßæåé óå ìÝóï êáé Üêñï ëüãï, äçëáäÞ

ÏÊ

ÊÂ

ÏÂ

ÏÊ
� êáé åðåéäÞ ÏÁ=ÏÂ, Ý÷ïõìå

ÏÊ

ÊÂ

ÏÁ

ÏÊ
�

ÁëëÜ ôá ôñßãùíá ÁÊÂ êáé ÏÁÂ åßíáé üìïéá, Üñá ôï ôñßãùíï ÁÊÂ

åßíáé éóïóêåëÝò êáé ÁÏÂ ÊÁÂ
� �

� . ÅðïìÝíùò ÁÏÂ
�

� �36 ïðüôå ôï

ôüîï ÁÂ
�

åßíáé ôï
1

10
ôïõ êýêëïõ.

Äéåñåýíçóç

ÐñïöáíÞò.

ÐáñáôçñÞóçóç

Áí êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá êáíïíéêü äåêÜãùíï êáé åíþóïõìå áíÜ

äýï ôá Üêñá ôùí ßóùí ôüîùí ðïõ ôï êáèÝíá Ý÷åé ìÝôñï ßóï ìå 36�

ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå êáíïíéêü 5-ãùíï. Äé÷ïôïìþíôáò óôç

óõíÝ÷åéá ôá ôüîá ôùí 36� ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå êáíïíéêü

20-ãùíï êáé óõíå÷ßæïíôáò ôçí ßäéá äéáäéêáóßá ïðïéïäÞðïôå

êáíïíéêü ðïëýãùíï ìå 5
2ê
ðëåõñÝò.

Óôï ôñßãùíï ÏÁÂ ôïõ ðñïçãïõìÝíïõ ðñïâëÞìáôïò 11.4 Ý÷ïõìå

ÏÊ
2
=ÊÂ
ÏÂ Þ ë (R ë )R10

2

10� � (1)

Íá ëýóåôå ôçí åîßóùóç (1), äçëáäÞ íá õðïëïãßóåôå ôçí ðëåõñÜ

ë10 ôïõ êáíïíéêïý äåêáãþíïõ êáé óôç óõíÝ÷åéá ôï áðüóôçìá á10 ôïõ

êáíïíéêïý äåêáãþíïõ.
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¸íá êáíïíéêü ðïëýãùíï ìå í ðëåõñÝò åßíáé åããåãñáììÝíï

óå êýêëï (Ï,R). Íá åããñáöåß óôïí êýêëï áõôü Ýíá êáíïíéêü

ðïëýãùíï ìå 2í ðëåõñÝò êáé íá áðïäåé÷ôåß üôé:

ë 2R R 4R ë
2í

2 2

í

2� � � (ôýðïò ôïõ Áñ÷éìÞäç)

Ëýóç

¸óôù Á1Á2...Áí êáíïíéêü í-ãùíï åããåãñáììÝíï óå êýêëï

(Ï,R). Èåùñïýìå ôá ìÝóá Ì1, Ì2, ..., Ìí ôùí ôüîùí

Á Á ,Á Á , ,Á Á1 2 2 3 í 1

� � �

� áíôßóôïé÷á, ïðüôå ï êýêëïò äéáéñåßôáé óå 2í

ßóá ôüîá.

ÊáôáóêåõÜæåôáé Ýôóé Ýíá êáíïíéêü 2í-ãùíï åããåãñáììÝíï óôïí

êýêëï (Ï,R). Ç áêôßíá ÏÌ1 åßíáé êÜèåôç óôçí Á1Á2 êáé äéÝñ÷åôáé áðü

ôï ìÝóï ôçò.

¢ñá Á Ê
Á Á

2

ë

2
1

1 2 í� �

Åðßóçò Á1Ì1=ë2í êáé ÊÌ1=ÏÌ1–ÏÊ=R–áí.

Åöáñìüæïíôáò ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá óôï ïñèïãþíéï

ôñßãùíï Á1ÊÌ1 Ý÷ïõìå Á1Ì1
2
=Á1Ê

2
+ÊÌ1

2
Þ

ë
ë

2
(R á )

ë

4
R 2Rá á2í

2 í

2

í

2 í

2

2

í í

2�
�

�
	




�
� � � � � � � (1)

ÁëëÜ á R
1

4
ëí

2 2

í

2� � (2)

¢ñá ç (1) ëüãù ôçò (2) ãßíåôáé

ë
ë

4
R R

1

4
ë R

1

4
ë2í

2 í

2

2 2

í

2 2

í

2� � � � � Þ

ë 2R R 4R ë2í

2 2 2

í

2� � � ïðüôå ë 2R R 4R ë2í

2 2

í

2� � �

Áí ë~í åßíáé ç ðëåõñÜ êáíïíéêïý í-ãþíïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ

óå êýêëï (Ï,R) êáé ëí, áí ç ðëåõñÜ êáé ôï áðüóôçìá áíôßóôïé÷á
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êáíïíéêïý í-ãþíïõ åããåãñáììÝíïõ óôïí ßäéï êýêëï, ç ðëåõñÜ �ë
í

ôïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ í-ãþíïõ äßíåôáé áðü ôïí ôýðï:

� � 
ë R
ë

á
í

í

í

Áðüäåéîç

¸óôù Á1Á2...Áí ôï êáíïíéêü í-ãùíï, ôï åããåãñáììÝíï óôïí

êýêëï (Ï,R) êáé Â1Â2...Âí ôï êáíïíéêü í-ãùíï, ôï ðåñéãåãñáììÝíï

óôïí êýêëï. Ôá äýï êáíïíéêÜ í-ãùíá Ý÷ïõí ôïí ßäéï áñéèìü

ðëåõñþí Üñá åßíáé üìïéá. Óõíåðþò éó÷ýåé

�
�

�ë

ë

á

á

í

í

í

í

Þ
�

�
ë

ë

R

á

í

í í

Þ � � 
ë R
ë

á
í

í

í

• Ìåëåôþíôáò ôá ðñïçãïýìåíá ðñïâëÞìáôá äéáðéóôþ-

óáìå üôé åßíáé äõíáôü íá êáôáóêåõÜóïõìå åããå-

ãñáììÝíá êáíïíéêÜ í-ãùíá, üôáí ï áñéèìüò í åßíáé

ôçò ìïñöÞò:

— í=2
ê

, üðïõ ê áêÝñáéïò êáé ê�2

— í=3
2ê
, üðïõ ê áêÝñáéïò êáé ê�0

— í=5
2ê
, üðïõ ê áêÝñáéïò êáé ê�0

Åðßóçò, åðåéäÞ
1

6

1

10

1

15
� � , ìðïñïýìå íá

êáôáóêåõÜóïõìå êáíïíéêü äåêáðåíôÜãùíï,

êáíïíéêü 30-ãùíï, ... êáíïíéêü (15
2í
)-ãùíï.

¢ñá ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå êáé êáíïíéêÜ

í-ãùíá ìå ðëÞèïò ðëåõñþí í ôçò ìïñöÞò:

— í=3
5
2ê
, üðïõ ê áêÝñáéïò êáé ê���

• Ïé áñ÷áßïé ¸ëëçíåò åß÷áí áó÷ïëçèåß ìå ôá

êáíïíéêÜ ðïëýãùíá, ôá ïðïßá ï Åõêëåßäçò êáëïý-

óå ðåñéöñáóôéêÜ, " [éóüðëåõñÜ ôå êáß [éóïãþíéá".

¸ðßóçò Þôáí óå èÝóç íá êáôáóêåõÜóïõí êáíïíéêÜ

ðïëýãùíá ìå áñéèìü ðëåõñþí: 2
ê
, 3
2ê

, 5
2ê
êáé

3
5
2ê
(üðïõ ê áêÝñáéïò) äçëáäÞ ðïëýãùíá üëùí

ôùí ìïñöþí ðïõ ðñïáíáöÝñáìå. Äåí êáôüñèùóáí

üìùò íá êáôáóêåõÜóïõí ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç,

ïýôå êáíïíéêü åðôÜãùíï, ïýôå êáíïíéêü åííéÜ-

ãùíï, ïýôå êáíïíéêü í-ãùíï (üðïõ í ðñþôïò

áñéèìüò ìåãáëýôåñïò ôïõ 5).

• Ï Áñ÷éìÞäçò êáôáóêåýáóå êáíïíéêü åðôÜãùíï

ðïõ áðáéôïýóå üìùò ôç ëýóç ìéáò áíÜãùãçò

áëãåâñéêÞò åîßóùóçò 3ïõ âáèìïý. Åðß 2000

ðåñßðïõ Ýôç, ïé ðñïóðÜèåéåò ôùí ìáèçìáôéêþí íá

åðåêôåßíïõí ôéò äõíáôüôçôåò êáôáóêåõÞò ðïëõ-

ãþíùí, ðÝñá áðü ôéò ðåñéðôþóåéò, ðïõ áíôéìå-

ôþðéóáí ïé ¸ëëçíåò ãåùìÝôñåò Þôáí Üêáñðåò.

• Ðïëý áñãüôåñá, ôï 1796, ï ÃêÜïõò (Carl Gauss,

1777-1855), óå çëéêßá ìüëéò 19 åôþí, áíáêÜëõøå

ôç ãåíéêÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò êáôáóêåõÞò

êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç.

ÓõãêåêñéìÝíá áðÝäåéîå üôé ç êáôáóêåõÞ êáíïíéêïý

í-ãþíïõ åßíáé äõíáôÞ, ôüôå ìüíï, üôáí ï áñéèìüò í

åßíáé ôçò ìïñöÞò:

— í=2
ê

, üðïõ ê áêÝñáéïò
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ÉÓÔÏÑÉÊÏ ÓÇÌÅÉÙÌÁÉÓÔÏÑÉÊÏ ÓÇÌÅÉÙÌÁ

Áí

áíá’í

Bí

Á1

B1

Á2

B2

Á3
Ï



ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

— ðñþôïò áñéèìüò ôçò ìïñöÞò 2 1
2

ë

� , üðïõ

ë áêÝñáéïò

— í=2
ê
ñ1ñ2...ñì , üðïõ ê áêÝñáéïò êáé ñ1,

ñ2,...,ñê ðñþôïé áñéèìïß ôçò ìïñöÞò 2 1
2

ë

� .

Áîßæåé íá áíáöÝñïõìå üôé ïé ìïíáäéêïß

ðñþôïé ôçò ìïñöÞò 2 1
2

ë

� , ðïõ âñÝèçêáí ìÝ÷ñé

óÞìåñá, åßíáé ïé 3, 5, 17, 257 êáé 65537.

ÏõóéáóôéêÜ, ëïéðüí, ìå ôï èåþñçìá ôïõ Gauss

ðñïóôÝèçêáí óôá êáôáóêåõÜóéìá êáíïíéêÜ

ðïëýãùíá ôùí Áñ÷áßùí ôá ðïëýãùíá ðëåõñþí

17, 257 êáé 65537. Ôï äåêáåðôÜãùíï ìåëåôÞèçêå

áðü ôïí ßäéï ôïí ÃêÜïõò.

• Ôï ðïëýãùíï ôùí 65537 ðëåõñþí åñåõ-

íÞèçêå áðü ôïí Hermes ìåôÜ áðü ðñïóðÜèåéá 10

åôþí (!) êáé êáôáôÝèçêå óôá áñ÷åßá ôïõ Ìáèç-

ìáôéêïý ôìÞìáôïò ôçò Gottingen.

1 Ç êåíôñéêÞ ãùíßá åíüò êáíïíéêïý ðïëõ-

ãþíïõ õðïäéðëáóéÜæåôáé, üôáí äéðëáóéáóôåß ï

áñéèìüò ôùí ðëåõñþí ôïõ; Óôçí ßäéá ðåñß-

ðôùóç, ç åóùôåñéêÞ ãùíßá äéðëáóéÜæåôáé;

2 Óôï ó÷Þìá ôï ÁÂÃÄÅ åßíáé êáíïíéêü 5-ãùíï.

Ðüóùí ìïéñþí åßíáé ç ãùíßá ÃÆÄ
�

; Ôé åßäïõò

ôñßãùíï åßíáé ôï ôñßãùíï ÃÄÆ;

3 Íá åîçãÞóåôå ãéá ðïéï ëüãï ìðïñïýìå íá

óôñþóïõìå Ýíá äÜðåäï ìå ðëáêÜêéá ó÷Þ-

ìáôïò êáíïíéêïý åîáãþíïõ, åíþ áõôü äåí

ìðïñåß íá ãßíåé ìå ôï êáíïíéêü ðåíôÜãùíï.

4 Áðü ôá ó÷Þìáôá ïñèïãþíéï, ñüìâïò, ôåôñÜ-

ãùíï, ðïéá åßíáé êáíïíéêÜ ðïëýãùíá; Íá

áéôéïëïãÞóåôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

5 Íá õðïëïãßóåôå ôï áðüóôçìá êáíïíéêïý

ðïëõãþíïõ ìå í ðëåõñÝò, ðïõ åßíáé åããå-

ãñáììÝíï óå êýêëï áêôßíáò R.

6 Ðüóïõò Üîïíåò óõììåôñßáò Ý÷åé Ýíá êáíï-

íéêü åîÜãùíï; Ðüóïõò Ýíá êáíïíéêü ðåíôÜ-

ãùíï; Ðïéá êáíïíéêÜ ðïëýãùíá Ý÷ïõí

êÝíôñï óõììåôñßáò;

7 Óôïí êýêëï Ï áí ÁÂ=ë6 êáé ÁÃ=ë10, ðïéáíïý

êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ ðëåõñÜ åßíáé ç ÷ïñäÞ

ÂÃ;
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Á

B

Ã

ÄÅ

Z

ÂÁ

Ï

Â

ÃÁ

Ï



ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

1 á) Íá õðïëïãßóåôå ôç ãùíßá êáé ôçí êåíôñéêÞ

ãùíßá åíüò êáíïíéêïý åéêïóáãþíïõ.

â) Ðïéï êáíïíéêü í-ãùíï Ý÷åé ãùíßá 171��

ã) Ðïéï êáíïíéêü í-ãùíï Ý÷åé êåíôñéêÞ ãùíßá

24�;

ä) ÕðÜ÷åé êáíïíéêü ðïëýãùíï ìå ãùíßá 163�.

2 Íá áðïäåßîåôå üôé ç ãùíßá êÜèå êáíïíéêïý

ðïëõãþíïõ, ðïõ Ý÷åé ðåñéóóüôåñåò áðü

ôÝóóåñéò ðëåõñÝò, åßíáé áìâëåßá.

3 Ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí åíüò êáíïíéêïý

ðïëõãþíïõ åããåãñáììÝíïõ óå êýêëï åßíáé

720� êáé ôï åìâáäüí ôïõ 24 3 cm
2
. Íá

âñåèåß ç áêôßíá R ôïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ

êýêëïõ.

4 Óå êýêëï (Ï,R) åßíáé åããåãñáììÝíï êáíïíéêü

ðïëýãùíï ðïõ Ý÷åé 9 äéáãùíßïõò. Áí ôï

åìâáäüí ôïõ ðïëõãþíïõ áõôïý åßíáé 18 3

cm
2
, íá õðïëïãßóåôå ôçí áêôßíá ôïõ ðåñéãå-

ãñáììÝíïõ êýêëïõ.

5 Ç áêôßíá ôïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ êýêëïõ åíüò

êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ åßíáé R=8 cm êáé ôï

áðüóôçìá ôïõ áí=4 3 cm. Íá õðïëïãßóåôå:

á) ôçí ðëåõñÜ ôïõ ðïëõãþíïõ ëí.

â) ôï ðëÞèïò í ôùí ðëåõñþí ôïõ.

ã) ôçí êåíôñéêÞ ôïõ ãùíßá.

6 ¸íá éóüðëåõñï ôñßãùíï êáé Ýíá êáíïíéêü

åîÜãùíï åßíáé åããåãñáììÝíá óå êýêëï (Ï,R).

Íá õðïëïãßóåôå ôï ëüãï ôùí åìâáäþí ôïõò.

7 Ï ëüãïò ôùí áðïóôçìÜôùí äýï êáíïíéêþí

äåêáãþíùí åßíáé
4

7
. Íá âñåßôå ôï ëüãï ôùí

ðåñéìÝôñùí ôïõò êáé ôï ëüãï ôùí åìâáäþí

ôïõò.

8 Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Á
�

� �90 .

Ìå ðëåõñÝò ôéò ðëåõñÝò ôïõ ôñéãþíïõ áõôïý

êáôáóêåõÜæïõìå åîùôåñéêÜ áõôïý êáíïíéêÜ

í-ãùíá. Íá äåßîåôå üôé ôï åìâáäüí ôïõ êáíï-

íéêïý í-ãþíïõ ìå ðëåõñÜ ôçí õðïôåßíïõóá

åßíáé ßóï ìå ôï Üèñïéóìá ôùí åìâáäþí ôùí

äõï Üëëùí ðïëõãþíùí.

9 Íá ðåñéãñÜøåôå êáíïíéêü åîÜãùíï êáé éóü-

ðëåõñï ôñßãùíï óå êýêëï (Ï,R) êáé íá õðï-

ëïãßóåôå ôéò ðëåõñÝò ôïõò ë~6 êáé ë~3 áíôß-

óôïé÷á.

10 á) ¸íá êáíïíéêü í-ãùíï, åããåãñáììÝíï óå

êýêëï (Ï,R) Ý÷åé ðëåõñÜ ëí êáé áðüóôçìá áí.

Íá áðïäåßîåôå üôé ôï åìâáäüíÅ~í ôïõ ðåñéãå-

ãñáììÝíïõ óôïí ßäéï êýêëï êáíïíéêïý

í-ãþíïõ åßíáé � �Å
1

2
íR

ë

á
í

2 í

í

.

â) Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäüí ðåñéãåãñáì-

ìÝíïõ êáíïíéêïý åîáãþíïõ óå êýêëï (Ï,R),

êáèþò êáé ôï åìâáäüí ðåñéãåãñáììÝíïõ óôïí

ßäéï êýêëï éóüðëåõñïõ ôñéãþíïõ.

11 Óå êýêëï (Ï,R) èåùñïýìå äõï ðáñÜëëçëåò

÷ïñäÝò ÁÂ=ë4 êáé ÃÄ=ë6 åêáôÝñùèåí ôïõ

êÝíôñïõ Ï. Áí Ì ôï ìÝóï ôçò ÷ïñäÞò ÃÄ, íá

õðïëïãßóåôå ôï åìâáäüí ôïõ ôñéãþíïõ ÁÌÂ

óõíáñôÞóåé ôçò áêôßíáò R.

1 Áí Ýíá ðïëýãùíï åßíáé åããñÜøéìï êáé

ðåñéãñÜøéìï óå äýï ïìüêåíôñïõò êýêëïõò,

íá áðïäåßîåôå üôé ôï ðïëýãùíï áõôü åßíáé

êáíïíéêü.

2 Íá áðïäåßîåôå üôé ïé äéáãþíéåò êáíïíéêïý

åîáãþíïõ, üôáí ôÝìíïíôáé, ó÷çìáôßæïõí

åðßóçò êáíïíéêü åîÜãùíï êáé íá âñåßôå ôï

ëüãï ôùí åìâáäþí ôùí äõï áõôþí åîáãþíùí.
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3 ¸íá ôåôñÜãùíï ÁÂÃÄ åßíáé åããåãñáììÝíï óå

êýêëï (Ï,R) êáé Ýóôù Å ôï ìÝóï ôçò ÁÄ. Áí ç

ÂÅ ôÝìíåé ôïí êýêëï óôï óçìåßï Æ, íá

õðïëïãßóåôå ôï ôìÞìá ÅÆ óõíáñôÞóåé ôçò

áêôßíáò R.

4 Äßíåôáé êýêëïò (Ï,R) êáé Ýíá éóüðëåõñï

ôñßãùíï ÁÂÃ åããåãñáììÝíï ó' áõôüí.

Ðñïåêôåßíïõìå ôçí ðëåõñÜ ÁÂ êáôÜ ôìÞìá

ÂÄ=2ÁÂ êáé öÝñïõìå ôçí åöáðôïìÝíç ÄÅ.

Íá áðïäåßîåôå üôé ÄÅ=3ë4.

5 Äßíåôáé êýêëïò (Ï,R) êáé ôï åããåãñáììÝíï

ôåôñÜãùíï ÁÂÃÄ. Ðñïåêôåßíïõìå ôçí ðëåõñÜ

ÁÂ êáôÜ ôìÞìá ÂÅ=ÁÂ. Íá äåßîåôå üôé:

á) ÁÃ=ÃÅ.

â) Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÅÃ åßíáé åöá-

ðôüìåíï ôïõ êýêëïõ (Ï,R) óôï óçìåßï Ã.

ã) Íá õðïëïãéóôåß ôï åìâáäü ôïõ ôñéãþíïõ

ÁÃÅ óõíáñôÞóåé ôïõ R.

6 Óå êýêëï (Ï,R) åßíáé åããåãñáììÝíï

éóüðëåõñï ôñßãùíï ÁÂÃ. Áí Ì ôï ìÝóï ôïõ

ôüîïõ ÁÃ
�

êáé Í ôï ìÝóï ôçò ðëåõñÜò ÂÃ, íá

áðïäåßîåôå üôé ÌÍ
7

2
R� .

7 Äßíåôáé Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ åããåãñáììÝíï óå

êýêëï (Ï,R), ôïõ ïðïßïõ ïé ðëåõñÝò ÁÂ, ÁÃ

åßíáé ÁÂ=ë4 êáé ÁÃ=ë3. Íá õðïëïãßóåôå:

á) Ôéò ãùíßåò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.

â) Ôï ýøïò ôïõ ÁÇ.

ã) Ôçí ðëåõñÜ ÂÃ.

ä) Ôï åìâáäüí ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.

8 Íá åããñÜøåôå êáíïíéêü ðåíôÜãùíï ÁÂÃÄÅ óå

êýêëï (Ï,R) êáé íá áðïäåßîåôå üôé:

á) ÊÜèå äéáãþíéüò ôïõ ôï ÷ùñßæåé óå Ýíá

éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï êáé Ýíá éóïóêåëÝò

ôñßãùíï.

â) Ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò ÁÂÅ
�

åßíáé êÜèåôç

óôçí ðëåõñÜ ÂÃ.

ã) Ôá óçìåßá ôïìÞò ôùí äéáãùíßùí ôïõ åßíáé

êïñõöÝò åíüò Üëëïõ êáíïíéêïý ðåíôáãþíïõ.

ä) Ïé äéáãþíéïé ÁÃ êáé ÂÄ ôÝìíïíôáé óå

óçìåßï Ì ðïõ ôéò äéáéñåß óå ìÝóï êáé Üêñï

ëüãï.

9 ¸óôù ÁÂÃÄÅÆÃÈÉÊ êáíïíéêü äåêÜãùíï

åããåãñáììÝíï óå êýêëï (Ï,R). Íá áðï-

äåßîåôå üôé:

á) ÁÄ–ÁÂ=R.

â) ÁÄ
ÁÂ=R
2
.

ã) ÁÄ
2
+ÁÂ

2
=3R

2
.

10 Óå êýêëï (Ï,R) èåùñïýìå ÷ïñäÞ ÁÂ ìå

ÁÂ
�

� �72 . ÖÝñïõìå ôï áðüóôçìá ÏÊ áõôÞò

êáé ôï ðñïåêôåßíïõìå êáôÜ ÊÅ=ÊÏ. Áí Ã ôï

ìÝóï ôïõ ôüîïõ ÁÂ
�

, íá áðïäåßîåôå üôé ÃÅ=ë10.

11 Áí Å2í åßíáé ôï åìâáäü ôïõ êáíïíéêïý 2í-ãþíïõ

åããåãñáììÝíïõ óå êýêëï (Ï,R) êáé Ñí ç ðåñß-

ìåôñïò ôïõ êáíïíéêïý í-ãþíïõ, ðïõ åßíáé

åããåãñáììÝíï óôïí ßäéï êýêëï, íá áðïäåßîåôå

üôéÅ
1

2
Ñ R2í í� 
 .

12 Áí á2í êáé áí åßíáé ôá áðïóôÞìáôá äõï

êáíïíéêþí ðïëõãþíùí ìå 2í êáé í ðëåõñÝò

áíôßóôïé÷á, ðïõ åßíáé åããåãñáììÝíá óå êýêëï

áêôßíáò R, íá áðïäåßîåôå üôé

á
R Rá

2
2í

2

í�
�

.

13 Íá åããñÜøåôå óå êýêëï (Ï,R) êáíïíéêü ïêôÜ-

ãùíï êáé íá õðïëïãßóåôå ôçí ðëåõñÜ, ôï

áðüóôçìá êáé ôï åìâáäü ôïõ óõíáñôÞóåé ôçò

áêôßíáò R.

14 ¸íá êáíïíéêü ïêôÜãùíï ÁÂÃÄÅÆÇÈ êáé Ýíá

ôåôñÜãùíï ÁÃÅÇ åßíáé åããåãñáììÝíá óå

êýêëï ìå áêôßíá R=3 cm. Íá âñåßôå ôï

åìâáäü ôçò åðéöÜíåéáò ðïõ ðåñéêëåßåôáé áðü

ôéò ðåñéìÝôñïõò áõôþí ôùí äõï êáíïíéêþí

ðïëõãþíùí.
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11.2 ÌÞêïò êýêëïõ

11.2.1ÐñïóÝããéóç ôïõ ìÞêïõò åíüò

êýêëïõ

Èåùñïýìå êýêëï (Ï,R), Ýíá åããåãñáììÝíï ó' áõôüí ôåôñÜãùíï

ÁÂÃÄ êáé Ýíá ðåñéãåãñáììÝíï ôåôñÜãùíï ÊËÌÍ.

Ðáñáôçñïýìå üôé ç ðåñßìåôñïò ôïõ åããåãñáììÝíïõ ôåôñáãþíïõ

åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôçí ðåñßìåôñï ôïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ ôåôñáãþíïõ,

äçëáäÞ Ñ4< �Ñ4
(ÁÂ<ÁË+ËÂ, ÂÃ<ÂÌ+ÌÃ,...).

Óôï äåýôåñï ó÷Þìá äéðëáóéÜóáìå ôï ðëÞèïò ôùí ðëåõñþí ôùí

äýï êáíïíéêþí ðïëõãþíùí êáé ðñïÝêõøáí äõï êáíïíéêÜ ïêôÜ-

ãùíá, Ýíá åããåãñáììÝíï êáé Ýíá ðåñéãåãñáììÝíï.

Ïìïßùò ðáñáôçñïýìå, üôé ç ðåñßìåôñïò ôïõ åããåãñáììÝíïõ

ïêôáãþíïõ åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôçí ðåñßìåôñï ôïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ

äçëáäÞ Ñ8<Ñ~8 (ÁÅ<ÁÓ+ÓÅ, ÅÂ<ÅÔ+ÔÂ, ...).

Ðáñáôçñïýìå åðßóçò üôé Ñ4<Ñ8 äçëáäÞ, ôï åããåãñáììÝíï

êáíïíéêü ïêôÜãùíï Ý÷åé ðåñßìåôñï ìåãáëýôåñç áðü ôï åããå-

ãñáììÝíï ôåôñÜãùíï êáé üôé Ñ~4>Ñ~8, äçëáäÞ ôï ðåñéãåãñáììÝíï

êáíïíéêü ïêôÜãùíï Ý÷åé ðåñßìåôñï ìéêñüôåñç áðü ôï ðåñéãå-

ãñáììÝíï êáíïíéêü ôåôñÜãùíï. ÁõôÝò ïé áíéóïôéêÝò ó÷Ýóåéò ôùí

ðåñéìÝôñùí äéáôçñïýíôáé, áí óõíå÷ßóïõìå åð' áüñéóôï íá äéðëáóé-

Üæïõìå ôï ðëÞèïò ôùí ðëåõñþí ôùí ðïëõãþíùí. Ç ðåñßìåôñïò êÜèå

íÝïõ åããåãñáììÝíïõ êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ åßíáé ìåãáëýôåñç áðü

ôçí ðåñßìåôñï ôïõ áìÝóùò ðñïçãïýìåíïõ, ç ðåñßìåôñïò êÜèå íÝïõ

ðåñéãåãñáììÝíïõ êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôçí

ðåñßìåôñï ôïõ áìÝóùò ðñïçãïýìåíïõ êáé ðÜíôïôå ç ðåñßìåôñïò Ñí

ôïõ åããåãñáììÝíïõ èá åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôçí ðåñßìåôñï �Ñí
ôïõ

ðåñéãåãñáììÝíïõ.

Áðïäåéêíýåôáé üôé ãéá êÜèå êýêëï õðÜñ÷åé ìüíï Ýíá

åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ åßíáé ìåãáëýôåñï áðü ôçí ðåñßìåôñï Ñí êÜèå

êáíïíéêïý åããåãñáììÝíïõ ðïëõãþíïõ êáé ìéêñüôåñï áðü ôçí ðåñß-

ìåôñï �Ñí
êÜèå êáíïíéêïý ðåñéãåãñáììÝíïõ ðïëõãþíïõ êáé êáèþò

ôï ðëÞèïò ôùí ðëåõñþí í áõîÜíåé áðåñéüñéóôá ç äéáöïñÜ ôïõ

ôìÞìáôïò êáé ôùí ðåñéìÝôñùí ôåßíåé íá ìçäåíéóôåß. Áõôü ôï åõèý-
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ãñáììï ôìÞìá ôï ïíïìÜæïõìå áíÜðôõãìá ôïõ êýêëïõ êáé ôï ìÞêïò

ôïõ ôï ïíïìÜæïõìå ìÞêïò ôïõ êýêëïõ êáé ôï óõìâïëßæïõìå ìå L.

11.2.2ÌÞêïò êýêëïõ - ÌÞêïò ôüîïõ

ÌÞêïò êýêëïõ

Ôï ìÞêïò ôïõ êýêëïõ åßíáé Ýíáò áñéèìüò L ôïí ïðïßï ìðïñïýìå

íá ðñïóåããßóïõìå áñêåß íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá êáíïíéêü

ðïëýãùíï åããåãñáììÝíï Þ ðåñéãåãñáììÝíï óôïí êýêëï êáé íá

áõîÜíïõìå äéáñêþò ôï ðëÞèïò ôùí ðëåõñþí ôïõ. Ç ðåñßìåôñïò ôïõ

ðïëõãþíïõ áõôïý ðñïóåããßæåé ôï ìÞêïò ôïõ êýêëïõ, áëëÜ äåí

ìðïñåß íá ôï åêöñÜóåé áêñéâþò. Ï õðïëïãéóìüò ôïõ L ãßíåôáé âÜóåé

ôïõ èåùñÞìáôïò ðïõ ðáñáèÝôïõìå áìÝóùò ÷ùñßò áðüäåéîç.

Ï ëüãïò ôïõ ìÞêïõò åíüò êýêëïõ ðñïò ôï ìÞêïò ôçò

äéáìÝôñïõ ôïõ åßíáé óôáèåñüò áñéèìüò, ï ßäéïò ãéá üëïõò ôïõò

êýêëïõò.

Ôïí áñéèìü áõôü ôïí óõìâïëßæïõìå äéåèíþò ìå ôï ð (áðü ôï

ðñþôï ãñÜììá ôçò åëëçíéêÞò ëÝîçò ðåñéöÝñåéá) êáé åßíáé Ýíáò

Üññçôïò áñéèìüò. Ìéá ðñïóÝããéóç áõôïý ìå ðÝíôå äåêáäéêÜ øçößá

åßíáé ç ð=3,14159.

¢ìåóç óõíÝðåéá ôïõ ðñïçãïýìåíïõ èåùñÞìáôïò åßíáé ï ôýðïò

õðïëïãéóìïý ôïõ ìÞêïõò ôïõ êýêëïõ áðü ôçí áêôßíá ôïõ.

ÓõãêåêñéìÝíá éó÷ýåé.

Ôï ìÞêïò L åíüò êýêëïõ áêôßíáò R åßíáé ßóï ìå L=2ðR.

Áðüäåéîç

ÐñÜãìáôé éó÷ýåé
L

2R
ð� , áð' üðïõ ðñïêýðôåé üôé L=2ðR. �

ÌÞêïò ôüîïõ

Ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ ìÞêïõò êýêëïõ óôçñé÷èÞêáìå óôá

åããåãñáììÝíá êáé ðåñéãåããñáìÝíá êáíïíéêÜ ðïëýãùíá. Óôç

óõíÝ÷åéá ìå ôá äýï èåùñÞìáôá ðïõ áêïëïýèçóáí ðñï÷ùñÞóáìå
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óôïí õðïëïãéóìü ôïõ.

Ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ ìÞêïõò åíüò ôüîïõ èá

áêïëïõèÞóïõìå áíôßóôïé÷ç ðïñåßá.

Áí ó' Ýíá ôüîï ÁÂ
�

èåùñÞóïõìå ìéá åããåãñáììÝíç êáé ìéá

ðåñéãåãñáììÝíç ôåèëáóìÝíç ãñáììÞ ìå ßóåò üëåò ôéò ðëåõñÝò ôçò

êáé áêïëïõèÞóïõìå ìéá åðáíáëáìâáíüìåíç äéáäéêáóßá äéðëáóé-

áóìïý ôïõ áñéèìïý ôùí ðëåõñþí ôïõò, èá êáôáëÞîïõìå óå ðáñüìïéá

óõìðåñÜóìáôá, üðùò êáé ìå ôïí êýêëï. Óõìðåñáßíïõìå äçëáäÞ üôé

õðÜñ÷åé Ýíá ìïíáäéêü åõèýãñáììï ôìÞìá ìå ìÞêïò S ðÜíôïôå

åíäéÜìåóï ôùí ìçêþí ôùí ðåñéìÝôñùí ôùí ãñáììþí áõôþí êáé ôï

ïðïßï ïé ðåñßìåôñïé ôï ðñïóåããßæïõí. Ôï ìÞêïò S áõôïý ôïõ

ôìÞìáôïò ôï ïíïìÜæïõìå ìÞêïò ôïõ ôüîïõ.

¸íáò êýêëïò áêôßíáò R åßíáé ôüîï 360� êáé Ý÷åé ìÞêïò L=2ðR.

Ôï
1

360
áõôïý ôïõ êýêëïõ ðïõ åßíáé Ýíá ôüîï 1� èá Ý÷åé ìÞêïò

S
1

360
2ðR� . ÅðïìÝíùò Ýíá ôüîï ì� ðïõ áíÞêåé óå êýêëï áêôßíáò R

èá Ý÷åé ìÞêïò S ì
1

360
2ðR� � Þ ôåëéêÜ S ðR

ì

180
�

�

�
.

Óçìåßùóç

ÌÝ÷ñé ôþñá óõíáíôÞóáìå äýï ìïíÜäåò ìÝôñçóçò ôùí ãùíéþí

êáé ôùí ôüîùí: ôçí ïñèÞ ãùíßá êáé ôç ìïßñá. Ìéá áêüìç ìïíÜäá

ìÝôñçóçò ôùí ôüîùí åßíáé ôï áêôßíéï Þ rad. Ïñßæïõìå ùò ôüîï åíüò

áêôéíßïõ (1 rad) ôï ôüîï ðïõ Ý÷åé ìÞêïò ßóï ìå ôçí áêôßíá ôïõ êýêëïõ

óôïí ïðïßï áíÞêåé.

Ï êýêëïò Ý÷åé ìÞêïò L=2ðR, äçëáäÞ 2ð áêôßíåò Þ 2ð öïñÝò ôï

ìÞêïò åíüò ôüîïõ 1 rad, ïðüôå ôï ðëÞñåò ôüîï ôïõ êýêëïõ Ý÷åé

Üíïéãìá 2ð áêôßíéá. ¸ôóé ïé 360� áíôéóôïé÷ïýí óå 2ð áêôßíéá êáé áõôÞ

ç ó÷Ýóç ìáò åðéôñÝðåé íá ìåôáôñÝðïõìå ôï ìÝôñï åíüò ôüîïõ áðü

ìïßñåò óå áêôßíéá êáé áíôßóôñïöá. Áí á ôï ìÝôñï ôïõ ôüîïõ óå áêôßíéá

êáé ì óå ìïßñåò éó÷ýåé ç áíáëïãßá

á

ð

ì

180
�

�

�
Þ á

ðì

180
�

�

Ç ó÷Ýóç S ðR
ì

180
�

�

�
ðïõ äßíåé ôï ìÞêïò åíüò ôüîïõ ì ìïéñþí

ãñÜöåôáé S áR� , üðïõ á ôï ìÝôñï ôïõ ôüîïõ óå áêôßíéá.
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11.8

11.7

ÖõóéêÜ, üôáí ìéá åðßêåíôñç ãùíßá âáßíåé óå ôüîï á áêôéíßùí,

ôüôå ëÝìå üôé êáé ç ãùíßá åßíáé á áêôéíßùí.

Áðü ôïí ôýðï
á

ð

ì

180
�

�

�
áí ðÜñïõìå ìéá ðñïóÝããéóç ôïõ

ð�3,14159 ðñïêýðôåé üôé ôï Ýíá áêôßíéï åßíáé áíÜìåóá óôéò

57 17 44� � �� êáé óôéò 57 17 45� � ��.

Äýï êõêëéêïß óôßâïé Ý÷ïõí ìÞêïò 800 m êáé 400 m áíôßóôïé÷á,

êáé åöÜðôïíôáé åóùôåñéêÜ óôï óçìåßï Á, üðïõ êáé âñßóêïíôáé äýï

äñïìåßò Ã êáé Ä. Ïé äñïìåßò îåêéíïýí ôáõôü÷ñïíá íá ôñÝ÷ïõí óôïõò

äýï êõêëéêïýò óôßâïõò ï Ã óôïí åóùôåñéêü êáé ï Ä óôïí åîùôåñéêü

ìå ôçí ßäéá ôá÷ýôçôá 2 m/sec êáé ðñïò ôçí ßäéá öïñÜ.

¸íáò ðáñáôçñçôÞò Â âñßóêåôáé óôï êÝíôñï ôïõ ìåãÜëïõ óôßâïõ

(áíôéäéáìåôñéêÜ ôïõ Á óôïí ìéêñü óôßâï).

Íá áðïäåßîåôå üôé:

á) Ãéá êÜðïéï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá t1 ï ðáñáôçñçôÞò Â äåí ìðïñåß

íá äåé ôï äñïìÝá Ä äéüôé áíÜìåóÜ ôïõò ðáñåìâÜëëåôáé ï

äñïìÝáò Ã.

â) Ãéá êÜðïéï Üëëï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá t2 êáíÝíáò äñïìÝáò äåí

ìðïñåß íá äåé ôïí Üëëï äñïìÝá äéüôé áíÜìåóÜ ôïõò ðáñåì-

âÜëëåôáé ï ðáñáôçñçñÞò Â.

ã) Ãéá êÜðïéï ôñßôï äéÜóôçìá t3 ï ðáñáôçñçôÞò Â äåí ìðïñåß íá äåé

ôï äñïìÝá Ä äéüôé áíÜìåóÜ ôïõò ðáñåìâÜëëåôáé ï äñïìÝáò Ã.

ä) Ãéá ôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá t4 êáíÝíáò äñïìÝáò äåí ìðïñåß íá äåé

ôïí Üëëï äéüôé áíÜìåóÜ ôïõò ðáñåìâÜëåôáé ï ðáñáôçñçôÞò Â.

å) Íá ðñïóäéïñßóåôå ôá äéáäï÷éêÜ äéáóôÞìáôá t1, t2, t3, t4.

Áðü Ýíá óçìåßï Ê åíüò êõêëéêïý óôßâïõ îåêéíïýí ôçí ßäéá ÷ñï-

íéêÞ óôéãìÞ äýï äñïìåßò Á êáé Â êáé ôñÝ÷ïõí ìå ôçí ßäéá óôáèåñÞ

ôá÷ýôçôá êéíïýìåíïé ï Ýíáò êáôÜ ìÞêïò ôçò áêôßíáò êáé ï Üëëïò

óôçí ðåñéöÝñåéá ôïõ óôßâïõ.
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¸íáò êñéôÞò ìå ôï ÷ñïíüìåôñï õðïëïãßæåé üôé ï äñïìÝáò Á

öôÜíåé óôï êÝíôñï ôïõ óôßâïõ áêñéâþò óå 20 äåõôåñåüëåðôá. Íá

áðïäåßîåôå üôé, üóç áêñßâåéá êáé íá Ý÷åé ôï ÷ñïíüìåôñï, åßíáé

áäýíáôï íá ìåôñçèåß ï áêñéâÞò ÷ñüíïò ðïõ èá ÷ñåéáóôåß ï

äñïìÝáò Â ãéá íá êÜíåé ìéá ðëÞñç óôñïöÞ ôïõ óôßâïõ.

Äýï êýêëïé (Ë,ñ) êáé (Ê,3ñ) åöÜðôïíôáé åîùôåñéêÜ óôï

óçìåßï Á. Áí ÂÃ ôï êïéíü åöáðôüìåíï ôìÞìá, íá õðïëïãßóåôå ôçí

ðåñßìåôñï ôïõ ìéêôïãñÜììïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.

Ëýóç

Áí öÝñïõìå ôç äéÜêåíôñï ÊË êáé ôéò áêôßíåò ËÂ êáé ÊÃ ðïõ

êáôáëÞãïõí óôá óçìåßá åðáöÞò, ó÷çìáôßæåôáé ôï ôñáðÝæéï ËÂÃÊ ìå

âÜóåéò ÊÃ=3ñ êáé ËÂ=ñ.

Ç æçôïýìåíç ðåñßìåôñïò åßíáé ôï Üèñïéóìá ôùí ìçêþí ôùí

ôüîùí ÁÂ
�

, ÁÃ
�

êáé ôïõ ìÞêïõò ôïõ ôìÞìáôïò ÂÃ. ÖÝñïõìå áðü ôï Ë

ôçí ËÌ�ÊÃ. Áðü ôï ó÷çìáôéæüìåíï ïñèïãþíéï ÂÃÌË ðñïêýðôåé

ÃÌ=ÂË=ñ êáé ÊÌ=3ñ–ñ=2ñ. Óôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÊËÌ

Ý÷ïõìå ôçí ÊË=4ñ êáé ôçí ÊÌ 2ñ
1

2
ËK� � Üñá ÌËÊ

�

� �30 ïðüôå

ÌÊÁ
�

� �60 êáé ÂËÁ
�

� �120 .

Ôï ìÞêïò ôçò ÌË äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç ÌË ÊË ÌÊ
2 2� � êáé

ÌË (4ñ) (2ñ)
2 2� � Þ ÌË 2ñ 3� . ¢ñá êáé ÂÃ 2ñ 3� .

Ôï ìÞêïò ôïõ ôüîïõÁÂ
�

äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

S
ð ñ 120

360
1 �


 
 �

�
Üñá S

ð ñ

3
1 �




êáé ôï ìÞêïò ôïõ ôüîïõ ÁÃ
�

åßíáé ßóï ìå

S
ð 3ñ 60

360

ð ñ

2
2 �


 
 �

�
�




Ç ðåñßìåôñïò ôïõ ìéêôüãñáììïõ ôñéãþíïõ åßíáé

ð ñ

2

ð ñ

3
2ñ 3



�



�
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

Äßíåôáé Ýíá ôåôñÜãùíï ÁÂÃÄ ðëåõñÜò á. Ìå êÝíôñá ôéò

êïñõöÝò ôïõ êáé áêôßíá
á

2
ãñÜöïõìå ôåôáñôïêýêëéá óôï

åóùôåñéêü ôïõ ôåôñáãþíïõ. Íá õðïëïãßóåôå ôçí ðåñßìåôñï ôïõ

êáìðõëüãñáììïõ ôåôñáðëåýñïõ.

Áðüäåéîç

Ôï ìÞêïò ôïõ êÜèå ôåôáñôïêõêëßïõ åßíáé ßóï ìå S ð
á

2

90

360

ðá

16

2 2

�
�

�
	




�
�

�

�
�

ÅðïìÝíùò ç ðåñßìåôñïò ôïõ êáìðõëüãñáììïõ ôåôñáðëåýñïõ

åßíáé 4S äçëáäÞ
ðá

4

2

.

1 Óôï ó÷Þìá ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé éóüðëåõñï.

Ôï ìÞêïò ôïõ åããåãñáììÝíïõ êýêëïõ åßíáé

1 2 5� . Ðüóï åßíáé ôï ìÞêïò ôïõ

ðåñéãåãñáììÝíïõ êýêëïõ;

2 Óå Ýíá ñïëüé ôïß÷ïõ ï äåßêôçò ôùí ëåðôþí Ý÷åé

ìÞêïò 10 cm. Óå ìéá þñá êáé 40 ëåðôÜ, ðüóùí

ìïéñþí ôüîï ãñÜöåé ôï Üêñï ôïõ; Ðüóï åßíáé

ôï ìÞêïò áõôïý ôïõ ôüîïõ; Áí Á ç áñ÷éêÞ èÝóç

ôïõ Üêñïõ ôïõ äåßêôç áõôïý êáé Â ç èÝóç ôïõ

ìåôÜ áðü ìéá þñá êáé 40 ëåðôÜ, ðïéá åßíáé ç

áðüóôáóç ÁÂ;

3 Ï ëüãïò ôùí ìçêþí äõï êýêëùí åßíáé ßóïò ìå

ôï ëüãï ôùí äéáìÝôñùí ôïõò;

4 Ôï ìÞêïò åíüò ôüîïõ 60� åßíáé ìåãáëýôåñï,

ßóï Þ ìéêñüôåñï áðü ôï ìÞêïò ôçò áêôßíáò ôïõ

êýêëïõ óôïí ïðïßï áíÞêåé;

5 Ðüóï åßíáé ôï Üèñïéóìá ôùí ìçêþí äõï êýêëùí

üôáí ôï Üèñïéóìá ôùí äéáìÝôñùí ôïõò åßíáé 10 cm.

6 Ôé äéáöïñÜ Ý÷ïõí ôá ìÞêç äõï êýêëùí üôáí ïé

áêôßíåò ôïõò äéáöÝñïõí êáôÜ 1 cm;

7 Ôï Üèñïéóìá ôùí ìçêþí äýï äéáìÝôñùí åßíáé

ìéêñüôåñï Þ ìåãáëýôåñï áðü ôï ìÞêïò ôïõ êýêëïõ;
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

1 Ç äéÜìåôñïò ôñï÷ïý ðïäçëÜôïõ åßíáé 0,50 m.

Ðüóåò óôñïöÝò èá êÜíåé óå ìéá äéáäñïìÞ 1

km.

2 Äõï ôüîá ÁÂ
�

êáé ÃÄ
�

åíüò êýêëïõ (Ï,R) Ý÷ïõí

ìÝôñá
ð

5
rad êáé 30� áíôßóôïé÷á. Áí ôï ÁÂ

�

Ý÷åé

ìÞêïò ð, íá õðïëïãéóôåß ôï ìÞêïò ôïõ ÃÄ
�

.

3 Ïé êÜèåôåò ðëåõñÝò åíüò ïñèïãùíßïõ

ôñéãþíïõ ÁÂ êáé ÁÃ Ý÷ïõí ìÞêç 12 cm êáé 16

cm áíôßóôïé÷á. Ìå äéÜìåôñï ôçí õðïôåßíïõóÜ

ôïõ ãñÜöïõìå êýêëï. Íá õðïëïãßóåôå ôï

ìÞêïò ôïõ êýêëïõ áõôïý.

4 Óå êýêëï áêôßíáò 8 cm åããñÜöïõìå êáíïíéêü

åîÜãùíï. Íá âñåßôå ôï ëüãï ôïõ ìÞêïõò ôïõ

êýêëïõ ðñïò ôçí ðåñßìåôñï ôïõ åîáãþíïõ.

5 Óå Ýíá éóüðëåõñï ôñßãùíï ôï ìÞêïò ôïõ

åããåãñáììÝíïõ êýêëïõ åßíáé
ðá 3

3
.

1 Äßíåôáé éóüðëåõñï ôñßãùíï ÁÂÃ ðëåõñÜò 2á.

Ìå êÝíôñá ôéò êïñõöÝò ôïõ ôñéãþíïõ êáé

áêôßíá á ãñÜöïõìå ôüîá óôï åóùôåñéêü ôïõ

ôñéãþíïõ ìå Üêñá óôéò ðëåõñÝò ôïõ. Íá

âñåèåß ç ðåñßìåôñïò ôïõ ó÷çìáôéæüìåíïõ óôï

åóùôåñéêü ôïõ ôñéãþíïõ êáìðõëüãñáììïõ

ôñéãþíïõ.

2 Äßíåôáé éóüðëåõñï ôñßãùíï ðëåõñÜò á. Ìå

êÝíôñá ôéò êïñõöÝò ôïõ êáé áêôßíá á

ãñÜöïõìå ôüîá ìå Üêñá ôéò Üëëåò äõï

êïñõöÝò. Íá õðïëïãéóôåß ç ðåñßìåôñïò ôïõ

êáìðõëüãñáììïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.

3 Äßíåôáé Ýíáò êýêëïò (Ï,R) êáé äéáäï÷éêÜ ôá

óçìåßá ôïõ Á, Â, Ã, þóôå íá åßíáé ÁÂ R 2�

êáé ÂÃ R 3� . Íá õðïëïãßóåôå ôá ìÞêç ôùí

ôüîùí ÁÂ
�

, ÂÃ
�

êáé ÃÁ
�

.

4 Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Á
�

� �90 ,

â=4 êáé ã=3. Óôï ôñßãùíï ÁÂÃ åããñÜöïõìå

êýêëï (Ï,ñ). Íá õðïëïãßóåôå ôï ìÞêïò ôïõ

êýêëïõ.

5 Äßíåôáé çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ ÁÂ=2R. Ìå

äéáìÝôñïõò ÏÁ êáé ÏÂ ãñÜöïõìå çìéêýêëéá

óôï åóùôåñéêü ôïõ áñ÷éêïý çìéêõêëßïõ. Íá

õðïëïãßóåôå ôï ìÞêïò ôïõ êýêëïõ ðïõ

åöÜðôåôáé ôùí ôñéþí çìéêõêëßùí.

6 Äßíåôáé Ýíá ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå

Á
�

� �90 , ÂÃ=á êáé ÁÂ
á

2
� . Ìå êÝíôñï ôï Â

êáé áêôßíá ÂÁ ãñÜöïõìå ôüîï ðïõ ôÝìíåé ôç

ÂÃ óôï Ì êáé ìå êÝíôñï ôï Ã êáé áêôßíá ÃÌ

ãñÜöïõìå ôüîï ðïõ ôÝìíåé ôçí ÁÃ óôï Í. Íá

âñåèåß ç ðåñßìåôñïò ôïõ ìéêôüãñáììïõ

ôñéãþíïõ ÁÌÍ.
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11.3 Åìâáäü êõêëéêïý äßóêïõÅìâáäü êõêëéêïý äßóêïõ

11.3.1ÐñïóÝããéóç ôïõ åìâáäïý êõêëéêïýÐñïóÝããéóç ôïõ åìâáäïý êõêëéêïý

äßóêïõ

Èá ïñßóïõìå ôï åìâáäü ôïõ êýêëïõ ìå ðáñüìïéá äéáäéêáóßá

ðïõ ïñßóáìå ôï ìÞêïò ôïõ.

Áò èåùñÞóïõìå Ýíáí êýêëï (Ï,R) êáé äýï êáíïíéêÜ ôåôñÜãùíá

ôï Ýíá åããåãñáììÝíï êáé ôï Üëëï ðåñéãåãñáììÝíï ó' áõôüí ìå

åìâáäÜ Å4 êáé �Å 4
, áíôßóôïé÷á.

ÄéðëáóéÜæïíôáò äéáäï÷éêÜ ôï ðëÞèïò ôùí ðëåõñþí ôïõò ìåôá-

âáßíïõìå óôá êáíïíéêÜ 8-ãùíá, 16-ãùíá êôë. êáé ðáßñíïõìå Ýôóé ôéò

áêïëïõèßåò ôùí åìâáäþí ôïõò ãéá ôéò ïðïßåò éó÷ýåé áíôßóôïé÷ç

áíéóïôéêÞ ó÷Ýóç ðïõ éó÷ýåé êáé ãéá ôéò ðåñéìÝôñïõò ôïõò

Å4<Å8<Å16<...<...<...Å~16<Å~8<Å4

Áðïäåéêíýåôáé üôé õðÜñ÷åé ìüíï Ýíáò áñéèìüò Å ï ïðïßïò åßíáé

ìåãáëýôåñïò áðü êÜèå Åí (åìâáäüí åããåãñáììÝíïõ êáíïíéêïý

ðïëõãþíïõ) êáé ìéêñüôåñïò áðü êÜèå Å~í (åìâáäü ðåñéãåãñáììÝíïõ

êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ).

Ï áñéèìüò áõôüò Å ïíïìÜæåôáé åìâáäü ôïõ êõêëéêïý äßóêïõ

êáé áðïäåéêíýåôáé üôé Å=ðR
2
.

11.3.2 Åìâáäü êõêëéêïý ôïìÝáÅìâáäü êõêëéêïý ôïìÝá

Èåùñïýìå ôï ìÝóïí Ã ôïõ ôüîïõ ÁÂ
�

, ó÷çìáôßæïõìå ôï ðïëýãùíï

ÏÁÃÂ, êáé öÝñíïíôáò ôéò åöáðôïìÝíåò óôá Á, Ã êáé Â ó÷çìáôßæïõìå

ôï ðïëýãùíï ÏÁÄÅÂ. Óõíå÷ßæïíôáò äéáäï÷éêÜ ôçí ßäéá äéáäéêáóßá

(ìÝóá ôùí ôüîùí êáé åöáðôïìÝíåò) ôï åìâáäü êÜèå íÝïõ

åããåãñáììÝíïõ ðïëõãþíïõ åßíáé ìåãáëýôåñï áðü ôï åìâáäü ôïõ

áìÝóùò ðñïçãïýìåíïõ êáé åßíáé ìéêñüôåñï áðü ôï åìâáäü êÜèå

íÝïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ ôï ïðïßï åßíáé ìåãáëýôåñï áðü ôï åìâáäü

ôïõ áìÝóùò ðñïçãïýìåíïõ. Áðïäåéêíýåôáé üôé õðÜñ÷åé ìüíï Ýíá

áñéèìüò Åô ðïõ åßíáé ìåãáëýôåñïò áðü ôï åìâáäü êÜèå

åããåãñáììÝíïõ êáé ìéêñüôåñïò áðü ôï åìâáäüí êÜèå ðåñéãåãñáì-
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11.10

11.9

ìÝíïõ ðïëõãþíïõ. Áõôüí ôïí áñéèìü ïíïìÜæïõìå åìâáäü ôïõ

êõêëéêïý ôïìÝá.

Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ åìâáäïý áõôïý èåùñïýìå ôïí êýêëï

ùò êõêëéêü ôïìÝá 360�. Ôï åìâáäü ôïõ, ùò ãíùóôü, åßíáé Å=ðR
2
.

¢ñá, áí èåùñÞóïõìå Ýíáí êõêëéêü ôïìÝá ìå ôüîï êáé åðßêåíôñç

ãùíßá 1�� ôï åìâáäü ôïõ èá åßíáé ôï
1

360
ôïõ åìâáäïý ôïõ êýêëïõ,

äçëáäÞ Å ðR
1

360
ô

2� .

¢ñá Ýíáò êõêëéêüò ôïìÝáò ìå ôüîï êáé åðßêåíôñç ãùíßá ì� èá

Ý÷åé åìâáäü Å
ðR ì

360
ô

2

�
�

�
.

Áí ç åðßêåíôñç ãùíßá ôïõ êõêëéêïý ôïìÝá åßíáé á rad (áêôßíéá),

ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôç ó÷Ýóç á
ðì

180
�

�

�
, Ý÷ïõìå ãéá ôï åìâáäüí ôïõ

êõêëéêïý ôïìÝá Å
ðR ì

360

ðìR

180 2

áR

2
ô

2 2 2

�
�

�
�

�

� .

Ôá ôñßá ôüîá åßíáé çìéêýêëéá ìå äéáìÝôñïõò ôéò ðëåõñÝò ôïõ

ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.

Íá áðïäåßîåôå üôé ôï óêéáóìÝíï åìâáäü åßíáé ßóï ìå ôï åìâáäü

ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.

Óå ìßá ôñéãùíéêÞ áõëÞ ïé äéáóôÜóåéò åßíáé 5 m êáé 5 3 m. Óôá

Üêñá ôçò õðïôåßíïõóáò äÝíïõìå äýï óêýëïõò ìå áëõóßäåò ßäéïõ

ìÞêïõò ôïí êáèÝíá. Ðïéï ôï ìÝãéóôï ìÞêïò ôçò áëõóßäáò ãéá êÜèå

óêýëï þóôå íá ìçí ìðïñïýí íá Ýñèïõí óå åðáöÞ; Ôé ðïóïóôü ôçò

áõëÞò ìðïñåß íá öõëÜîåé ï êÜèå óêýëïò; Ðïéï ôï åëÜ÷éóôï ìÞêïò

ôçò áëõóßäáò ôïõ êÜèå óêýëïõ þóôå íá ìðïñåß íá öõëá÷èåß

ïëüêëçñç ç áõëÞ;
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Íá õðïëïãéóôåß ôï åìâáäü ôïõ ìÝñïõò åíüò êýêëïõ (Ï,R)

ðïõ âñßóêåôáé åêôüò ôïõ åããåãñáìÝíïõ êáíïíéêïý åîáãþíïõ.

Ëýóç

Áí ÁÂÃÄÅÆ ôï êáíïíéêü åîÜãùíï, ôüôå

ë6=R, á
3R

2
6 � êáé Ñ6=6R

Ôï åìâáäü åßíáé:

Å
1

2
Ñ á6 6 6� Þ Å

1

2
6R

3R

2

3R 3

2
6

2

� �

Ôï åìâáäü ôïõ êýêëïõ åßíáé Å=ðR
2
.

¢ñá ôï æçôïýìåíï åìâáäü åßíáé

Å~=Å–Å6=ðR
3R 3

2
R ð

3 3

2

2

2

2� � �
�

�
	
	




�
�
�

Ó' üëïõò ôïõò ãíùóôïýò áñ÷áßïõò ðïëé-

ôéóìïýò äéáðéóôþèçêáí ðñïóðÜèåéåò ìÝôñçóçò

ôïõ êýêëïõ êáé áíáæÞôçóçò ìéáò ðñïóåããéóôéêÞò

ôéìÞò ôïõ ð.

Óôïí áñ÷áßï Áéãõðôéáêü ðÜðõñï ôïõ Rhind

(1800 ð.×.) áíáöÝñåôáé (ìå áñéèìçôéêü ðáñÜ-

äåéãìá) üôé ôï åìâáäüí åíüò êýêëïõ, ðïõ Ý÷åé

äéÜìåôñï ä, åßíáé ßóï ìå
64

81
ä

2
. Ï ôýðïò áõôüò

ïäçãåß óôçí ðñïóåãéóôéêÞ ôéìÞ ôïõ

ð
16

9
3,16049

2

�
�

�
	




�
� � �

256

81
.

Ïé Âáâõëþíéïé åðßóçò áó÷ïëÞèçêáí ìå ôç

ìÝôñçóç ôïõ êýêëïõ. ¸ôóé, áðü ìßá ðéíáêßäá ôçò

äåýôåñçò ÷éëéåôçñßäáò ð.×., ðïõ âñÝèçêå óå

áíáóêáöÝò óôçí áñ÷áßá ðüëç Óïýäá, ðñïêýðôåé

üôé ð�3. Ôçí ôéìÞ áõôÞ ôïõ ð õéïèÝôçóáí êáé ìáò

ìåôÝäùóáí ïé Éïõäáßïé ìå ôç Âßâëï. ÁíáöÝñåôáé

üôé óôï Íáü ôïõ Óïëïìþíôá åß÷å êáôáóêåõáóôåß

äåîáìåíÞ äéáìÝôñïõ 10 êáé ðåñéìÝôñïõ 30

ìïíÜäùí ìÞêïõò.
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Óôéò ðñïçãïýìåíåò ðåñéðôþóåéò äåí åßíáé

ãíùóôüò ï ôñüðïò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ãéá ôïí

õðïëïãéóìü ôïõ ð. Ç ðñþôç öïñÜ ðïõ óõíáíôÜôáé

ìå ìáèçìáôéêÞ áõóôçñüôçôá ç ìåëÝôç ôïõ

åìâáäïý ôïõ êýêëïõ åßíáé óôï 12ï âéâëßï ôùí

Óôïé÷åßùí ôïõ Åõêëåßäç, üðïõ áðïäåéêíýåôáé üôé

ï ëüãïò ôùí åìâáäþí ôùí êýêëùí åßíáé ßóïò ìå ôï

ôåôñÜãùíï ôïõ ëüãïõ ôùí äéáìÝôñùí ôïõò. Ï

Áñ÷éìÞäçò (287-212 ð.×.), óôï Ýñãï ôïõ "Êýêëïõ

ìÝôñçóç", áðÝäåéîå ôïõò ãíùóôïýò ôýðïõò ðïõ

äßíïõí ôï ìÞêïò ôïõ êýêëïõ êáé ôï åìâáäü ôïõ

êõêëéêïý äßóêïõ.

×ñçóéìïðïéþíôáò Ýíá êáíïíéêü ðïëýãùíï

ìå 96 ðëåõñÝò åããåãñáììÝíï óå êýêëï, âñÞêå üôé

223

71
ð

220

70
� � Þ 3,14084<ð<3,14285

Áñãüôåñá ï Ðôïëåìáßïò (87-165 ì.×.)

âñÞêå áêüìá óôåíüôåñá üñéá ãéá ôï ð.

Ç ìÝôñçóç ôïõ ìÞêïõò êýêëïõ êáé ôïõ

åìâáäïý êõêëéêïý äßóêïõ óôçí Áñ÷áßá ÅëëÜäá,

åßíáé óõíõöáóìÝíç ìå ôï ðåñßöçìï ðñüâëçìá

ôåôñáãùíéóìïý ôïõ êýêëïõ, äçëáäÞ ôçò êáôá-

óêåõÞò ôåôñáãþíïõ ðïõ íá Ý÷åé ôï ßäéï åìâáäüí

ìå äïèÝíôá êýêëï ÷ñçóéìïðïéþíôáò êáíüíá êáé

äéáâÞôç. Ôï äõóåðßëõôï ôïõ ðñïâëÞìáôïò

Ýãêåéôáé óôçí êáôáóêåõÞ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò

ìÞêïõò ð.

Óýóóùìç ç Áñ÷áßá ÅëëçíéêÞ ÌáèçìáôéêÞ

ÅðéóôÞìç åñãÜóôçêå êáé áíáëþèçêå óôï äéá-

óçìüôåñï ãåùìåôñéêü ðñüâëçìá ôçò éóôïñßáò.

Áðü ôï 500 ð.×., üðïõ ðñùôïáó÷ïëÞèçêå ï

Áíáîáãüñáò, ìÝ÷ñé ôïí ÐÜððï 300 ì.×.,

ðñïóÝããéóáí ôïí ð éêáíïðïéçôéêÜ.

Ç óåéñÜ ôùí åðßäïîùí ôåôñáãùíéóôþí ôïõ

êýêëïõ óõíå÷ßæåôáé ìå ôïí ÊéíÝæï Chung Chin

(470 ì.×.), ï ïðïßïò Ýöôáóå óôç ó÷Ýóç

3,1415926<ð<3,1415927

Ðåñß ôï 1430 ï ¢ñáâáò áóôñïíüìïò Al

Kashi äçìïóßåõóå åéäéêÞ ìåëÝôç ãéá ôçí ðåñé-

öÝñåéá êýêëïõ, óôçí ïðïßá Ýäùóå ôéìÞ ôïõ ð ìå

áêñßâåéá 16 äåêáäéêþí øçößùí.

ÅðéóôñÝöïõìå óôïí Åõñùðáúêü ÷þñï, üðïõ

ìåôÜ ôï óêïôåéíü Ìåóáßùíá, ï Íåýôùíáò ìå ôçí

áíáêÜëõøç ôïõ áðåéñïóôéêïý Ëïãéóìïý, äçìé-

ïýñãçóå íÝåò ìåèüäïõò åîáéñåôéêÞò éó÷ýïò ãéá

ôçí áíôéìåôþðéóç ðñïâëçìÜôùí õðïëïãéóìïý.

¸ôóé ï J. Lambert (1761) áðÝäåéîå üôé ï ð äåí

åßíáé ñçôüò áñéèìüò êáé åðïìÝíùò Ý÷åé Üðåéñá

øçößá ðïõ äåí åßíáé ðåñéïäéêÜ.

Ç åíäéáöÝñïõóá áõôÞ éóôïñéêÞ áíáäñïìÞ

êáôáëÞãåé óôï 1882 üðïõ ï F. Lindemann áðï-

äåéêíýåé ôï áäýíáôï ôïõ ðñïâëÞìáôïò. (ÁðÝäåéîå

üôé ï ð äåí åßíáé áëãåâñéêüò áëëÜ õðåñâáôéêüò

áñéèìüò. Ôïýôï óçìáßíåé üôé äåí åßíáé ñßæá ðïëõ-

ùíõìéêÞò åîßóùóçò ìå áêÝñáéïõò óõíôåëåóôÝò êáé

åðïìÝíùò ôìÞìá ìÞêïõò ð äåí åßíáé êáôáóêåõ-

Üóéìï ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç).
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

1 Ôá óçìåßá Á, Â, Ã, Ä, Å êáé Æ åßíáé êïñõöÝò

êáíïíéêïý åîáãþíïõ êáé ôï Ç ôï ìÝóï ôçò

÷ïñäÞò ÁÃ. Åßíáé ôï óêéáóìÝíï åìâáäüí ôï
1

6
ôïõ åìâáäïý ôïõ êýêëïõ;

2 Ï êýêëïò Ï åöÜðôåôáé óôï ìÝóï Ä ôïõ

çìéêõêëßïõ ÁÄÂ
�

êáé óôï ìÝóï Ã ôçò äéáìÝôñïõ

ôïõ. Ôé ó÷Ýóç Ý÷åé ôï åìâáäüí ôïõ ìå ôï

óêéáóìÝíï åìâáäüí;

3

Áí üëï ôï óêéáóìÝíï åìâáäüí åßíáé
1

4
ðR

2
,

ôüôå ôï Ýíôïíá óêéáóìÝíï ðüóï åßíáé;

4 Ôá åìâáäÜ äõï êýêëùí åßíáé áíÜëïãá ôùí

áêôßíùí ôïõò;

5 Áí ôï åìâáäüí åíüò êýêëïõ (Ê,R) åßíáé

äéðëÜóéï áðü ôï åìâáäüí åíüò Üëëïõ êýêëïõ

(Ë,ñ), èá éó÷ýåé ôï ßäéï êáé ìå ôá ìÞêç ôïõò;

6 Áí ôï ôüîï ÁÂ
�

Ý÷åé äéðëÜóéï ìÞêïò áðü ôï ôüîï

ÃÄ
�

, ôé ó÷Ýóç Ý÷ïõí ôá åìâáäÜ Å1 êáé Å2.

1 Äßíåôáé ôåôñÜãùíï ÁÂÃÄ ðëåõñÜò á 8 2� .

Ìå êÝíôñï ôï êÝíôñï ôïõ ôåôñáãþíïõ êáé

áêôßíá ôï ìéóü ôçò äéáãùíßïõ ôïõ, ãñÜöïõìå

êýêëï. Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäüí ôïõ

ó÷Þìáôïò ðïõ ìÝíåé áí áðü ôï ôåôñÜãùíï

áöáéñÝóïõìå ôïí êõêëéêü äßóêï.

2 Äõï êýêëïé (Ê,R) êáé (Ë,R) åöÜðôïíôáé

åîùôåñéêÜ. Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäüí ôïõ

ìéêôüãñáììïõ ôñéãþíïõ, ðïõ ðåñéêëåßåôáé

áðü ôïõò äõï êýêëïõò êáé ìéá êïéíÞ åîù-

ôåñéêÞ åöáðôïìÝíç ôïõò.

3 Óå êýêëï (Ï,R) åããñÜöïõìå ôåôñÜãùíï

ÁÂÃÄ êáé óôï ôåôñÜãùíï åããñÜöïõìå êýêëï

(Ï,ñ). Íá áðïäåßîåôå üôé ï äåýôåñïò êýêëïò

÷ùñßæåé ôïí ðñþôï óå äõï éóïäýíáìá ìÝñç.

4 ¸óôù ÁÂ êáé ÃÄ äõï êÜèåôåò äéÜìåôñïé

êýêëïõ (Ï,R). Ìå äéÜìåôñï ÁÏ ãñÜöïõìå

ìÝóá óôï ôåôáñôçìüñéï ÁÏÃ Ýíá çìéêýêëéï.
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

Ìå äéÜìåôñï ÂÏ ãñÜöïõìå ìÝóá óôï ôåôá-

ñôïêýêëéï ÂÏÄ Ýíá çìéêýêëéï. ÖÝñïõìå ôçí

ÏÅ äé÷ïôüìï ôçò ãùíßáò ÁÏÄ
�

. Íá õðïëï-

ãßóåôå ôï åìâáäüí óõíïëéêÜ ôùí ãñáì-

ìïóêéáóìÝíùí ÷ùñßùí.

5 ¸óôù ÁÂÃÄ ïñèïãþíéï ìå ÁÂ=á êáé

ÂÃ=2á. ÃñÜöïõìå åêôüò áõôïý çìéêýêëéï

äéáìÝôñïõ ÂÃ êáé åíôüò ôïõ ïñèïãùíßïõ ôá

ôåôáñôçìüñéá (Á,á) êáé (Ä,á). Íá õðïëïãßóåôå

ôçí ðåñßìåôñï êáé ôï åìâáäüí ôïõ ÷ùñßïõ ðïõ

ðåñéêëåßåôáé áðü ôá ôñßá áõôÜ ôüîá.

6 ¸óôù ÁÂÃÄ ôåôñÜãùíï ðëåõñÜò á. ÃñÜöïõìå

óôï åóùôåñéêü ôïõ ôåôñáãþíïõ çìéêýêëéï ìå

äéÜìåôñï ÃÄ. ÃñÜöïõìå óôï åóùôåñéêü ôïõ

çìéêõêëßïõ ôåôáñôïêýêëéï (Ã,á). Íá õðï-

ëïãéóôïýí ôá åìâáäÜ ôùí ôñéþí ÷ùñßùí óôá

ïðïßá ÷ùñßóôçêå ôï ôåôñÜãùíï.

7 Ôñåéò ßóïé êýêëïé áêôßíáò R åöÜðôïíôáé

åîùôåñéêÜ óôá óçìåßá Á, Â êáé Ã. Íá âñåèåß ç

ðåñßìåôñïò êáé ôï åìâáäüí ôïõ êáìðõëü-

ãñáììïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.

8 Äßíåôáé ôåôñÜãùíï ÁÂÃÄ ìå ðëåõñÜ á. Ìå

êÝíôñá ôéò äõï áðÝíáíôé êïñõöÝò ôïõ êáé

áêôßíá á, ãñÜöïõìå óôï åóùôåñéêü ôïõ äõï

ôåôáñôïêýêëéá. Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäüí

ôïõ ó÷Þìáôïò ðïõ ðåñéÝ÷åôáé ìåôáîý ôùí äõï

ôåôáñôïêõêëßùí.

9 Êýêëïò ìå áêôßíá R åßíáé åããåãñáììÝíïò óå

ôåôñÜãùíï ÁÂÃÄ. Ìå êÝíôñï ôçí êïñõöÞ Á

ôïõ ôåôñáãþíïõ ÁÂÃÄ êáé áêôßíá ôç äéáãþíéü

ôïõ ÁÃ, ãñÜöïõìå êýêëï. Íá õðïëïãßóåôå ôï

åìâáäüí ôïõ ôåôñáãþíïõ êáé ôï ëüãï ôùí

åìâáäþí ôùí äõï êõêëéêþí äßóêùí.

1 Äßíåôáé ôåôñÜãùíï ÁÂÃÄ ðëåõñÜò á. Ìå

êÝíôñï Ã êáé áêôßíá á ãñÜöïõìå ôåôáñôï-

êýêëéï óôï åóùôåñéêü ôïõ ôåôñáãþíïõ. Ôï

ôåôáñôïêýêëéï áõôü ôÝìíåé ôç äéáãþíéï ÁÃ óôï

óçìåßï Æ. ÃñÜöïõìå êáé ôï ôåôáñôïêýêëéï ìå

êÝíôñï Á êáé áêôßíá ÁÆ óôï åóùôåñéêü ôïõ

ôåôñáãþíïõ. Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäüí ôïõ

÷ùñßïõ ðïõ âñßóêåôáé åíôüò ôïõ ôåôñáãþíïõ

êáé åêôüò ôùí äõï ôåôáñôïêõêëßùí.

2 Äßíåôáé êýêëïò (Ï,R). Áðü Ýíá åîùôåñéêü

óçìåßï ôïõ Â öÝñïõìå ôçí åöáðôïìÝíç ÂÁ.

Áí åßíáé ÏÂ=2R, íá âñåßôå ôï åìâáäüí ôïõ

ìéêôüãñáììïõ ôñéãþíïõ ÁÄÂ.

3 Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ=Á,

ÂÃ=á êáé Á
�

� �30 . Ìå äéÜìåôñï ÂÃ êáé ðñïò

ôï ìÝñïò ôïõ Á ãñÜöïõìå çìéêýêëéï. Íá

õðïëïãßóåôå ôï åìâáäüí ôùí äõï êõêëéêþí

ôìçìÜôùí ðïõ ó÷çìáôßæïíôáé áðü ôï çìé-

êýêëéï êáé ôéò ßóåò ðëåõñÝò ôïõ ôñéãþíïõ.

4 Íá âñåßôå ôï åìâáäüí ôïõ êõêëéêïý äßóêïõ

ðïõ åßíáé åããåãñáììÝíïò óå êõêëéêü ôïìÝá

áêôßíáò R êáé ãùíßáò 120�.

5 Äßíåôáé ôåôáñôïêýêëéï ÁÊÂ, êÝíôñïõ Ê êáé

áêôßíáò R. ÃñÜöïõìå åíôüò ôïõ ôåôáñôï-

êõêëßïõ áõôïý çìéêýêëéá ìå äéáìÝôñïõò ÊÁ

êáé ÊÂ, ðïõ ôÝìíïíôáé óôï óçìåßï Ã. Íá

âñåèåß ôï åìâáäüí ôïõ êáìðõëüãñáììïõ

ôñéãþíïõ ÁÂÃ, ðïõ ðåñéëáìâÜíåôáé ìåôáîý

ôùí äõï çìéêõëßùí êáé ôïõ áñ÷éêïý ôåôáñôï-

êõêëßïõ.

6 Äßíåôáé ôåôñÜãùíï ÁÂÃÄ ìå ðëåõñÜ 2á. Ìå

äéáìÝôñïõò ôéò ðëåõñÝò ôïõ ãñÜöïõìå

çìéêýêëéá ìÝóá óôï ôåôñÜãùíï. Íá âñåèåß ç

ðåñßìåôñïò êáé ôï åìâáäüí ôïõ ôåôñÜöõëëïõ

ðïõ ó÷çìáôßæåôáé.
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ

7 ¸óôù Á, Â, Ã, Ä, Å, Æ äéáäï÷éêÝò êïñõöÝò

êáíïíéêïý åîáãþíïõ åããåãñáììÝíïõ óå

êýêëï (Ê,R). Åíôüò áõôïý ãñÜöïõìå ôá ôüîá

ôùí êýêëùí (Â,ÂÁ), (Ä,ÄÅ) êáé (Ã,ÃÁ).

á) Íá äåßîåôå üôé ôá äõï ðñþôá ôüîá ôÝìíïíôáé

óôï Ê.

â) Íá âñåßôå ôï åìâáäüí ôïõ êáìðõëü-

ãñáììïõ ôñéãþíïõ ðïõ ïñßæåôáé áðü ôá ôñßá

áõôÜ ôüîá.

8 Äßíåôáé ôåôáñôïêýêëéï ÊÁÂ. ÃñÜöïõìå åíôüò

ôïõ ôåôáñôïêõêëßïõ áõôïý ôüîï ÊÃ ìå êÝíôñï

Â êáé áêôßíá ÂÊ. Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäüí

ôïõ ìéêôüãñáììïõ ôñéãþíïõ ÁÊÃ.

9 ¸óôù ÁÂÃÄÅÆ êáíïíéêü åîÜãùíï åããå-

ãñáììÝíï óå êýêëï (Ê,R). Åíôüò ôïõ êýêëïõ

Ê ãñÜöïõìå ôüîá ìå êÝíôñá Á, Ã, Å êáé áêôßíá

R. Íá õðïëïãßóåôå ôï Üèñïéóìá ôùí åìâáäþí

ôùí ôñéþí êõñôþí êáìðõëüãñáììùí ÷ùñßùí,

ðïõ ó÷çìáôßæïõí ôá ôüîá áõôÜ, ôåìíüìåíá áíÜ

äõï.

10 Äßíåôáé êýêëïò (Ï,R) êáé ìéá ÷ïñäÞ ôïõ

ÁÂ=ë3. Óôá óçìåßá Á, Â öÝñïõìå

åöáðôüìåíåò ôïõ êýêëïõ, ðïõ ôÝìíïíôáé óôï

óçìåßï Ã. Íá âñåßôå ôï åìâáäüí ôïõ ó÷Þ-

ìáôïò, ðïõ áíÞêåé óôï ôñßãùíï ÁÂÃ áëëÜ äåí

áíÞêåé óôïí êõêëéêü äßóêï.

1 Áí ï ëüãïò ôïõ óêéáóìÝíïõ ðñïò ôï ìç

óêéáóìÝíï åìâáäüí åßíáé
1

3
, ôüôå ç ÷ïñäÞ ÁÂ

Ý÷åé ìÞêïò:

Á)� R Â)� R 2

Ã)� R 3 Ä)�
1

2
R

2 Áí ôá óçìåßá Á, Â êáé Ã ÷ùñßæïõí ôïí êýêëï

óå ôñßá ßóá ôüîá, ôï óêéáóìÝíï ìÝñïò åßíáé Þ

ü÷é êõêëéêüò ôïìÝáò;

3 Ôï ôüîï ÁÃ
�

åßíáé ôüîï êýêëïõ áêôßíáò 1 êáé ôá

óçìåßá Á, Â êáé Ã êïñõöÝò éóüðëåõñïõ

ôñéãþíïõ ðëåõñÜò 1. Ç ðåñßìåôñïò ôïõ

ó÷Þìáôïò åßíáé:

Á)� 6+2ð Â)� 2+3ð

Ã)�
2

3
ð 2� Ä)� 4ð+2

Å)�
5ð

3
2�

4 Ðüóåò óôñïöÝò êÜíåé Ýíáò ôñï÷üò ðïäçëÜôïõ

áêôßíáò 30 cm üôáí ôï ðïäÞëáôï äéáíýåé

áðüóôáóç 1200 m;

5 Ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí åíüò êáíïíéêïý

ðïëõãþíïõ åßíáé êïñõöÝò êáíïíéêïý ðïëõ-

ãþíïõ;
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6 Ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé éóüïðëåõñï êáé ôá äõï

óçìåßá óå êÜèå ðëåõñÜ ôïõ ôçí ôñé÷ïôïìïýí.

ÁõôÜ ôá 6 óçìåßá åßíáé êïñõöÝò êáíïíéêïý

ðïëõãþíïõ;

7 Ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíáí êýêëï

ìå åìâáäüí ßóï ìå ôï åìâáäüí äïóìÝíïõ

ôñéãþíïõ;

8 Íá áéôéïëïãÞóåôå ãéáôß åßíáé óùóôÞ Þ

ëáíèáóìÝíç êÜèå ìéá áðü ôéò ðñïôÜóåéò ðïõ

áêïëïõèïýí:

á) ÕðÜñ÷åé êáíïíéêü ðïëýãùíï ìå êåíôñéêÞ

ãùíßá ßóç ìå ôçí åóùôåñéêÞ.

� Óùóôü � ËÜèïò

â) Áí ö åßíáé ç êåíôñéêÞ ãùíßá êáíïíéêïý

ðïëõãþíïõ, ôüôå ïé ôéìÝò ðïõ ìðïñåß íá

ðÜñåé ôï êëÜóìá
360

ö
åßíáé ôá óôïé÷åßá ôïõ

óõíüëïõ Í*.

� Óùóôü � ËÜèïò

ã) Áí äõï êáíïíéêÜ ðïëýãùíá Ý÷ïõí ßóá

áðïóôÜìáôá, ôüôå áõôü ðïõ Ý÷åé ôç ìéêñüôåñç

ðëåõñÜ èá Ý÷åé êáé ôç ìéêñüôåñç áêôßíá.

� Óùóôü � ËÜèïò

ä) Ïé äõï êýêëïé Ý÷ïõí áêôßíåò ßóåò ìå 1 cm êáé

åöÜðôïíôáé åîùôåñéêÜ óôï Á. Ôï åìâáäüí ôçò

óêéáóìÝíçò åðéöÜíåéáò åßíáé 4-ð.

� Óùóôü � ËÜèïò

å) Ïé áêôßíåò ôùí êýêëùí C1, C2 êáé C3 åßíáé 5,

4 êáé 3 áíôßóôïé÷á. Ç åðéöÜíåéá ìå ôá óôßãìáôá

Ý÷åé åìâáäüí ßóï ìå ôï Üèñïéóìá ôùí

åìâáäþí ôùí äõï åðéöáíåéþí ìå ôéò

ãñáììþóåéò.

� Óùóôü � ËÜèïò

óô) Áí ãñÜøïõìå ôñåéò êýêëïõò ìå

äéáìÝôñïõò ôéò ðëåõñÝò åíüò ôñéãþíïõ, ôüôå ôï

ìÞêïò êÜèå êýêëïõ èá åßíáé ìéêñüôåñï áðü ôï

Üèñïéóìá ôùí ìçêþí ôùí Üëëùí äýï.

� Óùóôü � ËÜèïò

æ) Áí ãñÜøïõìå ôñåéò êýêëïõò ìå äéáìÝôñïõò

ôéò ðëåõñÝò åíüò ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ ôï

åìâáäüí ôïõ êýêëïõ ôçò õðïôåßíïõóáò èá

åßíáé ßóï ìå ôï Üèñïéóìá ôùí åìâáäþí ôùí

äõï Üëëùí êýêëùí.

� Óùóôü � ËÜèïò

ç) ÕðÜñ÷ïõí êáíïíéêÜ ðïëýãùíá åããåãñáì-

ìÝíá óå Ýíá êýêëï, ðïõ åßíáé üìïéá áëëÜ ü÷é

ßóá.

� Óùóôü � ËÜèï
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Ôï 11ï êåöÜëáéï åß÷å ùò áíôéêåßìåíï ìåëÝôçò ôá êáíïíéêÜ ðïëý-

ãùíá. Äþóáìå ôïí ïñéóìü ôïõ êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ (üëåò ïé ðëåõñÝò

ßóåò êáé üëåò ïé ãùíßåò ßóåò), ìåëåôÞóáìå ôéò âáóéêÝò éäéüôçôÝò ôïõ

(åããñÜøéìï êáé ðåñéãñÜøéìï) êáé êÜíáìå ìßá áíáöïñÜ óôá óôïé÷åßá

ôïõ êáé óôïõò óõìâïëéóìïýò ôïõò.

Óôç óõíÝ÷åéá áðïäåßîáìå ôïõò ôýðïõò:

• ù
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ÓõíáíôÞóáìå áêüìç êáé äýï ðåñéðôþóåéò óõããÝíåéáò êáíïíéêþí

ðïëõãþíùí:

• üôáí Ý÷ïõí ôï ßäéï ðëÞèïò ðëåõñþí (åßíáé üìïéá ìå ëüãï ïìïéü-

ôçôáò
ë

ë

á

á

í

í

í

í
�

�
�

)

• üôáí ôï Ýíá Ý÷åé äéðëÜóéï ðëÞèïò ðëåõñþí áðü ôï Üëëï

(ôýðïò ôïõ Áñ÷éìÞäç ë 2R R 4R ë2í

2 4

í

2� � � )

Óôç óõíÝ÷åéá åããñÜøáìå óõãêåêñéìÝíá êáíïíéêÜ ðïëýãùíá óå

êýêëï (ôåôñÜãùíï, åîÜãùíï, éóüðëåõñï ôñßãùíï êáé äåêÜãùíï). Ãéá ôï

êáèÝíá áð' áõôÜ êÜíáìå ãåùìåôñéêÞ êáôáóêåõÞ êáé õðïëïãßóáìå ôá

óôïé÷åßá ôïõ.

ÓõãêåêñéìÝíá áðïäåßîáìå üôé:

• ë4= 2 R êáé á
2

2
R4 �

• ë6=R êáé á
3

2
R6 �

• ë3= 3 R êáé á
1

2
R3 �

315

Åìâáäü êõêëéêïý äßóêïõ

á
íá

êåöáëáßù

ó
ç

11.3

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

Â

ÄE

Z

Á

ÊÝíôñï
Áêôßíá
ÐëåõñÜ
Áðüóôçìá

ÊåíôñéêÞ ãùíßá

Ãùíßá

Ï
ÏÁ=R
ÁÂ=ë
ÏÊ=á

ÁÏÂ=ù

ÁÂÃ=ö

í

í

í

í

K

ÃO

ëí

ëí

ëí

ë í2

áí
áí

R

ë4

ë6

ë3

ë10



Ôç äåýôåñç åíüôçôá ôïõ êåöáëáßïõ ôçí áöéåñþóáìå óôç ìÝôñçóç

ôïõ êýêëïõ êáé ôç ìÝôñçóç áõôÞ ôç óôçñßîáìå óôá êáíïíéêÜ ðïëýãùíá.

ÓõãêåêñéìÝíá, ïñßóáìå óáí ìÞêïò êýêëïõ ôïí áñéèìü ðïõ ðñïóåããßæåé ç

ðåñßìåôñïò åíüò êáíïíéêïý åããåãñáììÝíïõ Þ ðåñéãåãñáììÝíïõ

ðïëõãþíïõ, üôáí ôï ðëÞèïò ôùí ðëåõñþí ôïõ äðëáóéÜæåôáé áðåñéü-

ñéóôåò öïñÝò. Áíôßóôïé÷á ïñßóáìå ôï åìâáäüí ôïõ êõêëéêïý äßóêïõ, ôï

ìÞêïò ôüîïõ êáé ôï åìâáäüí êõêëéêïý ôïìÝá.

ÐáñáôçñÞóáìå ôç óõ÷íÞ åìöÜíéóç ôïõ áñéèìïý ð óôç ìÝôñçóç ôïõ

êýêëïõ êáé óôç ìÝôñçóç ôùí ôüîùí ìå ìïíÜäá ôï rad (áêôßíéï) (ôüîï

ìÞêïõò ßóï ìå ôçí áêôßíá).

ÔÝëïò, ìå ôç ó÷Ýóç
á

ð

ì

180
�

�

�
, åßäáìå ðþò ìåôáôñÝðïõìå ôï ìÝôñï åíüò

ôüîïõ Þ ãùíßáò áðü ìïßñåò óå áêôßíéá êáé áíôßóôñïöá, êáé ðþò ç ó÷Ýóç

Å
1

2
Rô

2� 
á åêöñÜæåé ôï åìâáäüí êõêëéêïý ôïìÝá áí ôï ôüîï ôïõ ìåôñçèåß

ìå áêôßíéá.

316

ÌÅÔÑÇÓÇ ÊÕÊËÏÕ

á
íá

êåöáëáßù

ó
ç

11.3

L=2ðR

S=ðRìï

180
o

E=ðR2

Å = ðR ì
ô

ï2

360
o


