
10
ÅÌÂÁÄÁ

10.1 Ç Ýííïéá ôïõ åìâáäïýÇ Ýííïéá ôïõ åìâáäïý

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá áó÷ïëçèïýìå ìå ìéá Üëëç óçìáíôéêÞ

Ýííïéá ôçò Ãåùìåôñßáò, ôçí Ýííïéá ôïõ åìâáäïý.

Ôï åìâáäü ó÷åôßæåôáé Üìåóá ìå ôá êëåéóôÜ åðßðåäá ó÷Þìáôá êáé

áðïôåëåß ãé' áõôÜ ôï áíôßóôïé÷ï ôïõ ìÞêïõò ãéá ôá åõèýãñáììá

ôìÞìáôá êáé ãåíéêÜ ôéò ãñáììÝò.

Ôï åìâáäü, äçëáäÞ, åßíáé Ýíáò áñéèìüò ðïõ åêöñÜæåé ôï

ìÝãåèïò ôçò Ýêôáóçò ðïõ êáôáëáìâÜíåé Ýíá ó÷Þìá.

ÁêñéâÞ ïñéóìü ãéá ôçí Ýííïéá ôïõ åìâáäïý äåí ìðïñïýìå íá

äþóïõìå, ãéáôß áðáéôïýíôáé ðåñéóóüôåñåò ãíþóåéò. ¸ôóé èá áñêå-

óôïýìå óôçí áíôßëçøç, ðïõ Ý÷ïõìå áðü ôçí åìðåéñßá ìáò ãéá ôï

åìâáäü, êáé èá ôçí åìðëïõôßóïõìå ìå ôéò ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò

áîéþìáôá.

Ôï åìâáäü åíüò ó÷Þìáôïò åßíáé Ýíáò èåôéêüò áñéèìüò.

Äýï ßóá ó÷Þìáôá Ý÷ïõí ßóá åìâáäÜ.

Áí Ýíá ó÷Þìá ÷ùñßæåôáé óå åðéìÝñïõò ó÷Þìáôá, ðïõ äåí

Ý÷ïõí êïéíÜ åóùôåñéêÜ óçìåßá, ôüôå ôï åìâáäü ôïõ åßíáé ßóï

ìå ôï Üèñïéóìá ôùí åìâáäþí ôùí åðéìÝñïõò áõôþí ó÷ç-

ìÜôùí.

Áí ìéá ðïëõãùíéêÞ åðéöÜíåéá Å1 ðåñéÝ÷åôáé óå ìéá ðïëõ-

ãùíéêÞ åðéöÜíåéá Å2, ôï åìâáäü ôçò åßíáé ìéêñüôåñï áðü ôï

åìâáäü ôçò Å2.
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Ï ðñïóäéïñéóìüò ôïõ åìâáäïý åíüò ó÷Þìáôïò Ó ãßíåôáé ìå ôç

óýãêñéóÞ ôïõ ìå Ýíá ðñüôõðï ó÷Þìá, ðïõ èåùñïýìå üôé Ý÷åé

åìâáäüí ßóï ìå ôç ìïíÜäá.

Ðñáêôéêïß ëüãïé óõíçãïñïýí óôï íá åðéëÝîïõìå ùò ôÝôïéï

ó÷Þìá Ýíá ôåôñÜãùíï ðëåõñÜò ìÞêïõò 1. Äå÷üìáóôå, ëïéðüí, üôé: Ôï

åìâáäü åíüò ôåôñáãþíïõ ðëåõñÜò 1 åßíáé ßóï ìå 1.

Ìå ôçí ðéï ðÜíù åðéëïãÞ êáèïñßæïõìå êáé ôéò ìïíÜäåò

ìÝôñçóçò ôùí åìâáäþí, ðïõ åßíáé ïé áíôßóôïé÷åò ôùí ìçêþí

åêöñáæüìåíåò óôï ôåôñÜãùíï: ôåôñáãùíéêü ìÝôñï, ôá ðïëëáðëÜóéá

êáé ôá õðïðïëëáðëÜóéÜ ôïõ.

¼ôáí äýï åðßðåäá ó÷Þìáôá Ý÷ïõí ßóá åìâáäÜ èá êáëïýíôáé

éóïäýíáìá Þ éóïåìâáäéêÜ . Ôá ßóá ó÷Þìáôá åßíáé êáé éóïäýíáìá,

÷ùñßò üìùò íá éó÷ýåé êáé ôï áíôßóôñïöï, üðùò öáßíåôáé óôï äéðëáíü

ó÷Þìá.

Ôá åìâáäÜ ôùí ó÷çìÜôùí åßíáé èåôéêïß áñéèìïß êáé ìðïñïýí íá

óõììåôÝ÷ïõí ó' üëåò ôéò ðñÜîåéò ôùí èåôéêþí áñéèìþí, ð.÷.

ðñüóèåóç, ðïëëáðëáóéáóìü êôë., ÷ùñßò áõôü íá óçìáßíåé üôé ïé

ðñÜîåéò áõôÝò åðåêôåßíïíôáé êáé óôá ßäéá ó÷Þìáôá.

ÔÝëïò, ãéá ôï åìâáäü åíüò ó÷Þìáôïò Ó Ý÷åé åðéêñáôÞóåé ï

óõìâïëéóìüò ÅÓ, ð.÷. ãéá ôï åìâáäü åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ ãñÜöïõìå

ÅÁÂÃ.

Óôï ðáñüí êåöÜëáéï èá áó÷ïëçèïýìå áðïêëåéóôéêÜ ìå ôá åìâá-

äÜ ôùí ðïëõãþíùí.
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10.2 ÅìâáäÜ ãíùóôþí ó÷çìÜôùíÅìâáäÜ ãíùóôþí ó÷çìÜôùí

10.2.1ÂáóéêÜ èåùñÞìáôáÂáóéêÜ èåùñÞìáôá

ÔÅÔÑÁÃÙÍÏ

Ôï åìâáäü êÜèå ôåôñáãþíïõ ðëåõñÜò á åßíáé ßóï ìå á
2
.

Ðáñáëåßðïõìå ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò áõôïý ëüãù ôçò

ðïëõðëïêüôçôÜò ôçò.

ÏÑÈÏÃÙÍÉÏ

Ôï åìâáäü ïñèïãùíßïõ ìå ðëåõñÝò á êáé â äßíåôáé áðü ôïí

ôýðï Å=á�â.

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ôï ïñèïãþíéï ÁÂÃÄ ìå ÁÂ=á êáé ÁÄ=â. Ðñïåêôåß-

íïõìå ôçí ÁÄ êáôÜ ôìÞìá ÄÆ=á, êáé ôçí ÁÂ êáôÜ ôìÞìá ÂÅ=â.

ÖÝñïõìå áðü ôá óçìåßá Æ êáé Å ðáñÜëëçëåò ðñïò ôéò ÁÅ êáé ÁÆ

áíôßóôïé÷á, ïé ïðïßåò ôÝìíïíôáé óôï Ç. Ðñïöáíþò ôï ôåôñÜðëåõñï

ÁÆÇÅ åßíáé ôåôñÜãùíï ðëåõñÜò á+â. Ðñïåêôåßíïõìå ôç ÄÃ êáé ôç ÂÃ

ïé ïðïßåò ôÝìíïõí ôéò ÅÇ êáé ÆÇ óôá óçìåßá È êáé É áíôßóôïé÷á. ¸ôóé

ôï ÁÆÇÅ ÷ùñßæåôáé óå ôÝóóåñá ðïëýãùíá: ôá ÃÄÆÉ êáé ÂÃÈÅ åßíáé

ôåôñÜãùíá ðëåõñÜò á êáé â áíôßóôïé÷á, êáé ôá ÁÂÃÄ êáé ÃÉÇÈ åßíáé

ïñèïãþíéá ìå ðëåõñÝò á êáé â ôï êáèÝíá. Éó÷ýåé

ÅÁÆÇÅ=ÅÁÂÃÄ+ÅÃÉÇÈ+ÅÃÄÆÉ+ÅÂÃÈÅ

Þ (á+â)
2
=ÅÁÂÃÄ+ÅÃÉÇÈ+á

2
+â

2
(1)

ÁëëÜ ÁÂÃÄ=ÃÉÇÈ, åðåéäÞ ÃÄ=ÃÉ=á êáé ÂÃ=ÃÈ=â. ¸ôóé ç

ó÷Ýóç (1) ãßíåôáé:

á
2
+2áâ+â

2
=2ÅÁÂÃÄ+á

2
+â

2

Þ ÅÁÂÃÄ=á�â �
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ÐÁÑÁËËÇËÏÃÑÁÌÌÏ

Ôï åìâáäü ðáñáëëçëüãñáììïõ ìå âÜóç â êáé áíôßóôïé÷ï

ýøïò õ äßíåôáé áðü ôïí ôýðï Å=â�õ.

Áðüäåéîç

Áí ôï ðáñáëëçëüãñáììï åßíáé ïñèïãþíéï, ôüôå ç âÜóç â åßíáé ç

ìßá ðëåõñÜ ôïõ, êáé ôï ýøïò õ ç Üëëç êáé ï ôýðïò Å=â�õ ðñïöáíþò

éó÷ýåé. Áí ôï ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ åßíáé ðëÜãéï ìå ÂÃ=â êáé

ýøïò ÁÅ=õ öÝñïõìå ôï ýøïò ÄÆ. Ôüôå ôá ôñßãùíá ÁÂÅ êáé ÄÃÆ åßíáé

ßóá ïðüôå ÅÁÂÅ=ÅÄÃÆ. ÅðïìÝíùò ÅÁÂÃÄ=ÅÁÅÆÄ Þ ÅÁÂÃÄ=â�õ. �

Óå êÜèå ðáñáëëçëüãñáììï ôï ãéíüìåíï ìéáò ðëåõñÜò ôïõ åðß

ôï áíôßóôïé÷ï ó' áõôÞí ýøïò éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï ìéáò

Üëëçò äéáäï÷éêÞò ðëåõñÜò åðß ôï áíôßóôïé÷ï ó' áõôÞí ýøïò.

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ ìå ÂÃ=â, ÁÂ=á êáé

öÝñïõìå ôá ýøç ÁÄ=õâ êáé ÃÅ=õá.

Ôüôå ÅÁÂÃÄ=â�õâ (1)

êáé ÅÁÂÃÄ=á�õá (2)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé â�õâ=á�õá. �

ÔÑÉÃÙÍÏ

Ôï åìâáäü åíüò ôñéãþíïõ ìå âÜóç á êáé áíôßóôïé÷ï ýøïò õá

äßíåôáé áðü ôïí ôýðï Å=
1

2
á�õá.

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÂÃ=á êáé ýøïò ÁÄ=õ. Áðü ôéò

êïñõöÝò Á êáé Ã öÝñïõìå ðáñÜëëçëåò ðñïò ôéò ÂÃ êáé ÂÁ

áíôßóôïé÷á, ðïõ ôÝìíïíôáé óôï Å. ¸ôóé ó÷çìáôßæåôáé ôï ðáñáëëç-

ëüãñáììï ÁÂÃÅ ìå âÜóç ÂÃ=á êáé áíôßóôïé÷ï ýøïò ÁÄ=õá. Ôï

ðáñáëëçëüãñáììï áõôü ÷ùñßæåôáé áðü ôç äéáãþíéï ôïõ ÁÃ óå äõï

ßóá ôñßãùíá, ôá ÁÂÃ êáé ÁÃÅ, ïðüôå ÅÁÂÃ=ÅÁÃÅ.

Éó÷ýåé ÅÁÂÃÅ=ÅÁÂÃ+ÅÁÃÅ Þ ÅÁÂÃÅ=2ÅÁÂÃ

Þ á�õá=2ÅÁÂÃ Þ Å
1

2
á õ

ÁÂÃ á
� � �
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Ôï åìâáäü ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ åßíáé ßóï ìå ôï çìéãéíüìåíï

ôùí êÜèåôùí ðëåõñþí ôïõ.

Ôï ãéíüìåíï ìéáò ðëåõñÜò ôñéãþíïõ åðß ôï áíôßóôïé÷ï ýøïò

åßíáé óôáèåñü êáé ßóï ìå ôï äéðëÜóéï åìâáäü ôïõ ôñéãþíïõ,

äçëáäÞ á�õá=â�õâ=ã�õã=2Å

Ç äéÜìåóïò ôñéãþíïõ ÷ùñßæåé ôï ôñßãùíï óå äýï éóåìâáäéêÜ

ôñßãùíá.

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ôñßãùíï ÁÂÃ êáé öÝñïõìå ôç äéÜìåóü ôïõ ÁÌ êáé

ýøïò ôïõ ÁÄ. Ôüôå

ÅÁÂÌ=
1

2
ÌÂ�ÁÄ (1)

ÅÁÌÃ=
1

2
ÌÃ�ÁÄ (2)

êáé ÂÌ=ÌÃ (3)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1), (2) êáé (3) ðñïêýðôåé ÅÁÂÌ=ÅÁÌÃ. �

Ç äéáãþíéïò ðáñáëëçëïãñÜììïõ ÷ùñßæåé ôï ðáñáëëç-

ëüãñáììï óå äýï ßóá, Üñá êáé éóåìâáäéêÜ ôñßãùíá.

ÔÑÁÐÅÆÉÏ

Ôï åìâáäü åíüò ôñáðåæßïõ ìå âÜóåéò â1 êáé â2 êáé ýøïò õ,

åßíáé ßóï ìå Å
1

2
(â â ) õ

1 2
� � � .

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ôï ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ ìå âÜóåéò ÁÄ=â1 êáé ÂÃ=â2 êáé

öÝñïõìå ôç äéáãþíéï ÁÃ. Ôï ôñáðÝæéï ÷ùñßæåôáé óå äõï ôñßãùíá ÁÂÃ

êáé ÁÄÃ ìå âÜóåéò ÂÃ=â2 êáé ÁÄ=â1 áíôßóôïé÷á êáé ýøç ìå êïéíü

ìÞêïò õ.

'Áñá ÅÁÂÃÄ=ÅÁÄÃ+ÅÁÂÃ=
1

2
â õ

1

2
â õ

1

2
(â â )õ

1 2 1 2
� � � �

Ôï åìâáäü åíüò ôñáðåæßïõ åßíáé ßóï ìå ôï ãéíüìåíï ôçò

äéáìÝóïõ ôïõ åðß ôï ýøïò ôïõ.
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10.1

10.2

Áðüäåéîç

Áí ÌÍ ç äéÜìåóïò ôïõ ôñáðåæßïõ ÁÂÃÄ ìå âÜóåéò ÁÄ=â1,

ÂÃ=â2 êáé ýøïò ÁÅ=õ, ôüôå

ÅÁÂÃÄ=
1

2
(â1+â2)�õ (1)

ÁëëÜ ÌÍ
â â

2

1 2�
�

(2)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1), (2) ðñïêýðôåé ÅÁÂÃÄ=ÌÍ�õ. �

Ìå âÜóç ôá äýï ó÷Þìáôá êáé ãíùóôÜ áîéþìáôá ôùí åìâáäþí íá

áðïäåßîåôå ôçí ôáõôüôçôá

(á+â)(á–â)=á
2
–â

2

ÓõíäõÜæïíôáò ðñïôÜóåéò åìâáäþí óôï ó÷Þìá, ðïéá ãíùóôÞ

ôáõôüôçôá ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå êáé ðþò;

10.2.2¢ëëïé ôýðïé ãéá ôï åìâáäü ôñéãþíïõ¢ëëïé ôýðïé ãéá ôï åìâáäü ôñéãþíïõ

¸÷ïõìå ôç äõíáôüôçôá íá ÷ùñßóïõìå ïðïéïäÞðïôå ðïëýãùíï

óå åðéìÝñïõò ôñßãùíá êáé óôçñéæüìåíïé óôï áîßùìá ÉÉÉ íá

õðïëïãßóïõìå ôï åìâáäü ôïõ ùò Üèñïéóìá åìâáäþí ôñéãþíùí. Ç

äõíáôüôçôá áõôÞ ìáò õðï÷ñåþíåé íá ðñïóäéïñßóïõìå êáé ìå Üëëïõò

ôýðïõò ôï åìâáäü åíüò ôñéãþíïõ.

Ôï åìâáäü åíüò ôñéãþíïõ éóïýôáé ìå Å=ô�ñ, üðïõ ô ç çìéðå-

ñßìåôñïò ôïõ ôñéãþíïõ êáé ñ ç áêôßíá ôïõ åããåãñáììÝíïõ

êýêëïõ ôïõ ôñéãþíïõ.
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Áðüäåéîç

Èåùñïýìå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôïí åããåãñáììÝíï êýêëï (Ï,ñ).

Óýìöùíá ìå ôá áîéþìáôá ôùí åìâáäþí êáé ôï èåþñçìá 10.4

Ý÷ïõìå:

ÅÁÂÃ=ÅÁÏÂ+ÅÂÏÃ+ÅÃÏÁ

Þ Å
1

2
ÁÂ ñ

1

2
ÂÃ ñ

1

2
ÃÁ ñ

ÁÂÃ
� � � � � �

Å
1

2
(ÁÂ ÂÃ ÃÁ)ñ

ÁÂÃ
� � � Þ Å

1

2
2ô ñ

ÁÂÃ
� � Þ ÅÁÂÃ=ô�ñ �

Ôï åìâáäü åíüò ôñéãþíïõ éóïýôáé ìå Å
á â ã

4R
�

� �
, üðïõ á, â, ã

ïé ðëåõñÝò ôïõ êáé R ç áêôßíá ôïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ êýêëïõ

ôïõ ôñéãþíïõ.

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôïí ðåñéãåãñáììÝíï ôïõ êýêëï (Ï,R).

ÖÝñïõìå ôï ýøïò ÁÄ ôïõ ôñéãþíïõ êáé ôç äéÜìåôñï ÁÅ ôïõ

ðåñéãåãñáììÝíïõ ôïõ êýêëïõ. Ç ãùíßá ÁÃÅ
�

åßíáé ïñèÞ (åããå-

ãñáììÝíç ðïõ âáßíåé óå çìéêýêëéï), Üñá ôï ôñßãùíï ÁÃÅ åßíáé

ïñèïãþíéï.

Ôá ïñèïãþíéá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÁÃÅ Ý÷ïõí ôéò ãùíßåò ôïõò Â
�

êáé

Å
�

ßóåò (åããåãñáììÝíåò ðïõ âáßíïõí óôï ôüîï ÁÃ
�

).

¢ñá ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÁÃÅ åßíáé üìïéá, ïðüôå ðñïêýðôåé ç

áíáëïãßá

ÁÂ

ÁÅ

ÄÁ

ÃÁ
� Þ ÁÂ� ÁÃ=ÄÁ�ÁÅ Þ ã�â=õá�2R

Þ á�â�ã=á�õá�2R Þ
á â ã

4R

á õ 2R

4R

á� �
�

� �

Þ
á â ã

4R

1

2
á õ

á

� �
� � êáé ôåëéêÜ Å

á â ã

4R
�

� �
�

Ôï åìâáäü åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ åßíáé ßóï ìå

Å ô(ô á)(ô â)(ô ã)� � � �

Áðüäåéîç

Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 10.4 êáé ôïí ôýðï ãéá ôï ýøïò

ôñéãþíïõ ôçò ðáñáãñÜöïõ 9.1.2 Ý÷ïõìå
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ÁÁ

ÅÅ

ÄÄ
ÂÂ ÃÃ

Á

Â

ñ
ñ

ñ

Ï

Ã

Èåþñçìá 10.7

Èåþñçìá 10.8

ôýðïò ôïõ ¹ñùíá



Å
1

2
á õ

á
� � êáé õ

2 ô(ô á)(ô â)(ô ã)

á
á

�
� � �

.

Ìå áíôéêáôÜóôáóç èá ðÜñïõìåÅ ô(ô á)(ô â)(ô ã)� � � � . �

Ôï åìâáäü åíüò ôñéãþíïõ éóïýôáé ìå ôï çìéãéíüìåíï äýï

ðëåõñþí ôïõ åðß ôï çìßôïíï ôçò ðåñéå÷ïìÝíçò ãùíßáò ôùí äýï

áõôþí ðëåõñþí.

Áðüäåéîç

¸óôù ôï ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôï ýøïò ôïõ ÁÄ. Áðü ôï ïñèïãþíéï

ôñßãùíï ÁÂÄ Ý÷ïõìå:

çìÂ
ÁÄ

ÁÂ

õ

ã

á� � Þ õá=ã�çìÂ.

ÅðåéäÞ Å
1

2
á õ

á
� � ðñïêýðôåé Å

1

2
á ã çìÂ� � � �

Óå êÜèå ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýåé:

á

çìÁ

â

çìÂ

ã

çìã
2R� � �

Ôï åìâáäü éóüðëåõñïõ ôñéãþíïõ ðëåõñÜò á äßíåôáé áðü ôïí

ôýðï Å=
1

2
á 3

2
.

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå éóüðëåõñï ôñßãùíï ÁÂÃ ðëåõñÜò á êáé ýøïõò õ.

Ôüôå ÅÁÂÃ=
1

2
á�õ êáé õ

á 3

2
�

¢ñá Å
1

2
á

á 3

2
ÁÂÃ

� Þ Å
1

4
á 3

ÁÂÃ

2�
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Á

Â Ä

á á

á Ã

õ

Â
Ä

Á

á

ã â
õá

Ã

Èåþñçìá 10.9

Ðüñéóìá 10.7

Íüìïò çìéôüíùí

1



Ôï åìâáäü åíüò ôåôñáðëåýñïõ ÁÂÃÄ ìå êÜèåôåò äéáãþíéåò

ÁÃ=ä1 êáé ÂÄ=ä2, éóïýôáé ìå Å
1

2
ä ä

1 2
� � .

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ ìå êÜèåôåò äéáãþíéåò ÁÃ=ä1 êáé

ÂÄ=ä2.

Áí Å ç ôïìÞ ôùí äéáãùíßùí ôïõ, èá Ý÷ïõìå:

ÅÁÂÃÄ=Å Å
1

2
ÂÄ ÁÅ

1

2
ÂÄ ÃÅ

ÁÂÄ ÂÃÄ
� � � � � �

� � � �
1

2
ÂÄ(ÁÅ ÃÅ)

1

2
ÂÄ ÁÃ

ÔåëéêÜ Å
1

2
ä ä

1 2
� �

ÐáñáôçñÞóåéò

• Ôï åìâáäü Å åíüò ñüìâïõ ìå äéáãþíéåò ä1 êáé ä2 åßíáé ßóï ìå

Å
1

2
ä ä

1 2
� �

• Ôï åìâáäü Å åíüò ôåôñáãþíïõ ìå äéáãþíéï ä åßíáé ßóï ìå

Å
1

2
ä

2�

Áí Ê ôõ÷áßï óçìåßï ôçò äéáìÝóïõ ÁÌ ôñéãþíïõ ÁÂÃ, ôá

ôñßãùíá ÊÁÂ êáé ÊÁÃ åßíáé éóïäýíáìá

Áðüäåéîç

Ç äéÜìåóïò ÁÌ ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ ÷ùñßæåé ôï ôñßãùíï óå äýï

éóïäýíáìá ôñßãùíá, áöïý ôá ôñßãùíá ÁÂÌ êáé ÁÌÃ Ý÷ïõí ßóåò

âÜóåéò (ÌÂ=ÌÃ) êáé êïéíü ôï áíôßóôïé÷ï ýøïò ôïõò ÁÄ.

¼ìïéá ç äéÜìåóïò ÊÌ ôïõ ôñéãþíïõ ÂÊÃ ôï ÷ùñßæåé óôá äýï

éóïäýíáìá ôñßãùíá ÊÂÌ êáé ÊÃÌ.

Áðü ôéò éóüôçôåò ÅÁÂÌ=ÅÁÃÌ êáé ÅÊÂÌ=ÅÊÃÌ ðñïêýðôåé:

ÅÁÂÌ–ÅÁÂÊ=ÅÁÃÌ–ÅÊÃÌ Þ ÅÊÁÂ=ÅÊÁÃ
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ÐáñáôÞñçóç

Áí ôï Ê åßíáé ôï êÝíôñï âÜñïõò ôïõ ôñéãþíïõ, ôüôå êáé ôá ôñßá

ôñßãùíá ÁÂÊ, ÂÃÊ êáé ÁÃÊ åßíáé éóïäýíáìá.

Óå êÜèå ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýåé ç éóüôçôá
1

õ

1

õ

1

õ

1

ñ
á â ã

� � � .

Áðüäåéîç

Ãéá ôï åìâáäü åíüò ôñéãþíïõ éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò

Å
1

2
á õ =

1

2
â õ

1

2
ã õ

á â ã
� � � � � êáé Å=ô�ñ

¢ñá
1

õ

á

2Å
á

� ,
1

õ

â

2Å
â

� êáé
1

õ

ã

2Å
ã

�

ÅðïìÝíùò

1

õ

1

õ

1

õ

á

2Å

â

2Å

ã

2Å

2ô

2Å

ô

Å

1

ñ
á â ã

� � � � � � � �

Íá ÷ùñßóåôå Ýíá ôåôñÜãùíï ÁÂÃÄ óå ôñßá éóïäýíáìá ÷ùñßá

ìå åõèåßåò ðïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ìßá êïñõöÞ ôïõ.

Áðüäåéîç

¸óôù ÁÅ êáé ÁÆ ïé åõèåßåò ðïõ ÷ùñßæïõí ôï ôåôñÜãùíï óå ôñßá

éóïäýíáìá ÷ùñßá êáé Ýóôù üôé ÁÂ=á. Ôüôå

Å
Å

3
ÁÄÆ

ÁÂÃÄ� Þ
1

2
á ÄÆ

á

3

2

� � Þ ÄÆ
2

3
á�

¼ìïéá âñßóêïõìå üôé ÂÅ
2

3
á� .

Áñêåß, ëïéðüí, íá ðÜñïõìå ôá óçìåßá Æ êáé Å óôéò ðëåõñÝò ÄÃ

êáé ÂÃ áíôßóôïé÷á, Ýôóé, þóôå

ÄÆ
2

3
á� , ÂÅ

2

3
á�

¢ñá ïé æçôïýìåíåò åõèåßåò åßíáé ïé ÁÆ êáé ÁÅ.
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

1 Óå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ ïé ðëåõñÝò á êáé â Ý÷ïõí

ìÞêç á=10 êáé â=8. Ôï åìâáäü ôïõ ôñéãþíïõ

ðïéåò ôéìÝò ìðïñåß íá ðÜñåé;

2 Áí ôá åìâáäÜ äýï ôñéãþíùí äåí åßíáé ßóá,

ôüôå êáé ôá ôñßãùíá áõôÜ äåí åßíáé ßóá.

3 Áí Ýíá ôñßãùíï ÷ùñßæåôáé áðü ìéá äé÷ïôüìï

ôïõ óå äýï éóïäýíáìá ôñßãùíá, ôüôå åßíáé

éóïóêåëÝò.

4 Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ôýðïõ Å
1

2
á â çìÃ� � � , íá

áðïäåßîåôå üôé ôï åìâáäüí ôïõ éóïðëåýñïõ

ôñéãþíïõ ðëåõñÜò á åßíáé

Å
1

4
á 3

2� .

5 Ï ëüãïò ôùí åìâáäþí äýï ôñáðåæßùí ìå ßóåò

äéáìÝóïõò åßíáé ßóïò ìå ôï ëüãï ôùí õøþí ôïõò.

6 Áí äýï éóüðëåõñá ôñßãùíá Ý÷ïõí ßóá åìâáäÜ,

ôüôå èá åßíáé ßóá.

7 Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäü êáé ôçí áêôßíá ôïõ

åããåãñáììÝíïõ êýêëïõ óôï ôñßãùíï ÁÂÃ.

8 Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá ôï Ä åßíáé ôõ÷áßï óçìåßï

ôçò ðëåõñÜò ÂÃ êáé ôï óçìåßï Ê åßíáé ôï ìÝóï

ôïõ ÁÄ. Ôï óêéáóìÝíï åìâáäü ôé ìÝñïò ôïõ

åìâáäïý ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ åßíáé;

9 Áí ï ñüìâïò ÁÂÃÄ åßíáé éóïäýíáìïò ìå ôï

ðáñáëëçëüãñáììï ÄÅÆÇ, ôüôå ðïéá åßíáé

ç ðåñßìåôñïò ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ

ÁÂÃÄ;

1 Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäü ôñéãþíïõ ÁÂÃ óôéò

åîÞò ðåñéðôþóåéò:

á) ÁÂ=ã, ÁÃ=â êáé Á
�

� �120 .

â) Á
�

� �30 , Â
�

� �105 êáé ÁÂ=12.

ã) Á
�

� �90 , õá=6 êáé ÂÁÄ
�

� �30

2 Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäü ðáñáëëçëï-

ãñÜììïõ ÁÂÃÄ óôéò åîÞò ðåñéðôþóåéò:

á) ÁÄ=24, ÁÂ=32 êáé Á
�

� �60 .

â) ÁÄ=25, ÁÂ=52 êáé ÂÄ=63.
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

3 Áí ïé êÜèåôåò ðëåõñÝò ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ

ÁÂÃ åßíáé ÁÂ=6 êáé ÁÃ=8, íá õðïëïãßóåôå

ôï åìâáäü ôïõ êáé ôï ýøïò ðñïò ôçí

õðïôåßíïõóá.

4 Íá õðïëïãéóôïýí ïé ðëåõñÝò ðáñáëëçëï-

ãñÜììïõ, ðïõ Ý÷åé ðåñßìåôñï 24 êáé ôï Ýíá

ýøïò åßíáé äéðëÜóéï áðü ôï Üëëï.

5 Åíüò ïñèïãùíßïõ ÁÂÃÄ ôï ìÝóï Ì ôçò

ðëåõñÜò ôïõ ÁÂ áðÝ÷åé áðü ôçí êïñõöÞ Ã

áðüóôáóç ÌÃ=10. Áí ÂÃÌ
�

� �30 , íá

õðïëïãßóåôå ôï åìâáäü ôïõ ïñèïãùíßïõ.

6 ¸íá ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ Ý÷åé Á
�

� �120 ,

ÁÂ=6ê êáé ÁÄ=4ê, üðïõ ê>0. Íá õðïë-

ïãßóåôå ôï ýøïò ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ, ðïõ

áíôéóôïé÷åß óôçí ðëåõñÜ ÂÃ êáèþò êáé ôï

åìâáäü ôïõ.

7 Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäü éóïóêåëïýò

ôñáðåæßïõ ÁÂÃÄ, ðïõ Ý÷åé äéÜìåóï ÌÍ=5,

ìéêñÞ âÜóç ÁÂ=4 êáé ôéò ìç ðáñÜëëçëåò

ðëåõñÝò ÁÄ=ÂÃ=3.

8 Íá ÷ùñßóåôå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ óå ôñßá

éóïäýíáìá ÷ùñßá ìå åõèåßåò ðïõ äéÝñ÷ïíôáé

áðü ìéá êïñõöÞ ôïõ.

9 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé Ýóôù ÁÄ ç äéÜìåóüò

ôïõ. Áðü ôï Á öÝñïõìå åõèåßá å êÜèåôç óôçí

ÁÄ. Áðü ôá óçìåßá Â êáé Ã öÝñïõìå ôéò ÂÅ êáé

ÃÆ áíôßóôïé÷á êÜèåôåò óôçí å. Íá áðïäåßîåôå

üôé ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÄÅÆ åßíáé éóïäýíáìá.

10 ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé Ýóôù Ä, Å, Æ ôá ìÝóá

ôùí ðëåõñþí ÁÂ, ÂÃ êáé ÃÁ áíôßóôïé÷á. Íá

áðïäåßîåôå üôé:

á) ÅÄÅÆ=ÅÆÃÅ.

â) Å
1

4
Å

ÄÅÆ ÁÂÃ
� .

11 Áðü Ýíá óçìåßï Å ôçò äéáãùíßïõ ÂÄ

ðáñáëëçëïãñÜììïõ ÁÂÃÄ öÝñïõìå

ðáñÜëëçëåò ðñïò ôéò ðëåõñÝò ôïõ. Íá äåßîåôå

üôé ôá ðáñáëëçëüãñáììá ðïõ âñßóêïíôáé

åêáôÝñùèåí ôçò ÂÄ åßíáé éóïäýíáìá.

12 Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ êáé áðü ôï

ìÝóï ôçò äéáãùíßïõ ÂÄ öÝñïõìå åõèåßá å ðïõ

ôÝìíåé ôéò ÁÂ êáé ÄÃ óôá Å êáé Æ áíôßóôïé÷á. Íá

áðïäåßîåôå üôé ÅÁÅÆÄ=ÅÂÃÆÅ .

13 Íá áðïäåßîåôå üôé ôï åìâáäü ïñèïãùíßïõ

ôñéãþíïõ ÁÂÃ (Á
�

� �90 ) äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

Å=ô(ô–á).

14 ¸óôù ñá ç áêôßíá ôïõ êýêëïõ ðïõ åöÜðôåôáé

ôçò ðëåõñÜò ÂÃ êáé ôùí ðñïåêôÜóåùí ôùí

ðëåõñþí ÁÂ êáé ÁÃ ôñéãþíïõ ÁÂÃ. (Ï êýêëïò

áõôüò ïíïìÜæåôáé ðáñåããåãñáììÝíïò ôïõ

ôñéãþíïõ ÁÂÃ óôç ãùíßá Á
�

). Íá áðïäåßîåôå

üôé ÅÁÂÃ=(ô–á)ñá .

15 Óå êÜèå ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýåé
2

õ

1

ñ

1

ñ
á á

� � .

1 Óå Ýíá ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ ç ìéá âÜóç åßíáé

äéðëÜóéá ôçò Üëëçò. Íá õðïëïãßóåôå ôï ëüãï

ôùí åìâáäþí ôùí äýï ôñáðåæßùí, óôá ïðïßá ôï

ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ ÷ùñßæåôáé áðü ôç äéÜìåóü ôïõ.

2 Äßíåôáé ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ ìå âÜóåéò ÁÂ êáé ÃÄ

êáé Å ç ôïìÞ ôùí äéáãùíßùí. Ðñïåêôåßíïõìå

ôçí ÁÃ êáôÜ ôìÞìá ÃÆ=ÃÅ. Íá áðïäåßîåôå üôé

ÅÁÄÅ=ÅÂÃÆ .

3 Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ ìå âÜóåéò

ÁÂ, ÃÄ êáé ÄÃ=2ÁÂ. Áí ÁÄ=ÂÃ=ÁÂ, íá

õðïëïãßóåôå ôéò ãùíßåò ôïõ ôñáðåæßïõ ÁÂÃÄ

êáé ôï åìâáäü ôïõ.
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4 Äßíåôáé ôåôñÜãùíï ÁÂÃÄ êáé êýêëïò ðïõ

ðåñíÜåé áðü ôá óçìåßá Á êáé Â êáé ôÝìíåé ôçí

ðñïÝêôáóç ôçò ÃÂ ðñïò ôï Â óôï óçìåßï Å. Áí

öÝñïõìå ôçí åöáðôïìÝíç ÃÊ, íá áðïäåßîåôå

üôé Å
1

2
ÃÊ

ÁÅÃ

2� .

5 ¸íáò ñüìâïò Ý÷åé ðåñßìåôñï 48 êáé

Üèñïéóìá äéáãùíßùí 26. Íá õðïëïãßóåôå ôï

åìâáäü ôïõ.

6 Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ êáé ôõ÷áßï

óçìåßï Å ôçò ðëåõñÜò ÁÂ. Íá áðïäåßîåôå üôé

ÅÄÅÃ=ÅÁÅÄ+ÅÅÂÃ.

7 Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäü, ôï ýøïò õá êáé ôéò

áêôßíåò R, ñ, ôñéãþíïõ ÁÂÃ, áí á=43, â=68

êáé ã=61.

8 Íá äåßîåôå üôé óå ñüìâï ôïõ ïðïßïõ ôï åìâáäü

åßíáé ßóï ìå ôï çìéãéíüìåíï ìéáò äéáãùíßïõ

åðß ôçí ðëåõñÜ ôïõ, ç ìßá ãùíßá ôïõ åßíáé 60�.

9 Ç ðåñßìåôñïò åíüò ñüìâïõ åßíáé 48 êáé ç

áðüóôáóç ôùí äýï áðÝíáíôé ðëåõñþí ôïõ

åßíáé 5. Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäü ôïõ

ñüìâïõ.

10 ¸íá ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ åßíáé ðåñéãå-

ãñáììÝíï óå êýêëï (Ï,R). Íá áðïäåßîåôå üôé

ÅÏÁÂ+ÅÏÃÄ=ÅÏÁÄ+ÅÏÂÃ.

11 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé Ä óçìåßï ôçò ÂÃ.

Áðü ôï Ä öÝñïõìå ÄÆ êáé ÄÅ ðáñÜëëçëåò

ðñïò ôéò ÁÃ êáé ÁÂ áíôßóôïé÷á, ðïõ ôÝìíïõí

ôéò ÁÂ êáé ÁÃ óôá óçìåßá Æ êáé Å áíôßóôïé÷á.

Áí Ì êáé Í ôá ìÝóá ôùí ÄÂ êáé ÄÃ áíôßóôïé÷á,

íá áðïäåßîåôå üôé Å
1

2
Å

ÌÍÅÆ ÁÂÃ
�

12 Óå åõèåßá å èåùñïýìå ôá äéáäï÷éêÜ ôìÞìáôá

ÁÂ=á, ÂÃ=2á êáé êáôáóêåõÜæïõìå ðñïò ôï ßäéï

ìÝñïò ôçò å ôá éóüðëåõñá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÂÃÅ.

Íá õðïëïãßóåôå ôï åìâáäü ôïõ ôåôñáðëåýñïõ

ÁÄÅÃ.

13 Äßíåôáé ïñèïãþíéï ÁÂÃÄ êáé Ê ôï êÝíôñï ôïõ

êýêëïõ, ðïõ åßíáé åããåãñáììÝíï óôï ôñßãùíï

ÂÃÄ. ÖÝñïõìå ÊË êáé ÊÌ êÜèåôåò óôéò ÁÂ êáé

ÁÄ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé

ÅÁÂÃÄ=2ÅÁËÊÌ.

14 Íá áðïäåßîåôå üôé áð' üëá ôá ôñßãùíá ðïõ

åßíáé åããåãñáììÝíá óôïí ßäéï êýêëï,

ìåãáëýôåñï åìâáäü Ý÷åé ôï éóüðëåõñï.

15 ¸óôù ÁÂÃÄ ôåôñÜãùíï ðëåõñÜò á êáé Ì

óçìåßï ôçò ÁÂ. Íá ðñïóäéïñéóôåß ç èÝóç ôïõ

óçìåßïõ Ì (áðüóôáóç áðü ôï Á Þ áðü ôï Â)

þóôå ç äéáöïñÜ ÌÄ
2
–ÌÃ

2
íá åßíáé ßóç ìå ôï

ÅÌÃÄ.

16 Íá âñåßôå ôï ãåùìåôñéêü ôüðï ôçò êïñõöÞò Á

ôñéãþíïõ ÁÂÃ, ôï ïðïßï Ý÷åé óôáèåñÞ âÜóç

ÂÃ=á êáé óôáèåñü åìâáäü ÅÁÂÃ=ê
2
.
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10.3 Ó÷Ýóåéò åìâáäþíÓ÷Ýóåéò åìâáäþí

Åêôüò áðü ôïõò ôýðïõò ðñïóäéïñéóìïý ôùí åìâáäþí äéáöüñùí

ó÷çìÜôùí, ðïõ Þäç ìåëåôÞóáìå, èá áðïäåßîïõìå óôç óõíÝ÷åéá

ìåñéêÜ èåùñÞìáôá, ðïõ åðéôñÝðïõí ôç óýãêñéóç åìâáäþí ìåôáîý

ó÷çìÜôùí.

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí ßóåò âÜóåéò, ôüôå ï ëüãïò ôùí åìâáäþí

ôïõò åßíáé ßóïò ìå ôï ëüãï ôùí áíôßóôïé÷ùí õøþí.

Áðüäåéîç

¸óôù ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÄÅÆ ìå ÂÃ=ÅÆ=â (ßóåò âÜóåéò) êáé ôá

áíôßóôïé÷á ýøç ôïõò ÁÇ=õ1 êáé ÄÈ=õ2.

¸÷ïõìå ãéá ôá åìâáäÜ ôïõò:

Å
1

2
â õ

ÁÂÃ 1
� � êáé Å

1

2
â õ

ÄÅÆ 2
� � .

¢ñá
Å

Å

1

2
â õ

1

2
â õ

2âõ

2âõ

ÁÂÃ

ÄÅÆ

1

2

1

2

�
�

�

� Þ
Å

Å

õ

õ

ÁÂÃ

ÄÅÆ

1

2

� �

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí ßóá ýøç, ôüôå ï ëüãïò ôùí åìâáäþí

ôïõò åßíáé ßóïò ìå ôï ëüãï ôùí áíôßóôïé÷ùí âÜóåùí.

Áðüäåéîç

¸óôù ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÄÅÆ ìå âÜóåéò ÂÃ=â1 êáé ÅÆ=â2 êáé

ßóá ôá áíôßóôïé÷á ýøç ôïõò ÁÇ=ÄÈ=õ.

¢ñá
Å

Å

1

2
â õ

1

2
â õ

2â õ

2â õ

ÁÂÃ

ÄÅÆ

1

2

1

2

�
�

�

� Þ
Å

Å

â

â

ÁÂÃ

ÄÅÆ

1

2

�

�

Áí ìßá ãùíßá åíüò ôñéãþíïõ åßíáé ßóç Þ ðáñáðëçñùìáôéêÞ ìå

ìßá ãùíßá åíüò Üëëïõ ôñéãþíïõ, ôüôå ï ëüãïò ôùí åìâáäþí

ôùí äýï ôñéãþíùí åßíáé ßóïò ìå ôï ëüãï ôùí ãéíïìÝíùí ôùí

ðëåõñþí ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôéò ãùíßåò áõôÝò.
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È

Ä

Á

â

â

õ1

õ2

Ã

Â

Å Æ

Ç

È
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10.3

Áðüäåéîç

¸óôù üôé ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÄÅÆ Ý÷ïõí ôéò ãùíßåò Á
�

êáé Ä
�

ßóåò.

Ôüôå ãéá ôá åìâáäÜ ôïõò éó÷ýåé

Å
1

2
ÁÂ ÁÃ çìÁ

ÁÂÃ
� � � êáé Å

1

2
ÄÅ ÄÆ çìÄ

ÄÅÆ
� � �

ÅðïìÝíùò
Å

Å

1

2
ÁÂ ÁÃ çìÁ

1

2
ÄÅ ÄÆ çìÄ

ÁÂÃ

ÄÅÆ

�
� �

� �

ÅðåéäÞ üìùò Á Ä
� �

� , éó÷ýåé çìÁ=çìÄ, ïðüôå ç ðñïçãïýìåíç

ó÷Ýóç ãßíåôáé:

Å

Å

ÁÂ ÁÃ çìÁ

ÄÅ ÄÆ çìÁ

ÁÂÃ

ÄÅÆ

�
� �

� �
Þ

Å

Å

ÁÂ ÁÃ

ÄÅ ÄÆ

ÁÂÃ

ÄÅÆ

�
�

�

Ïìïßùò áðïäåéêíýåôáé ôï èåþñçìá êáé ãéá ôçí ðåñßðôùóç ðïõ ïé

ãùíßåò Á
�

êáé Ä
�

ôùí ôñéãþíùí ÁÂÃ êáé ÄÅÆ åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò. �

Íá åîåôÜóåôå áí ôï èåþñçìá 10.12 éó÷ýåé êáé óôá ðáñáëëçëü-

ãñáììá.

Ó÷Ýóåéò åìâáäþí üìïéùí ó÷çìÜôùí

Ôï åìâáäü åíüò ôåôñáãþíïõ ðëåõñÜò á åßíáé á
2
.

Áí äéðëáóéÜóïõìå ôçí ðëåõñÜ Þ ôçí ôñéðëáóéÜóïõìå, ôï åìâáäü

èá ãßíåé (2á)
2
=4á

2
Þ (3á)

2
=9á

2
, áíôßóôïé÷á. Äéáðéóôþíïõìå üôé ç

ó÷Ýóç ôùí åìâáäþí äåí åßíáé ç ßäéá ìå ôç ó÷Ýóç ôùí ðëåõñþí. Ç

ó÷Ýóç ôùí åìâáäþí óå ìéá ôÝôïéá ðåñßðôùóç äßíåôáé áðü ôá

ðáñáêÜôù èåùñÞìáôá.

Áí äýï ôñßãùíá åßíáé üìïéá ìå ëüãï ïìïéüôçôáò ë, ôüôå ï

ëüãïò ôùí åìâáäþí ôïõò åßíáé ßóïò ìå ë
2
.

Áðüäåéîç

¸óôù ôá üìïéá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÄÅÆ ìå ëüãï ïìïéüôçôáò ë êáé

Á Ä
� �

� , Â Å
� �

� êáé Ã Æ
� �

� . Ïðüôå éó÷ýåé:

ÁÂ

ÄÅ

ÃÁ

ÆÄ
ë� �
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10.4

Ãéá ôá åìâáäÜ ôïõò Ý÷ïõìå óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 10.11

Å
1

2
ÁÂ ÁÃ çìÁ

ÁÂÃ
� � � êáé Å

1

2
ÄÅ ÄÆ çìÄ

ÄÅÆ
� � � .

ïðüôå
Å

Å

1

2
ÁÂ ÁÃ çìÁ

1

2
ÄÅ ÄÆ çìÄ

ÁÂ ÁÃ çìÁ

ÄÅ ÄÆ çìÄ

ÁÂÃ

ÄÅÆ

�
� �

� �

�
� �

� �
�

�
�

�
� � �

ÁÂ ÁÃ

ÄÅ ÄÆ

ÁÂ

ÄÅ

ÁÃ

ÄÆ
ë

2
¢ñá

Å

Å
ëÁÂÃ

ÄÅÆ

2� �

Áí äýï ðïëýãùíá åßíáé üìïéá ìå ëüãï ïìïéüôçôáò ë, ôüôå ï

ëüãïò ôùí åìâáäþí ôïõò åßíáé ßóïò ìå ë
2
.

Áðüäåéîç

¸óôù ôá üìïéá ðïëýãùíá ÁÂÃÄ...Í êáé Á~Â~Ã~...Í~ ìå ëüãï

ïìïéüôçôáò ë êáé áíôéóôïé÷ßá óôïé÷åßùí üðùò ðñïêýðôåé áõôÞ áðü ôçí

ïíïìáóßá ôïõò. (Á Á
� �

� �, Â Â
� �

� �, êôë.). Ìå ôéò äéáãþíéåò ðïõ öÝñïõìå

áðü ôéò êïñõöÝò Á êáé Á~ ÷ùñßæïõìå ôá ðïëýãùíá óå ßóï ðëÞèïò

ôñéãþíùí, ïìïßùí áíÜ äýï ìå ëüãï ïìïéüôçôáò:

ë
ÁÂ

Á Â

ÁÃ

Á Ã

ÁÄ

Á Ä
�

� �
�

� �
�

� �
��

Áðü ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá 10.13 Ý÷ïõìå:

Å

Å
ëÁÂÃ

Á Â Ã

2

� � �

� Þ Å ë Å
ÁÂÃ

2

Á Â Ã
� � � �

Ïìïßùò Å ë Å
ÁÃÄ

2

Á Ã Ä
� � � �, Å ë Å

ÁÄÅ

2

Á Ä Å
� � � �, ...

Ìå ðñüóèåóç êáôÜ ìÝëç üëùí áõôþ ôùí ó÷Ýóåùí ðñïêýðôåé:

Å Å Å ë (Å Å Å )
ÁÂÃ ÁÃÄ ÁÄÅ

2

Á Â Ã Á Ã Ä Á Ä Å
� � � � � � �� � � � � � � � �� � Þ

ÅÁÂÃ...Í=ë
2

Á~Â~Ã~...Í~ Þ
Å

Å
ëÁÂÃ Í

Á Â Ã Í

2�

�� � � �

�

Ó' Ýíá ÷Üñôç ìå êëßìáêá 1:1.000.000 ôï åìâáäü åíüò íçóéïý

åßíáé 12 cm
2

êáé ç áðüóôáóç äýï ÷ùñéþí ôïõ Á êáé Â åßíáé 3 cm. Íá

âñåèåß ôï ðñáãìáôéêü åìâáäü ôïõ íçóéïý êáé ç ðñáãìáôéêÞ

áðüóôáóç ôùí äýï ÷ùñéþí.
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10.5

Óôçí ôåëéêÞ áíáìÝôñçóç åíüò áãþíá ãñÞãïñçò áíÜãíùóçò ï

ðáßêôçò Á äéÜâáóå óå ìéá þñá 80 óåëßäåò åíüò âéâëßïõ äéáóôÜóåùí

16�24. Ç êÜèå óåëßäá ôïõ âéâëßïõ Ý÷åé ðåñéìåôñéêÜ ðåñéèþñéï

ëåõêü 2 cm. ¸íáò Üëëïò ðáßêôçò Â äéÜâáóå óå ìéá þñá 60 óåëßäåò

åíüò Üëëïõ âéâëßïõ äéáóôÜóåùí 22�30 ôïõ ïðïßïõ ç êÜèå óåëßäá

Ý÷åé ðåñéìåôñéêÜ ðåñéèþñéï 3 cm. Ðïéïò áðü ôïõò äýï ðáßêôåò

ðñÝðåé íá èåùñçèåß íéêçôÞò;

Áí Ï ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí äéáãùíßùí ôñáðåæßïõ ÁÂÃÄ ìå

ÁÂ//ÃÄ, íá áðïäåßîåôå üôé:

á) Å Å
ÏÁÄ ÏÂÃ

�

â) Å Å Å
ÏÁÄ

2

ÏÁÂ ÏÃÄ
� �

Áðüäåéîç

á) Ôá ôñßãùíá ÁÏÄ êáé ÂÏÃ Ý÷ïõí Ï Ï
� �

1 2� , Üñá óýìöùíá ìå ôï

èåþñçìá 10.14 Ý÷ïõìå:

Å

Å

ÁÏ ÏÄ

ÂÏ ÏÃ

ÁÏÄ

ÂÏÃ

�
�

�
(1)

ÅðåéäÞ üìùò ÁÂ//ÄÃ èá éó÷ýåé
ÁÏ

ÏÃ

ÂÏ

ÏÄ
� Þ ÁÏ�ÏÄ=ÂÏ�ÏÃ (2)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé ÅÁÏÄ=ÅÂÏÃ.

â) Ôá ôñßãùíá ÏÁÄ êáé ÏÁÂ Ý÷ïõí Ï Ï
� �

1 3 180� � � êáé ôá ôñßãùíá

ÏÄÃ êáé ÏÁÄ Ý÷ïõí Ï Ï
� �

4 1 180� � �, Üñá óýìöùíá ìå ôï

èåþñçìá 10.14 Ý÷ïõìå

Å

Å

ÏÁ ÏÄ

ÏÁ ÏÂ

ÏÄ

ÏÂ

ÏÁÄ

ÏÁÂ

�
�

�
� (1)

êáé
Å

Å

ÏÄ ÏÃ

ÏÁ ÏÄ

ÏÃ

ÏÁ

ÏÄÃ

ÏÁÄ

�
�

�
� (2)
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ÁëëÜ åðåéäÞ ÁÂ//ÄÃ éó÷ýåé

ÏÃ

ÏÁ

ÏÄ

ÏÂ
� (3)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1), (2) êáé (3) ðñïêýðôåé

Å

Å

Å

Å

ÏÁÄ

ÏÁÂ

ÏÄÃ

ÏÁÄ

� Þ Å Å Å
ÏÁÄ

2

ÏÁÂ ÏÄÃ
� �

Ãéá ôï á) åñþôçìá ìðïñïýìå íá êÜíïõìå êáé ôçí ðáñáêÜôù

áðüäåéîç.

á) Ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÁÂÃ Ý÷ïõí êïéíÞ âÜóç êáé ßóá ôá

áíôßóôïé÷á ýøç (åöüóïí ÁÂ//ÃÄ). ¢ñá åßíáé éóïäýíáìá, äçëáäÞ

ÅÁÂÄ=ÅÁÂÃ Þ ÅÁÂÄ–ÅÏÁÂ=ÅÁÂÃ–ÅÏÁÂ Þ ÅÏÁÄ=ÅÏÂÃ

Ðñïåêôåßíïõìå ôéò ðëåõñÝò ÁÂ, ÂÃ êáé ÃÁ êáôÜ ôçí ßäéá

öïñÜ êáôÜ ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÂÄ, ÃÅ êáé ÁÆ áíôßóôïé÷á,

ôÝôïéá þóôå ÂÄ=ÁÂ, ÃÅ=ÂÃ êáé ÁÆ=ÁÃ. Íá âñåßôå ôï ëüãï ôùí

åìâáäþí ôùí ôñéãþíùí ÄÅÆ êáé ÁÂÃ.

Áðüäåéîç

Ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÄÅÂ Ý÷ïõí ÁÂÃ ÄÂÅ =180
� �

� �, Üñá

óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 10.14 Ý÷ïõìå

Å

Å

ÁÂ ÂÃ

ÄÂ ÂÅ

ÂÃ

2ÂÃ

1

2

ÁÂÃ

ÄÂÅ

�
�

�
� � Üñá ÅÄÂÅ=2ÅÅÁÂ (1)

Ïìïßùò ðñïêýðôåé üôé ÅÅÃÆ=2ÅÁÂÃ (2)

êáé ÅÆÁÄ=2ÅÁÂÃ (3)

Óýìöùíá ìå ôá áîéþìáôá ôùí åìâáäþí éó÷ýåé

ÅÄÅÆ=ÅÁÂÃ+ÅÄÂÅ+ÅÅÃÆ+ÅÆÁÄ (4)

Ç ó÷Ýóç (4) ëüãù ôùí (1), (2) êáé (3) ãßíåôáé:

ÅÄÅÆ=ÅÁÂÃ+2ÅÁÂÃ+2ÅÁÂÃ+2ÅÁÂÃ Þ ÅÄÅÆ=7ÅÁÂÃ

Þ
Å

Å
7ÄÅÆ

ÁÂÃ

�
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

1 Ï ëüãïò ôùí åìâáäþí äýï ôåôñáãþíùí åßíáé

ßóïò ìå ôï ôåôñÜãùíï ôïõ ëüãïõ ôùí ðåñéìÝ-

ôñùí ôïõò;

2 Áí ìéá ãùíßá åíüò ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ

åßíáé óõìðëçñùìáôéêÞ ìå ìéá ãùíßá åíüò Üë-

ëïõ ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ, ï ëüãïò ôùí åìâá-

äþí ôùí ôñéãþíùí áõôþí åßíáé ßóïò ìå ôï

ôåôñÜãùíï ôïõ ëüãïõ ôùí õðïôåéíïõóþí;

3 Áí ìéá ãùíßá åíüò ðáñáëëçëïãñÜììïõ åßíáé

ßóç ìå ìßá ãùíßá åíüò Üëëïõ ðáñáëëçëï-

ãñÜììïõ, ôüôå ï ëüãïò ôùí åìâáäþí ôùí äõï

ðáñáëëçëïãñÜììùí åßíáé ßóïò ìå ôï ëüãï ôùí

ãéíïìÝíùí ôùí ðëåõñþí ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôéò

ãùíßåò áõôÝò;

4 Ï ëüãïò ôùí åìâáäþí äõï éóüðëåõñùí ôñé-

ãþíùí, ôé ó÷Ýóç Ý÷åé ìå ôï ëüãï ôùí ðåñé-

ìÝôñùí ôïõò;

5 Áí ù ö
� �

� � �90 ìå ôé éóïýôáé ï ëüãïò
Å

Å

ÁÂÃ

ÅÆÄ

;

6 Áí ù ö
� �

� ìå ôé éóïýôáé
Å

Å

ÁÂÃÄ

ÅÆÇÈ

;

7 Ðïéá åßíáé ç ôéìÞ ôïõ ëüãïõ
Å

Å

ÁÂÄ

ÂÃÄ

;

8 Áí å//æ êáé ïé äéÜìåóïé ôùí ôñáðåæßùí ÁÂÃÄ

êáé ÅÆÇÈ åßíáé ßóåò, ôé ó÷Ýóç Ý÷ïõí ôá

åìâáäÜ ôïõò;

9 Áí ôá Ä êáé Å åßíáé ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ÁÂ

êáé ÁÃ, ìå ôé éóïýôáé ï ëüãïò
Å

Å

ÁÄÅ

ÁÂÃ

;

10 Áí ÄÅ//ÂÃ êáé ÅÁÂÃ=20, ðüóï åßíáé ôï ÅÁÄÅ;

11 Ìðïñåßôå íá äéáôÜîåôå ôá åìâáäÜ ÅÁÂÅ, ÅÂÃÅ,

ÅÃÄÅ êáé ÅÄÁÅ áðü ôï ìéêñüôåñï ðñïò ôï

ìåãáëýôåñï;
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

1 Äõï ôñßãùíá Ý÷ïõí åìâáäÜ Å1 êáé Å2 ìå

Å2=8Å1. Áí Ý÷ïõí ìéá ðëåõñÜ ßóç, íá âñåßôå

ôï ëüãï ôùí õøþí ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò ßóåò

áõôÝò ðëåõñÝò.

2 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé Ê, Ë ôá ìÝóá ôùí

ðëåõñþí ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á. Íá âñåßôå ôï

ëüãï ôùí åìâáäþí êáé ôï ëüãï ôùí ðåñéìÝ-

ôñùí ôùí ôñéãþíùí ÁÊË êáé ÁÂÃ.

3 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé Ê ôõ÷áßï åóùôåñéêü

óçìåßï. ÖÝñïõìå ÊË=ÁÃ êÜèåôç óôçí ÁÃ êáé

ÊÌ=ÂÃ êÜèåôç óôç ÂÃ. Íá õðïëïãßóåôå ôï

ëüãï
Å

Å

ÁÂÃ

ÊËÌ

.

4 ¸íá ôñßãùíï ÁÂÃ Ý÷åé á=17, â=15 êáé ã=8

êáé ÁÄ åßíáé ôï ýøïò ôïõ. Áöïý äåßîåôå üôé ôï

ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé ïñèïãþíéï, íá õðïëïãßóôå

ôï ëüãï
Å

Å

ÁÂÄ

ÁÃÄ

.

5
Äõï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÄÅÆ Ý÷ïõí Á Ä

� �

� êáé

Â Å
� �

� � �180 . Íá áðïäåßîåôå üôé
ÂÃ

ÅÆ

ÁÃ

ÄÆ
� .

6 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé óçìåßï Ì óôçí ðëåõñÜ

ÁÃ ôÝôïéï þóôå ÃÌ
8

9
ÃÁ� . Íá âñåßôå ôï ëüãï

ôùí åìâáäþí ôùí ôñéãþíùí ÁÂÃ êáé ÂÌÃ.

7 Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá ôá óçìåßá Ê êáé Ë åßíáé

ìÝóá ôùí ôìçìÜôùí ÁÃ êáé ÁÂ áíôßóôïé÷á. Íá

äåßîåôå üôé:

á)
Å

Å
1ÁÊÂ

ÁËÃ

� .

â) Áí Ñ åßíáé ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí ËÃ êáé ÊÂ,

ôüôå
Å

Å
1ÂËÑ

ÊÃÑ

� .

8 Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ êáé ôõ÷áßï

óçìåßï Å ôçò äéáãùíßïõ ÂÄ. Íá âñåßôå ôïõò

ëüãïõò:

á)
Å

Å

ÁÄÅ

ÃÄÅ

êáé â)
Å

Å

ÁÅÂ

ÃÅÂ

.

1 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ. Áðü Ýíá óçìåßï Ï

åóùôåñéêü ôïõ ÁÂÃ öÝñïõìå êÜèåôåò óôéò

ðëåõñÝò ÁÂ, ÂÃ, ÃÁ êáé ðÜíù ó' áõôÝò

ðáßñíïõìå ôìÞìáôá ÏÄ=ÁÂ, ÏÅ=ÂÃ êáé

ÏÆ=ÃÁ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé:

á) ÅÆÏÅ=ÅÁÂÃ.

â) ÅÄÅÆ=3ÅÁÂÃ.

2 ¸íá ôñßãùíï ÁÂÃ Ý÷åé åìâáäü ÅÁÂÃ=90. Áðü

Ýíá óçìåßï Ì ôïõ ýøïõò ÁÄ ôÝôïéï þóôå

ÁÌ

ÌÄ
2� öÝñïõìå ìéá åõèåßá ðáñÜëëçëç ðñïò

ôç ÂÃ, ðïõ ôÝìíåé ôéò ÁÂ êáé ÁÃ óôá óçìåßá Å

êáé Æ. Íá õðïëïãßóåôå ôï ÅÁÅÆ.

3 Óôéò ðëåõñÝò ÁÂ, ÂÃ, ÃÁ ôñéãþíïõ ÁÂÃ

ðáßñíïõìå áíôßóôïé÷á ôá óçìåßá Ä, Å êáé Æ,

ôÝôïéá þóôå íá åßíáé

ÁÄ
1

2
ÁÂ, ÂÅ

1

3
ÂÃ, ÃÆ

1

4
ÃÁ� � �

Áí ãíùñßæïõìå üôé ôï ÅÁÂÃ=24 cm
2
, íá

õðïëïãßóåôå:

á) Ôá åìâáäÜ ôùí ôñéãþíùí ÄÂÅ, ÅÆÃ êáé ÁÄÆ.

â) Ôï åìâáäü ôïõ ôñéãþíïõ ÄÅÆ.

4 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôõ÷áßï óçìåßï Ê óôï

åóùôåñéêü ôïõ. Áí ÊÄ, ÊÅ, ÊÆ ïé áðïóôÜóåéò

ôïõ Ê áðü ôéò ðëåõñÝò ÂÃ, ÃÁ, ÁÂ áíôßóôïé÷á,

íá áðïäåßîåôå üôé:
ÊÄ

õ

ÊÅ

õ

ÊÆ

õ
1

á â ã

� � �

5 Áí É ôï Ýãêåíôñï åíüò ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ

ÁÂÃ ìå õðïôåßíïõóá ÂÃ, ôüôå ÉÂ�ÉÃ=ÉÁ�ÂÃ.

6 Èåùñïýìå êýêëï (Ï,R) êáé ìéá ÷ïñäÞ ôïõ

ÁÂ
3R

2
� . Óôï Â öÝñïõìå åöáðôïìÝíç ôïõ

êýêëïõ êáé áðü ôï Á ôçí ÁÃ êÜèåôç ó' áõôÞí.

Áí ÁÄ åßíáé äéÜìåôñïò ôïõ êýêëïõ, íá

õðïëïãßóåôå ôï ëïãï ôùí åìâáäþí ôùí

ôñéãþíùí ÁÂÄ êáé ÁÂÃ.
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10.4 Ôåôñáãùíéóìüò ðïëõãþíùíÔåôñáãùíéóìüò ðïëõãþíùí

Ôï ôåôñÜãùíï åßíáé ôï ó÷Þìá ðïõ åðéëÝîáìå ãéá íá êáèïñßóïõìå

ôç ìïíÜäá ìÝôñçóçò ôùí åìâáäþí. Åðßóçò ãéá ôï ôåôñÜãùíï

ðëåõñÜò 1 áîéùìáôéêÜ êáèïñßóáìå üôé ôï åìâáäü ôïõ èá åßíáé 1.

Öáßíåôáé, åðïìÝíùò, íá êáôÝ÷åé áõôü ìßá óçìáíôéêÞ èÝóç óôá

åìâáäÜ êáé åßíáé ëïãéêü íá åðéäéþêïõìå íá óõãêñßíïõìå Þ êáé íá

ìåôáôñÝøïõìå Ýíá ðïëýãùíï óå Ýíá éóïäýíáìï ôåôñÜãùíï. Áõôü ôï

ôåëåõôáßï ìðïñïýìå íá ôï ðåôý÷ïõìå ìå ôç âïÞèåéá ôùí äõï

êáôáóêåõþí ðïõ áêïëïõèïýí.

Ðñüâëçìá 10.1

Äßíåôáé ðïëýãùíï ÁÂÃ...Í. Íá ìåôáó÷çìáôéóôåß áõôü óå Ýíá

Üëëï éóïäýíáìü ôïõ ìå ìßá ðëåõñÜ ëéãüôåñç.

ÊáôáóêåõÞ

¸óôù ôï ðïëýãùíï ÁÂÃ...Í. ÖÝñïõìå ôç äéáãþíéï ÁÃ êáé áðü

ôçí êïñõöÞ Â ìéá åõèåßá ÂÂ~ ðáñÜëëçëç óôçí ÁÃ, ç ïðïßá ôÝìíåé ôçí

ðñïÝêôáóç ôçò ÃÄ óôï Â~. Ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÁÂ~Ã åßíáé éóïäýíáìá,

äéüôé Ý÷ïõí êïéíÞ âÜóç ôçí ÁÃ êáé ßóá ôá ýøç ôïõò áðü ôéò êïñõöÝò Â

êáé Â~ ëüãù ôçò ðáñáëëçëßáò ÂÂ~//ÁÃ.

Ôï ðïëýãùíï ÁÂ~Ä...Í åßíáé ôï æçôïýìåíï.

Áðüäåéîç

¼óïí áöïñÜ ôï åìâáäü ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ ìðïñåß íá

áíôéêáôáóôáèåß áðü ôï åìâáäü ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂ~Ã. Óôçí ðåñßðôùóç

üìùò áõôÞ áíôß ãéá ôéò ôñåéò ðëåõñÝò ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ èá Ý÷ïõìå ôéò äõï

ÁÂ~ êáé Â~Ä., äçëáäÞ ìßá ëéãüôåñç.

ÐáñáôÞñçóç

Óõìðåñáßíïõìå üôé êÜèå ðïëýãùíï Ý÷åé ôç äõíáôüôçôá

ìåéþíïíôáò êáôÜ ìßá ôéò ðëåõñÝò ôïõ, íá ìåôáó÷çìáôéóôåß óå

éóåìâáäéêÜ ðïëýãùíá ìÝ÷ñé íá êáôáëÞîåé óå éóåìâáäéêü ôñßãùíï.

Ðñüâëçìá 10.2

Íá êáôáóêåõáóôåß Ýíá ôåôñÜãùíï éóïäýíáìï ìå äïèÝí ôñßãùíï.
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¸óôù ÁÂÃ ôï äïèÝí ôñßãùíï ìå åìâáäü Å
1

2
á õ

ÁÂÃ á
� � .

Áí ç ðëåõñÜ ôïõ æçôïýìåíïõ ôåôñáãþíïõ åßíáé x, èá ðñÝðåé íá

éó÷ýåé:

x
1

2
á õ

2

á
� � Þ x

á

2
õ

2

á
�

�

	



�

�
 �

Ìå Üëëá ëüãéá ç ðëåõñÜ x èá åßíáé ìÝóç áíÜëïãïò ôùí

ôìçìÜôùí
á

2
êáé õá. Ç êáôáóêåõÞ ôçò åßíáé ãíùóôÞ êáé óôç óõíÝ÷åéá

êáôáóêåõÜæïõìå êáé ôï ôåôñÜãùíï.

ÐáñáôÞñçóç

Ç áíáãùãÞ åíüò ðïëõãþíïõ óå éóïäýíáìï ôåôñÜãùíï êáëåßôáé

ôåôñáãùíéóìüò ôïõ ðïëõãþíïõ áõôïý.

Áí êáé åßíáé ðñïöáíÝò èá åîçãÞóïõìå ðùò ôåôñáãùíßæåôáé Ýíá

ðïëýãùíï. Óýìöùíá ìå ôç äéáäéêáóßá ôïõ ðñïâëÞìáôïò 10.1 ìðïñïýìå

íá ðåôý÷ïõìå ôçí êáôáóêåõÞ éóïäõíÜìïõ ôñéãþíïõ. Óôç óõíÝ÷åéá ìå ôç

äéáäéêáóßá ôïõ ðñïâëÞìáôïò 10.2 êáôáóêåõÜæïõìå ôåôñÜãùíï

éóïäýíáìï ìå ôï ôñßãùíï áõôü, Üñá êáé ìå ôï áñ÷éêü ðïëýãùíï.

ÁÐÏÄÅÉÎÇ ÐÕÈÁÃÏÑÅÉÏÕ ÈÅÙÑÇÌÁÔÏÓ ÌÅ ÔÇ

ÂÏÇÈÅÉÁ ÔÙÍ ÅÌÂÁÄÙÍ

¸óôù ôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå õðïôåßíïõóá ÂÃ. Êáôá-

óêåõÜæïõìå åêôüò áõôïý ôá ôåôñÜãùíá ÁÂÇÆ, ÁÃÄÅ êáé ÂÃÉÈ.

Èá ðñÝðåé íá áðïäåßîïõìå üôé ÅÁÃÄÅ+ÅÁÂÇÆ=ÅÂÃÉÈ.

ÖÝñïõìå ôéò ÁÉ êáé ÂÄ êáé ôçí ÁÊ�ÈÉ. Ôá äýï ôñßãùíá ÂÃÄ êáé

ÁÃÉ Ý÷ïõí

ÂÃ=ÃÁ (ðëåõñÝò ôåôñáãþíïõ)

ÃÄ-ÃÁ (ðëåõñÝò ôåôñáãþíïõ

ÂÃÄ ÉÃÁ
� �

� (ç êáèåìéÜ ßóç ìå 90�� Ã
�

)

¢ñá åßíáé ßóá êáé åðïìÝíùò ÅÂÃÄ=ÅÁÃÉ.

¼ìùò ÅÂÃÄ=ÅÁÃÄ (êïéíÞ âÜóç ÃÄ êáé ÁÂ//ÃÄ) êáé

ÅÁÃÉ=ÅÊÃÉ (êïéíÞ âÜóç ÃÉ êáé ÁÊ//ÃÉ)

Ïðüôå èá Ý÷ïõìå ÅÁÃÄ=ÅÊÃÉ Þ 2ÅÁÃÄ=2ÑÊÃÉ

ÄçëáäÞ ÅÁÃÄÅ=ÅÊÃÉË

Ìå áíôßóôïé÷ç äéáäéêáóßá áðïäåéêíýåôáé üôé ÅÁÂÇÆ=ÅÊÂÈË êáé ìå

ðñüóèåóç êáôÜ ìÝëç ôùí äýï ôåëåõôáßùí ó÷Ýóåùí èá ðÜñïõìå

ÅÁÃÄÅ+ÅÁÂÇÆ=ÅÊÃÉË+ÅÊÂÈÉ Þ ÅÁÃÄÅ+ÅÁÂÇÆ=ÅÂÃÉÈ
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

10.7

10.6

Ìå âÜóç ôá äýï ôåôñÜãùíá êáé ãíùóôÜ áîéþìáôá ãéá ôá

åìâáäÜ, íá äþóåôå ìßá åîÞãçóç ðùò åðáëçèåýåôáé ôï Ðõèáãüñåéï

èåþñçìá.

Ìå âÜóç ôï ó÷Þìá êáé ãíùóôÜ áîéþìáôá ãéá ôá åìâáäÜ, íá

åîçãÞóåôå ðùò åðáëçèåýåôáé ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá.

1 Íá êáôáóêåõáóôåß ôåôñÜãùíï éóïäýíáìï ìå

ïñèïãþíéï, ðïõ Ý÷åé äéáóôÜóåéò á, â.

2 Íá êáôáóêåõáóôåß ôåôñÜãùíï éóïäýíáìï ìå

ôñáðÝæéï, ðïõ Ý÷åé âÜóåéò â1, â2 êáé ýøïò õ.

3 Èåùñïýìå ôñßãùíï ÁÂÃ. Íá êáôáóêåõáóôåß

Ýíá éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÄÅÆ ìå ÄÅ=ÄÆ ôï

ïðïßï íá åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï ôñßãùíï ÁÂÃ

êáé íá Ý÷åé Ä Á
� �

� .

4 Íá êáôáóêåõáóôåß ïñèïãþíéï, áí ãíùñßæïõìå

üôé ôï åìâáäüí ôïõ åßíáé ßóï ìå á
2

êáé üôé ôï

Üèñïéóìá ôùí äéáóôÜóåþí ôïõ åßíáé ßóï ìå ê.

5 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé óçìåßï ôçò ÁÂ ôÝôïéï

þóôå ÂÄ
1

3
ÁÂ� . Íá öÝñåôå åõèåßá áðü ôï Ä,

Ýôóé þóôå ôï ôñßãùíï íá ÷ùñéóôåß óå äýï

÷ùñßá ìå ëüãï åìâáäþí
1

2
.

6 Íá äéáéñåèåß Ýíá ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ ìå ÁÂ//ÃÄ

óå äýï ìÝñç éóïäýíáìá ìå ìéá åõèåßá, ðïõ

äéÝñ÷åôáé áðü ôçí êïñõöÞ Ã.

7 Íá äéáéñåèåß Ýíá ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ óå äýï

ìÝñç éóïäýíáìá, ìå ìéá åõèåßá, ðïõ íá

ðåñíÜåé áðü Ýíá óôáèåñü óçìåßï Ó ôçò

ðëåõñÜò ôïõ ÁÂ.
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ10
ïõ

ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ 10
ïõ

ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

1 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ=6, ÁÃ=8 êáé

ìá=5. Íá õðïëïãßóåôå ôç ÂÃ êáé ôï åìâáäü

ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.

2 Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Á
�

� �90 .

Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ãéíüìåíï ôùí äõíÜìåùí

ôùí óçìåßùí Â êáé Ã ùò ðñïò ôïí

åããåãñáììÝíï êýêëï åßíáé ßóï ìå Å
ÁÂÃ

2
.

3 Íá áðïäåßîåôå üôé ôï åìâáäü ôñáðåæßïõ ÁÂÃÄ

éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï ìéáò áðü ôéò ìç

ðáñÜëëçëåò ðëåõñÝò ôïõ åðß ôçí áðüóôáóç

ôïõ ìÝóïõ ôçò Üëëçò áð' áõôÞí.

4 Äßíåôáé Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ=12, ÂÃ=13,

ÁÃ=5. Íá âñåèåß ôï åìâáäü ôïõ ôñéãþíïõ,

ðïõ Ý÷åé êïñõöÝò ôá óçìåßá åðáöÞò ôïõ ÁÂÃ

ìå ôïí åããåãñáììÝíï êýêëï.

5 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ, ôá óçìåßá Ä êáé Æ óôçí

ÁÂ þóôå ÁÄ ÂÆ
ã

3
� � , ôá Å êáé É óôçí ÁÃ þóôå

ÁÅ ÃÉ
â

4
� � êáé Ç êáé È óôç ÂÃ þóôå

ÂÇ ÃÈ
á

6
� � . Áí ôï ÅÁÂÃ=144, íá õðïëï-

ãßóåôå ôï åìâáäü ôïõ åîáãþíïõ ÆÄÅÉÈÇ.

6 Óå ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé ÁÂ=â, ÁÂ=ã êáé

Á
�

� �30 . Ìå âÜóåéò ôéò ðëåõñÝò ôïõ ÁÂ êáé ÁÃ

êáôáóêåõÜæïõìå Ýîù áðü ôï ôñßãùíï ôá

ôåôñÜãùíá ÁÂÄÅ êáé ÁÃÆÇ. Íá õðïëïãßóåôå

ôï åìâáäü ôïõ åîáãþíïõ ÂÃÆÇÅÄ.

7 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ÁÆ ç äé÷ïôüìïò ôïõ.

ÐÜíù óôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÆ ðáßñíïõìå

ôá óçìåßá Ä êáé Å ôÝôïéá þóôå ÁÄ=ÂÆ êáé

ÁÅ=ÃÆ. Íá õðïëïãßóåôå ôï ëüãï ôùí

åìâáäþí ôùí ôñéãþíùí ÁÂÅ êáé ÁÃÄ.

8 Ïé ðëåõñÝò ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ êáé ÄÁ åããñÜøéìïõ

ôåôñáðëåýñïõ áðïôåëïýí ãåùìåôñéêÞ ðñüïäï

êáôÜ ôç óåéñÜ áõôÞ. Íá õðïëïãßóåôå ôï ëüãï

ôùí åìâáäþí ôùí ôñéãþíùí ÁÂÄ êáé ÂÃÄ.

9 Äßíåôáé ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ êáé Ýóôù Ó ôï

óçìåßï ôïìÞò ôùí äéáãùíßùí ôïõ. Áí Å1,

Å2, Å3 êáé Å4 åßíáé ôá åìâáäÜ ôùí

ôñéãþíùí ÓÁÂ, ÓÂÃ, ÓÃÄ êáé ÓÄÁ

áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé

Å Å

Å Å

ÓÁ

ÓÃ

1 4

2 3

2

�

�
�

�

	




�

�
 .

10 ¸óôù Ýíá ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ åããñÜøéìï óå

êýêëï ìå ÁÂ=á, ÂÃ=â, ÃÄ=ã, ÄÁ=ä. Íá

áðïäåßîåôå üôé:

ÁÃ

ÂÄ

áä âã

áâ ãä
�

�

�
(2ï èåþñçìá Ðôïëåìáßïõ).

1 Áí Ýíá éóüðëåõñï ôñßãùíï ÁÂÃ Ý÷åé

ôñéðëÜóéá ðåñßìåôñï áðü Ýíá Üëëï éóüðëåõñï

ôñßãùíï ÊËÌ, ôüôå ï ëüãïò
Å

Å

ÁÂÃ

ÊËÌ

åßíáé ßóïò

ìå:

á)�
1

3
â) � 3

ã) � 6 ä) �9

å) �
1

6
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2 Ôï åìâáäü Å ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ ÁÂÃÄ

åßíáé ßóï ìå Å=ÁÂ�ÁÄ�çìö.

3 Áí ôá óêéáóìÝíá åìâáäÜ åßíáé ßóá, ôï

ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ åßíáé ôñáðÝæéï;

4 Óôï ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ ç ÅÆ åßíáé ç äéÜìåóïò. Ôï

óêéáóìÝíï åìâáäü ôé ìÝñïò üëïõ ôïõ

åìâáäïý åßíáé;

á)� ôï
1

2
â)� ôï

1

3
ã)� ôï

1

4

ä)� ôï
1

5
å)� ôá

2

3

5 Áí ÄÅ//ÂÃ êáé
Å

Å

1

8

ÁÄÅ

ÂÃÅÄ

� , ðüóï åßíáé ôï x;

6 Íá õðïëïãßóåôå ôá åìâáäÜ ÅÏÁÂ, ÅÁÂÃÄ, ÅÁÂÃ.

7 Íá åîçãÞóåôå ãéáôß êÜèå ìßá áðü ôéò ðñïôÜóåéò

ðïõ áêïëïõèïýí åßíáé ëÜèïò Þ óùóôü.

á) Áí äéðëáóéáóôåß ç âÜóç êáé ôï áíôßóôïé÷ï

ýøïò åíüò ôñéãþíïõ, ôüôå äéðëáóéÜæåôáé êáé ôï

åìâáäü ôïõ.

� Óùóôü � ËÜèïò

â) Óå êÜèå ôñáðÝæéï êÜèå äéáãþíéïò ÷ùñßæåé

áõôü óå äýï ôñßãùíá ìå Üíéóá åìâáäÜ.

� Óùóôü � ËÜèïò

ã) Áí ôá Ê êáé Ë åßíáé ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ÁÂ

êáé ÂÃ áíôßóôïé÷á êáé ôï Ì ôõ÷áßï óçìåßï ôçò

ðëåõñÜò ÁÃ, ôüôå ôï åìâáäü ôïõ ÊËÌ åßíáé ôï

1

4
ôïõ åìâáäïý ôïõ ÁÂÃ.

� Óùóôü � ËÜèïò

ä) Áí ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÄÃÅ åßíáé éóïäýíáìá

êáé ôï Ä åßíáé ìÝóï ôçò ðëåõñÜò ÁÃ, ôüôå êáé ôï Ã

åßíáé ìÝóï ôïõ ÂÅ.

� Óùóôü � ËÜèïò
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Á

Ä Ã

Â

ö

Á

Ä Ã

Â

Á

Ä

Å Æ

Ã

Â

Ä Å

Ã

Á

Â

x

6

Á

B

Ï

4

8

2

6

ÃÄ

30
o

Á

Â

Ê

Ì

Ë
Ã

Á

Ä

ÅÂ Ã



å) Óôï ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ ôá óçìåßá Å

êáé Æ åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÁÂ êáé ÂÃ. Ôï åìâáäü

ôïõ ôñéãþíïõ ÂÅÆ åßíáé ôï
1

8
ôïõ åìâáäïý ôïõ

ÁÂÃÄ.

� Óùóôü � ËÜèïò

óô) Áí ç áêôßíá ôïõ êýêëïõ åßíáé 1 ôï åìâáäü

ôïõ ôåôñÜðëåõñïõ ÁÂÃÄ åßíáé ßóï ìå
5 3

4
.

� Óùóôü � ËÜèïò

æ) Ôï åìâáäü ôïõ ôñéãþíïõ ÄÅÆ åßíáé

äéðëÜóéï áðü ôï åìâáäü ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.

� Óùóôü � ËÜèïò

8 ¸íá ôñßãùíï ÁÂÃ ìðïñåß íá ìåôáó÷çìáôéóôåß

óå éóïäýíáìï ôåôñÜãùíï:

Á)� ÐÜíôïôå.

Â)� ÐïôÝ.

Ã) � Ìüíï áí åßíáé ïñèïãþíéï.

Ä)� Ìüíï áí åßíáé éóüðëåõñï.

Å)� Ìüíï áí åßíáé ïñèïãþíéï éóïóêåëÝò.
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Óôï 10ï êåöÜëáéï ïñßóáìå ôï åìâáäü åíüò ó÷Þìáôïò ùò Ýíáí

áñéèìü ðïõ åêöñÜæåé ôï ìÝãåèïò ôçò Ýêôáóçò ðïõ êáôáëáìâÜíåé ôï

ó÷Þìá. Áðïäåßîáìå ôïõò ôýðïõò ôùí åìâáäþí ïñéóìÝíùí ðïëõãþíùí

êáé óõãêåêñéìÝíá ôïõ ïñèïãùíßïõ, ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ, ôïõ

ôñéãþíïõ, ôïõ ôñáðåæßïõ, ôïõ ôåôñáðëåýñïõ ìå êÜèåôåò äéáãþíéåò, ôïõ

ñüìâïõ êáé ôïõ éóïðëåýñïõ ôñéãþíïõ.

Óôç óõíÝ÷åéá åêöñÜóáìå ôï åìâáäü ôñéãþíïõ êáé ìå Üëëïõò

ôñüðïõò, ïé ïðïßïé ðåñéÝ÷ïõí ìåôñéêÜ óôïé÷åßá ôïõ.

ÌåëåôÞóáìå ôç ó÷Ýóç åìâáäþí üìïéùí ó÷çìÜôùí êáé áðïäåßîáìå

üôé ï ëüãïò ôùí åìâáäþí äýï üìïéùí ðïëõãþíùí ìå ëüãï ïìïéüôçôáò ë

éóïýôáé ìå ë2.
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Åðßóçò ìåëåôÞóáìå ôéò ó÷Ýóåéò ðïõ õðÜñ÷ïõí ìåôáîý ôùí åìâáäþí

äýï ôñéãþíùí ðïõ Ý÷ïõí

• êïéíÞ âÜóç Þ ßóåò âÜóåéò.

• äýï áíôßóôïé÷á ýøç ßóá.

• Ýíá æåýãïò ãùíéþí ßóåò Þ ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

Ôï êåöÜëáéï Ýêëåéóå ìå ôçí Ýííïéá ôïõ ôåôñáãùíéóìïý (êáôáóêåõÞ

ôåôñáãþíïõ éóïäýíáìïõ ìå äïóìÝíï ó÷Þìá) êáé ìå äýï ðñïâëÞìáôá

êáôáóêåõþí ðïõ ìáò åðéôñÝðïõí íá ôåôñáãùíßóïõìå ïðïéïäÞðïôå

ðïëýãùíï.
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