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ÌÅÔÑÉÊÅÓ Ó×ÅÓÅÉÓ

9.1 ÌåôñéêÝò ó÷Ýóåéò óå ôñßãùíá

ÌåôñéêÞ ó÷Ýóç óôç Ãåùìåôñßá ëÝãåôáé êÜèå ó÷Ýóç ðïõ óõíäÝåé

ôá ìÝôñá åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí Þ êáé Üëëùí ïìïåéäþí ãåùìåôñé-

êþí ìåãåèþí, üôáí áõôÜ ìåôñïýíôáé ìå ôçí ßäéá ìïíÜäá ìÝôñçóçò.

ÅðåéäÞ ç ìïíÜäá ìÝôñçóçò åßíáé áõèáßñåôç, êÜèå ìåôñéêÞ ó÷Ýóç

åßíáé áíåîÜñôçôç áðü ôç ìïíÜäá ìÝôñçóçò êáé åßíáé êáèáñÜ ó÷Ýóç

ëüãùí.

ÓõãêåêñéìÝíá, ìå ôçí Ýêöñáóç ìåôñéêÝò ó÷Ýóåéò óå ôñßãùíá

åííïïýìå ôéò ìåôñéêÝò ó÷Ýóåéò ôùí êýñéùí óôïé÷åßùí ôïõò (ãùíßåò,

ðëåõñÝò) ìå ôá äåõôåñåýïíôá (ýøç, äéáìÝóïé ê.á.), üðùò êáé ôéò

ó÷Ýóåéò ôùí äåõôåñåõüíôùí óôïé÷åßùí ìåôáîý ôïõò.

Õðåíèõìßæïõìå üôé åöüóïí êÜèå ìåôñéêÞ ó÷Ýóç óõíäÝåé ôá

ìÝôñá åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí ôï ãéíüìåíï ÁÂ�ÂÃ, üðïõ ÁÂ Þ ÂÃ

åõèýãñáììá ôìÞìáôá, åßíáé ãéíüìåíï ìçêþí êáé ü÷é ãéíüìåíï åõèý-

ãñáììùí ôìçìÜôùí.

Óôéò ìåôñéêÝò ó÷Ýóåéò ðïõ áêïëïõèïýí èá ÷ñåéáóôïýìå ôçí

Ýííïéá ôçò ïñèÞò ðñïâïëÞò.

ÐÑÏÂÏËÇ ÓÇÌÅÉÏÕ - ÐÑÏÂÏËÇ ÅÕÈÕÃÑÁÌÌÏÕ

ÔÌÇÌÁÔÏÓ

Ôçí ðñïâïëÞ åíüò óçìåßïõ óå åõèåßá ôçí ïñßóáìå óôçí

ðáñÜãñáöï 2.3.4. Óôï äéðëáíü ó÷Þìá Ý÷ïõìå ìßá åõèåßá å êáé ôá

óçìåßá Á, Â, Ã, Ä, Å, Æ êáé Ç. Óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü ðïõ äüèçêå

óôçí ðáñÜãñáöï 2.3.4 ïé ðñïâïëÝò ôùí Á, Â, Ã, Ä, Å åßíáé ôá óçìåßá

È, É, Ê, Ë, Ì áíôßóôïé÷á. Ôá óçìåßá Æ êáé Å Ý÷ïõí ôçí ßäéá ðñïâïëÞ

ðÜíù óôçí åõèåßá å, ôï óçìåßï Ì. ÐñïâïëÞ ôïõ óçìåßïõ Ç åßíáé ôï
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9.1

ßäéï ôï Ç. Åðåêôåßíïõìå ôþñá ôçí Ýííïéá ôçò ðñïâïëÞò óçìåßïõ óå

ðñïâïëÞ ó÷Þìáôïò.

Áí âñïýìå ôéò ðñïâïëÝò üëùí ôùí óçìåßùí åíüò ó÷Þìáôïò Ó

óå ìßá åõèåßá å, ôüôå ôï óýíïëï üëùí ôùí ðñïâïëþí áõôþí

ïíïìÜæåôáé ðñïâïëÞ ôïõ ó÷Þìáôïò Ó óôçí å.

Áðïäåéêíýåôáé üôé ç ðñïâïëÞ åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò óå ìßá

åõèåßá åßíáé åõèýãñáììï ôìÞìá ìå Üêñá ôéò ðñïâïëÝò ôùí Üêñùí ôïõ.

¸ôóé óôï äéðëáíü ó÷Þìá ðñïâïëÞ ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ åßíáé ôï

åõèýãñáììï ôìÞìá ÈÉ, ðñïâïëÞ ôïõ ÃÄ åßíáé ôï åõèýãñáììï ôìÞìá

ÊË êáé ðñïâïëÞ ôïõ ÃÆ åßíáé ôï ÊÆ.

9.1.1 ÌåôñéêÝò ó÷Ýóåéò óå ïñèïãþíéá

ôñßãùíá

Óå êÜèå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ôï ôåôñÜãùíï ìéáò êÜèåôçò

ðëåõñÜò ôïõ éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï ôçò ðñïâïëÞ ôçò óôçí

õðïôåßíïõóá åðß ôçí õðïôåßíïõóá.

Áðüäåéîç

Óôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á 90
�

� �) öÝñïõìå ôï ýøïò ÁÄ.

ÈÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå üôé ÁÂ
2
=ÂÄ�ÂÃ.

Ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá, ðïõ åìöáíßæïíôáé óôç ó÷Ýóç áõôÞ,

åßíáé ðëåõñÝò ôùí ôñéãþíùí ÁÂÄ êáé ÁÂÃ, ôá ïðïßá Ý÷ïõí ôéò ãùíßåò

Ä
�

êáé Á
�

ïñèÝò, êáé ôç ãùíßá Â
�

êïéíÞ. ÅðïìÝíùò åßíáé üìïéá êáé

ðñïêýðôåé üôé
ÁÂ

ÂÃ

ÄÂ

ÁÂ

ÁÄ

ÁÃ
� � . Áðü ôá äýï ðñþôá êëÜóìáôá ôçò

áíáëïãßáò áõôÞò ðáßñíïõìå ÁÂ
2
=ÂÄ�ÂÃ. �

Íá ãñÜøåôå ôçí áíôßóôïé÷ç ó÷Ýóç ãéá ôçí ðëåõñÜ ÁÃ, íá

ðñïóäéïñßóåôå ôá äýï üìïéá ôñßãùíá êáé íá êÜíåôå ôçí áðüäåéîç.
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Óå êÜèå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ï ëüãïò ôùí ôåôñáãþíùí ôùí

êÜèåôùí ðëåõñþí ôïõ éóïýôáé ìå ôï ëüãï ôùí ðñïâïëþí ôïõò

óôçí õðïôåßíïõóÜ ôïõ.

Óå êÜèå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí

ôùí êÜèåôùí ðëåõñþí ôïõ åßíáé ßóï ìå ôï ôåôñÜãùíï ôçò õðï-

ôåßíïõóÜò ôïõ.

Áðüäåéîç

Óôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á
�

� �90 ) éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò

ÁÂ
2
=ÂÄ�ÂÃ êáé ÁÃ

2
=ÃÄ�ÂÃ (óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 9.1). ÐñïóèÝ-

ôïíôáò ôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò êáôÜ ìÝëç ðáßñíïõìå:

ÁÂ
2
+ÁÃ

2
=ÂÄ�ÂÃ+ÃÄ�ÂÃ=(ÂÄ+ÃÄ)ÂÃ=ÂÃ�ÂÃ=ÂÃ

2
�

Ç äéáãþíéïò ä ïñèïãùíßïõ ìå äéáóôÜóåéò á êáé â åßíáé ßóç ìå

á â
2 2� .

Ôï ôåôñÜãùíï ìéáò êÜèåôçò ðëåõñÜò ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ

åßíáé ßóï ìå ôç äéáöïñÜ ôïõ ôåôñáãþíïõ ôçò Üëëçò êÜèåôçò

áðü ôï ôåôñÜãùíï ôçò õðïôåßíïõóáò.

Áí ó' Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýåé ÁÂ
2
+ÁÃ

2
=ÂÃ

2
, ôüôå ôï ôñßãùíï

åßíáé ïñèïãþíéï ìå õðïôåßíïõóá ôç ÂÃ.

Áðüäåéîç

Óôéò ðëåõñÝò Ïy êáé Ï÷ ìéáò ïñèÞò ãùíßáò xÏy
�

ðáßñíïõìå äýï

åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÏË êáé ÏÌ áíôßóôïéá ôÝôïéá, þóôå ÏË=ÁÂ êáé

ÏÌ=ÁÃ. Óôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÏËÌ éó÷ýåé ÏË
2
+ÏÌ

2
=ÌË

2

(óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 9.2). Åöüóïí ÁÂ=ÏË êáé ÁÃ=ÏÌ, èá éó÷ýåé

êáé ÁÂ
2
+ÁÃ

2
=ÌË

2
Þ ÂÃ

2
=ÌË

2
Þ ÂÃ=ÌË. Ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÏËÌ

èá Ý÷ïõí Ýôóé ôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò ìßá, Üñá èá åßíáé ßóá.

Óõíåðþò êáé ôï ôñßãùíï ÁÂÃ èá åßíáé ïñèïãþíéï ìå Á 90
�

� �. �

Óå êÜèå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ôï ýøïò ðñïò ôçí õðïôåßíïõóá

åßíáé ìÝóï áíÜëïãï ôùí äýï ðñïâïëþí ôùí êÜèåôùí ðëåõñþí

ðÜíù ó' áõôÞí.

Áðüäåéîç

¸óôù ôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Á 90
�

� � êáé ÁÄ ôï ýøïò

ôïõ. ÈÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå ôç ó÷Ýóç:
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ÁÄ
2
=ÄÂ�ÄÃ Þ

ÄÂ

ÁÄ

ÁÄ

ÄÃ
� .

Ôá ôìÞìáôá ðïõ ó÷çìáôßæïõí ôçí áíáëïãßá áõôÞ åßíáé ðëåõñÝò

ôùí ôñéãþíùí ÁÂÄ êáé ÃÁÄ, ôá ïðïßá Ý÷ïõí ôéò ãùíßåò Ä Ä1 2

� �

�

(ïñèÝò) êáé ôéò ãùíßåò Á 1

�

= Ã 1

�

(ïîåßåò ìå ðëåõñÝò êÜèåôåò). ¢ñá ôá

ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÃÁÄ åßíáé üìïéá, ïðüôå ðñïêýðôåé ç ó÷Ýóç

ÁÄ

ÃÄ

ÂÄ

ÁÄ
� Þ ÁÄ

2
=ÄÂ�ÄÃ. �

ÅöáñìïãÞ ôïõ Ðõèáãüñåéïõ èåùñÞìáôïò

Íá õðïëïãéóôåß ç õðïôåßíïõóá ïñèïãùíßïõ êáé éóïóêåëïýò

ôñéãþíïõ ìå êÜèåôåò ðëåõñÝò ìÞêïõò á.

Ëýóç

¸óôù ôñßãùíï ÊËÌ ìå Ê 90
�

� � êáé ÊË=ÊÌ=á. Óýìöùíá ìå ôï

Ðõèáãüñåéï èåþñçìá:

ÌË
2
=ÊÌ

2
+ÊË

2
=á

2
+á

2
=2á

2
Þ ÌË= 2 á.

Áðü ôç ó÷Ýóç áõôÞ ðñïêýðôåé üôé
ÌË

á
2� Þ

ÌË

ÊÌ
2�

äçëáäÞ ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÊË êáé ÊÌ Ý÷ïõí ëüãï ôïí Üññçôï

áñéèìü 2.

ÓõìðÝñáóìá

Óôçñéæüìåíïé óôçí åöáñìïãÞ ðïõ ðñïçãÞèçêå äéáðéóôþíïõìå

ðùò ç äéáãþíéïò ä ôåôñáãþíïõ ðëåõñÜò á Ý÷åé ìÞêïò á 2.

ÃåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò

Ðñüâëçìá 9.1

Íá êáôáóêåõáóôåß åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ íá åßíáé ç ìÝóç

áíÜëïãïò äýï åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí á êáé â.

ÁíÜëõóç

Ôï æçôïýìåíï åßíáé Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá x ôÝôïéï, þóôå íá

éó÷ýåé x
2
=á�â. ÁõôÞ ç ó÷Ýóç ìáò ïäçãåß óôï èÝùñçìá 9.4.

Óýíèåóç

Ðáßñíïõìå äýï äéáäï÷éêÜ åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÁÂ=á êáé

ÂÃ=â êáé öÝñïõìå ìéá çìéåõèåßá Ây êÜèåôç óôï åõèýãñáììï ôìÞìá

ÁÃ. Ìå äéÜìåôñï ôçí ÁÃ êáôáóêåõÜæïõìå Ýíá çìéêýêëéï ôï ïðïßï

ôÝìíåé ôçí çìéåõèåßá By óôï óçìåßï Ä. Ôï óçìåßï Ä åßíáé êïñõöÞ
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9.2

ïñèÞò ãùíßáò êáé ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÂÄ åßíáé ç ìÝóç áíÜëïãïò

ôùí ÁÂ êáé ÂÃ.

Áðüäåéîç

Ç ãùíßá ÁÄÃ
�

åßíáé ïñèÞ (åããåãñáììÝíç ðïõ âáßíåé óå

çìéêýêëéï). ¢ñá ôï ôñßãùíï ÁÄÃ åßíáé ïñèïãþíéï êáé ôï ÄÂ åßíáé ôï

ýøïò ôïõ ðñïò ôçí õðïôåßíïõóá. ¢ñá éó÷ýåé ÂÄ
2
=ÂÁ�ÂÃ

Þ ÂÄ
2
=á�â (óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 9.4).

Äéåñåýíçóç

Ôï ôìÞìá ðÜíôïôå êáôáóêåõÜæåôáé êáé åßíáé ìïíáäéêü.

Ðñüâëçìá 9.2

Áí á ãíùóôü åõèýãñáììï ôìÞìá êáé í öõóéêüò áñéèìüò, íá

êáôáóêåõáóôåß ôï ôìÞìá í á.

ÁíÜëõóç - Óýíèåóç

Ç åöáñìïãÞ ôïõ Ðõèáãüñåéïõ èåùñÞìáôïò ìáò äßíåé Ýíáí

ôñüðï êáôáóêåõÞò ôïõ ôìÞìáôïò í á, áí í=2.

ÊáôáóêåõÜæïõìå Ýíá ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â
�

� �90 êáé

ÁÂ=á êáé ÂÃ= 2á. Óýìöùíá ìå ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá:

ÁÃ
2
=ÂÁ

2
+ÂÃ

2
Þ ÁÃ

2
=á

2
+( 2á)

2

Þ ÁÃ á
2 2� �3 3 Þ ÁÃ= 3 á

ÏäçãçèÞêáìå Ýôóé óôçí êáôáóêåõÞ ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞ-

ìáôïò 3 á.

Óõíå÷ßæïíôáò, êáôáóêåõÜæïõìå Ýíá ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÄÁÃ ìå

Á
�

� �90 , ÁÄ=á êáé ÁÃ= 3 á. Ïðüôå ÄÃ
2
=ÃÁ

2
+ÁÄ

2
Þ

ÄÃ
2
=( 3 á)

2
+á

2
Þ ÄÃ

2
=4á

2
Þ ÄÃ= 4 á. ÊáôÜ óõíÝðåéá

êáôáóêåõÜóôçêå Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá 4 á.

Ìå ôçí ßäéá äéáäéêáóßá åßíáé öáíåñü üôé ìðïñïýìå íá

ðåôý÷ïõìå ïðïéáäÞðïôå êáôáóêåõÞ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ôçò

ìïñöÞò í á.

Íá êáôáóêåõÜóåôå Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ íá åßíáé ç ìÝóç

áíÜëïãïò ôùí á êáé 7á êáé íá áíáêáëýøåôå Üëëï ôñüðï

êáôáóêåõÞò ôïõ ôìÞìáôïò í á.
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9.1.2 ÌåôñéêÝò ó÷Ýóåéò óå ôõ÷áßá

ôñßãùíá

Ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá éó÷ýåé óôá ïñèïãþíéá ôñßãùíá. Ãåíé-

êåýïíôÜò ôï èá åîåôÜóïõìå áí éó÷ýïõí áíÜëïãåò ó÷Ýóåéò êáé óôá ìç

ïñèïãþíéá ôñßãùíá.

Ôï ôåôñÜãùíï ìéáò ðëåõñÜò ôñéãþíïõ ðïõ âñßóêåôáé áðÝíáíôé

áðü ïîåßá ãùíßá éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí

Üëëùí äýï ðëåõñþí, åëáôôùìÝíï êáôÜ ôï äéðëÜóéï ôïõ

ãéíïìÝíïõ ôçò ìéáò áðü ôéò ðëåõñÝò áõôÝò åðß ôçí ðñïâïëÞ ôçò

Üëëçò ðÜíù ó' áõôÞí.

Áðüäåéîç

¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â 90
�

� �. ÖÝñïõìå ôï ýøïò ÁÄ, ïðüôå ç

ÂÄ åßíáé ðñïâïëÞ ôçò ÁÂ óôç ÂÃ.

Óôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÄÃ éó÷ýåé ÁÃ
2
=ÁÄ

2
+ÄÃ

2

Þ ÁÃ ÁÄ (ÂÃ ÂÄ)
2 2 2� � �

Þ ÁÃ ÁÄ ÂÃ ÂÄ 2ÂÃ ÂÄ
2 2 2 2� � � � �

Þ ÁÃ ÁÄ ÂÄ ÂÃ 2ÂÃ ÂÄ
2 2 2 2� � � � �

� �� ��

Þ ÁÃ ÁÂ ÂÃ 2ÂÃ ÂÄ
2 2 2� � � � Þ â

2
=ã

2
+á

2
–2á�ÂÄ �

Ôï ôåôñÜãùíï ìéáò ðëåõñÜò ôñéãþíïõ ðïõ âñßóêåôáé áðÝíáíôé

áðü áìâëåßá ãùíßá éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí

ôùí Üëëùí äýï ðëåõñþí, áõîçìÝíï êáôÜ ôï äéðëÜóéï ôïõ

ãéíïìÝíïõ ôçò ìéáò áðü ôéò ðëåõñÝò áõôÝò åðß ôçí ðñïâïëÞ ôçò

Üëëçò ðÜíù ó' áõôÞí.

Áðüäåéîç

¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â 90
�

� �. ÖÝñïõìå ôï ýøïò ÁÄ ïðüôå ç

ÂÄ åßíáé ðñïâïëÞ ôçò ÁÂ óôç ÂÃ.

Óôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÄÃ éó÷ýåé

ÁÃ ÁÄ ÄÃ
2 2 2� � Þ ÁÃ

2
=ÁÄ

2
+(ÄÂ+ÂÃ)

2

Þ ÁÃ ÁÄ ÄÂ ÂÃ 2ÂÃ ÄÂ
2 2 2 2� � � � �

� �� ��

Þ ÁÃ ÁÂ ÂÃ 2ÂÃ ÂÄ
2 2 2� � � �

Þ â
2
=ã

2
+á

2
+2á�ÂÄ �
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)

Á

áá

ââãã

Â Ä Ã

Èåþñçìá 9.5

ÃåíéêåõìÝíï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá ãéá

ïîåßá ãùíßá

Èåþñçìá 9.6

ÃåíéêåõìÝíï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá ãéá

áìâëåßá ãùíßá

)

Á

ââ
ãã

ááÂÄ Ã



Íüìïò óõíçìéôüíùí

Ôá äýï ðñïçãïýìåíá èåùñÞìáôá óõíïøßæïíôáé óôçí ðáñáêÜôù

ðñüôáóç, ðïõ åßíáé ãíùóôÞ ùò íüìïò ôùí óõíçìéôüíùí.

Óå êÜèå ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò:

á
2
=â

2
+ã

2
–2â�ã�óõíÁ

â
2
=á

2
+ã

2
–2á�ã�óõíÂ

ã
2
=á

2
+â

2
–2á�â�óõíÃ

Áðüäåéîç

Áí ç ãùíßá Â
�

ôñéãþíïõ ÁÂÃ åßíáé ïîåßá, éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

â
2
=ã

2
+á

2
–2á�ÂÄ (èåþñçìá 9.5). ÅðåéäÞ ÂÄ=ã�óõíÂ, ç ðñïçãïý-

ìåíç ó÷Ýóç ãñÜöåôáé â
2
=ã

2
+á

2
–2á�ã�óõíÂ.

Áí ç ãùíßá Â
�

ôñéãþíïõ ÁÂÃ åßíáé áìâëåßá, éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

â
2
=ã

2
+á

2
+2á�ÂÄ (èåþñçìá 9.6). ÅðåéäÞ ÂÃ=ãóõíÁÂÄ

�

, ç

ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç ãñÜöåôáé â
2
=ã

2
+á

2
+2á�ã�óõíÁÂÄ

�

Þ â
2
=ã

2
+á

2
+2á�ã�(–óõíÂ) Þ â

2
=ã

2
+á

2
–2á�ã�óõíÂ.

Ïìïßùò áðïäåéêíýïíôáé êáé ïé Üëëåò äýï ó÷Ýóåéò

á
2
=â

2
+ã

2
–2â�ã�óõíÁ êáé ã

2
=á

2
+â

2
–2á�â�óõíÃ �

¸ëåã÷ïò ãéá ôï åßäïò ãùíßáò ôñéãþíïõ

Ôá ðáñáðÜíù èåùñÞìáôá ìáò äßíïõí ôç äõíáôüôçôá ôïõ

ðñïóäéïñéóìïý ôïõ åßäïõò ôùí ãùíéþí åíüò ôñéãþíïõ, áí

ãíùñßæïõìå ôá ìÞêç ôùí ðëåõñþí.

Óå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýïõí ïé åðüìåíåò éóïäõíáìßåò:

á â ã
2 2 2� � , áí êáé ìüíï áí Á 90

�

� �

á â ã
2 2 2� � , áí êáé ìüíï áí Á 90

�

� �

á â ã
2 2 2� � , áí êáé ìüíï áí Á 90

�

� �

Ðñüâëçìá 9.3

Áí ÁÂ=ã, ÂÃ=á êáé ÁÃ=â ïé ðëåõñÝò åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ, íá

õðïëïãéóôïýí ôá ìÞêç ôùí õøþí ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ

óõíáñôÞóåé ôùí á, â, ã.

Ëýóç

¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â
�

� �90 êáé ÁÄ ôï ýøïò ôïõ. Óôï

ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÄ éó÷ýåé ÁÄ
2
=ÁÂ

2
–ÂÄ

2
(1)
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9.3

Óôï ôñßãùíï ÁÂÃ Â
�

� �90 , Üñá â
2
=á

2
+ã

2
–2á�ÂÄ (èåþñçìá

9.5). Ëýíïíôáò ôç ó÷Ýóç áõôÞ ùò ðñïò ÂÄ Ý÷ïõìå

ÂÄ
á ã â

2á

2 2 2

�
� �

(2)

Ç ó÷Ýóç (1) ëüãù ôçò (2) ãßíåôáé

ÁÄ ã
á ã â

2á

2 2

2 2 2
2

� �
� ��

	




�

�
 �

= ã
á ã â

2á
ã

á ã â

2á

2 2 2 2 2 2

�
� ��

	




�

�
 � �

� ��

	




�

�
 �

�
� � �

�
� � �

�
2áã á ã â

2á

2áã á ã â

2á

2 2 2 2 2 2

�
� �

�
� �

�
[(á ã) â

2á

[â (á ã) ]

2á

2 2 2 2
]

�
� � � � � � � � �

�
(á ã â)(á ã â) (â á ã)(â á ã)

4á
2

�
� � � � �

�
2ô 2(ô â) 2(ô ã)2(ô á)

4á
2

4ô(ô á)(ô â)(ô ã)

á
2

� � �

¢ñá ÁÄ = õ
2 ô(ô á)(ô â)(ô ã)

á
á

�
� � �

Ïìïßùò áðïäåéêíýåôáé üôé

õ
2 ô(ô á)(ô â)(ô ã)

â
â

�
� � �

êáé õ
2 ô(ô á)(ô â)(ô ã)

ã
ã

�
� � �

Ìå áíÜëïãï ôñüðï íá õðïëïãßóåôå ôá ýøç õá, õâ, õã åíüò

áìâëõãùíßïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ ìå Â
�

� �90 .

ÈÅÙÑÇÌÁÔÁ ÄÉÁÌÅÓÙÍ

Óå êÜèå ôñßãùíï ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí äýï ðëåõ-

ñþí ôïõ åßíáé ßóï ìå ôï äéðëÜóéï ôïõ ôåôñáãþíïõ ôçò ðåñéå-

÷üìåíçò ìåôáîý ôùí ðëåõñþí áõôþí äéáìÝóïõ, áõîçìÝíï

êáôÜ ôï ìéóü ôïõ ôåôñáãþíïõ ôçò ôñßôçò ðëåõñÜò.
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Èåþñçìá 9.7

1ï èåþñçìá äéáìÝóùí

Â
Ä á

â
ã õáõá

Á

Ã



Áðüäåéîç

¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ, ç äéÜìåóüò ôïõ ÁÌ êáé ôï ýøïò ôïõ ÁÄ. Ïé

ãùíßåò ÁÌÂ
�

êáé ÁÌÃ
�

åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò êáé áí ç ìßá åßíáé

ïîåßá, Ýóôù ç ÁÌÂ
�

, ôüôå ç Üëëç èá åßíáé áìâëåßá. Óýìöùíá ìå ôá

ãåíéêåõìÝíá èåùñÞìáôá 9.5 êáé 9.6 óôá ôñßãùíá ÁÌÃ êáé ÁÌÂ

Ý÷ïõìå:

ÁÃ
2
=ÁÌ

2
+ÌÃ

2
+2ÌÃ�ÌÄ êáé

ÁÂ
2
=ÁÌ

2
+ÌÂ

2
–2ÌÂ�ÌÄ

Ìå ðñüóèåóç ôùí äýï áõôþí ó÷Ýóåùí êáôÜ ìÝëç êáé åðåéäÞ

ÌÂ=ÌÃ ðáßñíïõìå ÁÃ
2
+ÁÂ

2
=2ÁÌ

2
+ÌÃ

2
+ÌÂ

2

Þ ÁÃ ÁÂ 2ÁÌ
ÂÃ

2

ÂÃ

2

2 2 2

2 2

� � �
�

	



�

�
 �

�

	



�

�
 Þ

ÁÃ
2
+ÁÂ

2
=2ÁÌ

2
+2

ÂÃ

2

2

�

	



�

�
 Þ ÁÃ ÁÂ 2ÁÌ

ÂÃ

2

2 2 2

2

� � �

Þ ã â 2ì
á

2

2 2

á

2

2

� � � �

Ôï èåþñçìá 9.7 ìðïñåß íá åöáñìïóôåß êáé ãéá ôéò Üëëåò

äéáìÝóïõò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ, ïðüôå Ý÷ïõìå óõíïëéêÜ áðü ôï 1
ï

èåþñçìá äéáìÝóùí ôéò ðáñáêÜôù ó÷Ýóåéò:

á â 2ì
ã

2

2 2

ã

2

2

� � � â ã 2ì
á

2

2 2

á

2

2

� � � ã á 2ì
â

2

2 2

â

2

2

� � �

Ïé ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò áí åðéëõèïýí ùò ðñïò ìá, ìâ, ìã ìáò åðé-

ôñÝðïõí ôïí õðïëïãéóìü ôùí äéáìÝóùí ôñéãþíïõ, áí åßíáé ãíùóôÝò

ïé ðëåõñÝò ôïõ. ÓõãêåêñéìÝíá, áí åðéëýóïõìå ôéò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò

ùò ðñïò ìá, ìâ, ìã ðñïêýðôïõí ïé ôýðïé:

ì
2â 2ã á

4
á

2

2 2 2

�
� �

, ì
2ã 2á â

4
â

2

2 2 2

�
� �

, ì
2á 2â ã

4
ã

2

2 2 2

�
� �

Óå êÜèå ôñßãùíï ç äéáöïñÜ ôùí ôåôñáãþíùí äýï ðëåõñþí

ôïõ éóïýôáé ìå ôï äéðëÜóéï ãéíüìåíï ôçò ôñßôçò ðëåõñÜò åðß

ôçí ðñïâïëÞ ôçò áíôßóôïé÷çò äéáìÝóïõ ðÜíù ó' áõôÞí.

Áðüäåéîç

Óôï ôñßãùíï ÁÂÃ Ýóôù ÁÂ<ÁÃ, ïðüôå Ì Ì
� �

1 2� .

Åöáñìüæïíôáò ôï ãåíéêåõìÝíï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá óôá

ôñßãùíá ÁÌÃ êáé ÁÌÂ Ý÷ïõìå ôéò ó÷Ýóåéò:
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Á

ÌÄÂ Ã

Èåþñçìá 9.8

2ï èåþñçìá äéáìÝóùí



9.4

ÁÃ
2
=ÌÁ

2
+ÌÃ

2
+2ÌÃ�ÌÄ êáé

ÁÂ
2
=ÌÁ

2
+ÌÂ

2
–2ÌÂ�ÌÄ

Áöáéñþíôáò êáôÜ ìÝëç ðáßñíïõìå

ÁÃ
2
–ÁÂ

2
=ÌÃ

2
–ÌÂ

2
+2ÌÃ�ÌÄ–(–2ÌÂ�ÌÄ)

ÅðåéäÞ ÌÂ ÌÃ
ÂÃ

2
� � , ç ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç ãßíåôáé

ÁÃ
2
–ÁÂ

2
=2ÂÃ�ÌÄ

Þ â
2
–ã

2
=2á�ÌÄ �

Íá åöáñìüóåôå áí ôá èåùñÞìáôá 9.7 êáé 9.8 óå ïñèïãþíéï êáé

óå éóïóêåëÝò ôñßãùíï. Íá äéáôõðþóåôå êÜðïéá óõìðåñÜóìáôá

áíôßóôïé÷á.

Ðñüâëçìá 9.4

Íá âñåèåß ï Ã.Ô ôùí óçìåßùí Ì ãéá ôá ïðïßá éó÷ýåé

ÌÁ
2
+ÌÂ

2
=ê

2
, üðïõ Á êáé Â äýï äïóìÝíá óçìåßá êáé ê

ãíùóôü åõèýãñáììï ôìÞìá.

Ëýóç

¸óôù Ì Ýíá óçìåßï ãéá ôï ïðïßï éó÷ýåé ÌÁ
2
+ÌÂ

2
=ê

2
. Óôï

ôñßãùíï ÌÁÂ óýìöùíá ìå ôï 1
ï

èåþñçìá ôùí äéáìÝóùí Ý÷ïõìå:

ÌÁ ÌÂ 2ÌÏ
ÁÂ

2

2 2 2

2

� � � áðü üðïõ ðñïêýðôåé

2ÌÏ
ÁÂ

2
ê

2

2

2� � Þ 4ÌÏ
2
=2ê

2
–ÁÂ

2

Þ ÌÏ
1

2
2ê ÁÂ

2 2� � , åöüóïí 2ê
2
–ÁÂ

2�0.

Ôï äåýôåñï ìÝëïò ôçò ôåëåõôáßáò éóüôçôáò áðáñôßæåôáé áðü

óôáèåñÜ ìåãÝèç. ¢ñá ôï ÌÏ Ý÷åé óôáèåñü ìÞêïò. ÄçëáäÞ ôï óçìåßï

Ì áðÝ÷åé áðü ôï óôáèåñü óçìåßï Ï óôáèåñÞ áðüóôáóç ßóç ìå

1

2
2ê ÁÂ

2 2� . ¢ñá áíÞêåé óå êýêëï Ï,
1

2
2ê ÁÂ

2 2�
�

	



�

�
 .

Áíôéóôñüöùò

Áí èåùñÞóïõìå ôþñá Ýíá ïðïéïäÞðïôå óçìåßï Ô ôïõ êýêëïõ

áõôïý èá Ý÷ïõìå
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Ï
Á Â

Ì
Ô

Á

á

âã

1 2

ÌÄÂ Ã



ÔÏ
1

2
2ê ÁÂ

2 2� � (1) êáé ÔÁ ÔÂ 2ÔÏ
ÁÂ

2

2 2 2

2

� � � (2)

Ç ó÷Ýóç (2) ëüãù ôçò (1) ãßíåôáé

ÔÁ ÔÂ 2
1

2
2ê ÁÂ

ÁÂ

2

2 2 2 2

2 2

� � �
�

	



�

�
 �

êáé ôåëéêÜ ÔÁ
2
+ÔÂ

2
=ê

2
.

¿óôå ãéá êÜèå óçìåßï Ô ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ êýêëïõ éêáíïðïéåß

ôç ó÷Ýóç ÔÁ
2
+ÔÂ

2
=ê

2
.

¢ñá ï Ã.Ô åßíáé ï ðñïáíáöåñüìåíïò êýêëïò.

Äéåñåýíçóç

ÁíáöÝñèçêå óå êÜðïéï óçìåßï ç ðñïûðüèåóç 2ê
2
–ÁÂ

2�0.

Áí 2ê
2
–ÁÂ

2
<0 äåí õðÜñ÷åé êáíÝíá óçìåßï ìå ôçí éäéüôçôá áõôÞ.

Áí 2ê
2
–ÁÂ

2
=0, õðÜñ÷åé ìüíï Ýíá óçìåßï ôï Ï.

Ðñüâëçìá 9.5

Äßíïíôáé äýï óôáèåñÜ óçìåßá Á êáé Â êáé Ýíá åõèýãñáììï

ôìÞìá ê. Íá âñåèåß ï Ã.Ô ôùí óçìåßùí Ì ãéá ôá ïðïßá éó÷ýåé

ÌÁ
2
–ÌÂ

2
=ê

2
.

Áðüäåéîç

¸óôù Ì Ýíá óçìåßï ãéá ôï ïðïßï éó÷ýåé ÌÁ
2
–ÌÂ

2
=ê

2
. Óôï

ôñßãùíï ÌÁÂ èá éó÷ýåé áêüìç ÌÁ
2
–ÌÂ

2
=2ÁÂ�ÏÐ, üðïõ Ï ôï

ìÝóïí ôïõ ÁÂ êáé Ð ç ðñïâïëÞ ôïõ Ì óôçí ÁÂ.

Áðü ôéò äýï áõôÝò ó÷Ýóåéò ðñïêýðôåé

2ÁÂ�ÏÐ=ê
2

Þ ÏÐ
ê

2ÁÂ

2

�

Óôç ó÷Ýóç áõôÞ ôï äåýôåñï ìÝëïò åßíáé óôáèåñü Üñá êáé ôï ÏÐ

Ý÷åé óôáèåñü ìÞêïò. Ôï óçìåßï Ï üìùò åßíáé óôáèåñü, åðïìÝíùò êáé

ôï Ð èá åßíáé óôáèåñü. (Ôï óôáèåñü ôçò áðüóôáóçò ÏÐ äåí áñêåß íá

óõìðåñÜíïõìå üôé ôï Ð åßíáé óôáèåñü. Èá ìðïñïýóå íá âñßóêåôáé

óôç óõììåôñéêÞ èÝóç ùò ðñïò ôï Ï. Áõôü ôï áðïêëåßïõìå üìùò äéüôé

ÌÁ
2
=ÌÂ

2
+ê

2
>ÌÂ

2
, Üñá êáé ÌÁ>ÌÂ.) ¢ñá ôï óçìåßï Ì áíÞêåé óå

åõèåßá å ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï Ð êáé åßíáé êÜèåôç óôçí ÁÂ.

Áíôéóôñüöùò

¸óôù Ô ôõ÷áßï óçìåßï åõèåßáò å. Ôüôå óýìöùíá ìå ôï 2
ï

èåþñçìá ôùí äéáìÝóùí Ý÷ïõìå

235

ÌåôñéêÝò ó÷Ýóåéò óå ôñßãùíá è

å ù ñ ß á

9.1

Ì

Ô
å

ÐÏ ÂÁ



9.5

ÔÁ ÔÂ 2ÁÂ ÏÐ 2ÁÂ
ê

2ÁÂ
ê

2 2

2

2� � � � � .

¢ñá ãéá ôï óçìåßï Ô éó÷ýåé ç ó÷Ýóç ÔÁ
2
–ÔÂ

2
=ê

2

ÅðïìÝíùò ï æçôïýìåíïò Ã.Ô åßíáé ç åõèåßá å.

Óôï äéðëáíü ó÷Þìá Ý÷ïõìå Ýíá ðïôÜìé (Ð) êáé óôá óçìåßá ôïõ

Á, Â êáé Ã õðÜñ÷ïõí ôñåéò áíôëßåò íåñïý. Ôï óçìåßï Â áðÝ÷åé áðü

ôï Á áðüóôáóç ßóç ìå 2.100 ìÝôñá êáé ôï óçìåßï Ã áðÝ÷åé áðü ôï Â

áðüóôáóç ßóç êáé áõôÞ ìå 2.100 ìÝôñá. Ôï áãñüêôçìá Ê áðÝ÷åé áðü

ôéò áíôëßåò Á êáé Ã áðïóôÜóåéò ßóåò ìå 3.154 êáé 1.500 ìÝôñá

áíôßóôïé÷á. Ôï êüóôïò áãïñÜò êáé ôïðïèÝôçóçò ôùí óùëÞíùí åßíáé

2.000 ôï ìÝôñï êáé ôï êüóôïò áãïñÜò êáé ôïðïèÝôçóçò íÝáò áíôëßáò

150.000 äñ÷.

Ãéá ôï áãñüêôçìá Ê ç óýíäåóç óõìöÝñåé íá ãßíåé ìå ìßá áðü ôéò

õðÜñ÷ïõóåò áíôëßåò Þ ìå ìßá íÝá áíôëßá ðïõ èá áãïñáóôåß êáé èá

ôïðïèåôçèåß óå íÝï óçìåßï;

Áí ïé ðñïâïëÝò ôùí êÜèåôùí ðëåõñþí åíüò ïñèïãùíßïõ

ôñéãþíïõ ðÜíù óôçí õðïôåßíïõóá Ý÷ïõí ìÞêç 9 êáé 16, íá

õðïëïãßóåôå ôá ìÞêç ôùí ðëåõñþí ôïõ ôñéãþíïõ êáèþò êáé ôï

ìÞêïò ôïõ ýøïõò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí õðïôåßíïõóá.

Ëýóç

¸óôù ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Á
�

� �90 , ÂÄ=9 êáé ÄÃ=16.

Ôüôå

ÁÂ
2
=ÂÃ�ÂÄ Þ ÁÂ

2
=25�9 Þ ÁÂ

2
=225 Þ ÁÂ=15

Ïìïßùò

ÁÃ
2
=ÂÃ�ÄÃ Þ ÁÃ

2
=25�16 Þ ÁÃ

2
=400 Þ ÁÃ=20

Åðßóçò

ÁÄ
2
=ÂÄ�ÄÃ Þ ÁÄ

2
=9�16 Þ ÁÄ

2
=144 Þ ÁÄ=12
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Á
Ð

3.154

1
.5

0
0

ÃÂ

Ê

2.100 2.1002.100 2.100

1

Á

Â Ä9 16 Ã



Áí ó' Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýåé ç ó÷Ýóç â
2
=á

2
+ã

2
+áã, íá

õðïëïãßóåôå ôï ìÝôñï ôçò ãùíßáò Â
�

.

Ëýóç

Åöüóïí â
2
>á

2
+ã

2
, Ý÷ïõìå Â

�

� �90 .

Åöáñìüæïíôáò èåþñçìá áìâëåßáò ãùíßáò óôï ôñßãùíï ÁÂÃ,

Ý÷ïõìå â
2
=á

2
+ã

2
+2á�ÂÄ (1)

Åðßóçò â
2
=á

2
+ã

2
+áã (2)

Ëüãù ôùí ó÷Ýóåùí (1) êáé (2) Ý÷ïõìå ÂÄ
ã

2
� .

¢ñá ÄÁÂ
�

� �30 , ïðüôå ÁÂÄ
�

� �60 êáé óõíåðþò Â
�

� �120 .

Áí Ì ôï ìÝóï ôçò äéáìÝóïõ ÁÄ ôñéãþíïõ ÁÂÃ, íá áðïäåßîåôå

üôé ÁÂ
2
+2ÌÃ

2
=ÁÃ

2
+2ÌÂ

2
.

Áðüäåéîç

Åöáñìüæïíôáò ôï 1ï èåþñçìá äéáìÝóùí óôá ôñßãùíá ÁÃÄ êáé

ÁÂÄ Ý÷ïõìå

ÁÃ ÃÄ 2ÌÃ
ÁÄ

2

2 2 2

2

� � � (1)

êáé ÁÂ ÂÄ 2ÌÂ
ÁÄ

2

2 2 2

2

� � � (2)

Áöáéñþíôáò áðü ôç ó÷Ýóç (1) ôç (2) ðñïêýðôåé

ÁÃ
2
+ÃÄ

2
–ÁÂ

2
–ÂÄ

2
=2ÌÃ

2
–2ÌÂ

2

Þ ÁÃ
2
–ÁÂ

2
=2ÌÃ

2
–2ÌÂ

2
(åöüóïí ÂÄ=ÃÄ)

Þ ÁÂ
2
+2ÌÃ

2
=ÁÃ

2
+2ÌÂ

2
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Åßíáé éóôïñéêÜ âåâáéùìÝíï üôé ïé Âáâõëþ-

íéïé, ïé Éíäïß êáé ïé ÊéíÝæïé ãíþñéæáí ôï èåþñçìá

ðïõ áðïäßäåé ôç ó÷Ýóç ôçò õðïôåßíïõóáò ìå ôéò

äýï êÜèåôåò ðëåõñÝò åíüò ïñèïãùíßïõ ôñßãùíïõ.

¼ìùò ðïõèåíÜ äå âñÝèçêå áðüäåéîÞ ôïõ.

Ï Ðõèáãüñáò Þ êÜðïéïò ìáèçôÞò ôïõ Þôáí ï

ðñþôïò ðïõ ôï áðÝäåéîå, ãé' áõôü êáé ïíïìÜóôçêå

"Ðõèáãüñåéï Èåþñçìá".

Ç óðïõäáéüôçôá ôïõ Ðõèáãüñåéïõ ÈåùñÞ-

ìáôïò ðéóôïðïéåßôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé áðü ôïí

Ðõèáãüñá ìÝ÷ñé óÞìåñá Ý÷åé áðïäåé÷ôåß ìå ðÜñá

ðïëëïýò ôñüðïõò. Ç E.S. Loomis óôï âéâëßï ôçò

"Ç ðõèáãüñåéá ðñüôáóç" ðïõ åêäüèçêå ôï 1940

Ý÷åé óõãêåíôñþóåé êáé ôáîéíïìÞóåé 370 äéáöïñå-

ôéêÝò áðïäåßîåéò ôïõ Ðõèáãüñåéïõ èåùñÞìáôïò.

Ç áðüäåéîç ðïõ ðáñïõóéÜæïõìå åìåßò óôï

êåöÜëáéï áõôü åßíáé üìïéá ìå åêåßíç ðïõ Ýäùóå ï

Éíäüò ìáèçìáôéêüò Bhascara (ÌðáóêÜñá) ãýñù

óôï 1150 ì.×.

Óôïí Ðõèáãüñá åðßóçò áðïäßäåôáé ç

áíáêÜëõøç ôïõ ôýðïõ ðïõ äßíåé üëá ôá ïñèïãþíéá

ôñßãùíá ìå ìÞêïò ðëåõñþí áêÝñáéïõò áñéèìïýò.

Ôñåéò áêÝñáéïé áñéèìïß, ðïõ åßíáé ìÞêç ðëåõñþí

ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ ïíïìÜæïíôáé Ðõèáãüñåéá

ôñéÜäá. Ï ôýðïò ðïõ äßíåé ôñéÜäåò ðëåõñþí ìå

ìÞêç áêÝñáéá åßíáé: (á,
á 1

2

2 �
,

á 1

2

2 �
). Áí üðïõ

á âÜëïõìå 3 Þ 5 ðáßñíïõìå áíôßóôïé÷á ôéò ãíùóôÝò

ðõèáãüñåéåò ôñéÜäåò, 3,4,5 Þ 5,12,13.

Ï ÐëÜôùíáò, ìáèçôÞò ôïõ Ðõèáãüñá,

áíáêÜëõøå Ýíáí Üëëï ôýðï ðïõ äßíåé ïñèïãþíéá

ôñßãùíá ìå ìÞêç ðëåõñþí áêÝñáéïõò áñéèìïýò,

ëáìâÜíïíôáò üìùò ùò áöåôçñßá Üñôéï áñéèìü á.

Ï ôýðïò áõôüò åßíáé:

á,
á

2
1,

á

2
1

2 2

�

	



�

�
 �

�

	



�

�
 �

�

	






�

�




Óôç óõíÝ÷åéá ï Äéüöáíôïò, ï ãåíÜñ÷çò ôçò

ìåãÜëçò ïéêïãÝíåéáò ôùí áëãåâñéóôþí, áíáêÜ-

ëõøå üëïõò ôïõò ôýðïõò ðïõ äßíïõí ïñèïãþíéá

ôñßãùíá ìå ìÞêç ðëåõñþí áêÝñáéïõò áñéèìïýò,

ëýíïíôáò ôçí åîßóùóç x
2
+y

2
=ù

2
ìå x, y, ù

áêÝñáéïõò áñéèìïýò. Ï ìåãÜëïò ÃÜëëïò ìáèç-

ìáôéêüò, ÖåñìÜ (Pierre de Fermat, 1601-1665),

ãåíéêåýïíôáò ôçí åîßóùóç x
2
+y

2
=ù

2
äéáôýðùóå

ôçí ðñüôáóç: "Ç åîßóùóç x
í
+ø

í
=ù

í
, ãéá öõóéêü

í�3 äåí Ý÷åé ëýóç óôï óýíïëï ôùí áêÝñáéùí". Ç

áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò áõôÞò ãíùóôÞò êáé ùò

åéêáóßá ôïõ ÖåñìÜ, áðáó÷üëçóò ôïõò ìáèçìá-

ôéêïýò ãéá ðÜíù áðü 350 ÷ñüíéá! Ôï 1908 áèëï-

èåôÞèçêå âñáâåßï 100.000 ìÜñêùí, ãéá ôçí

áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò. ÔåëéêÜ ìüëéò ôï êáëï-

êáßñé ôïõ 1994, áðïäåß÷ôçêå áðü ôïí ¢ããëï

ìáèçìáôéêü Andrew Wiles.

Ìå ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá óõíäÝåôáé áíá-

ðüóðáóôá ç áíáêÜëõøç ôùí áóýììåôñùí ìåãå-

èþí, ç ïðïßá ïöåßëåôáé åðßóçò óôçí Ðõèáãüñåéá

öéëïóïöéêÞ ó÷ïëÞ. Ç Ýííïéá ôùí áóýììåôñùí

ìåãåèþí åìöáíßæåôáé ðéï êáôáíïçôÜ óôï êëáóéêü

ðáñÜäåéãìá ôçò óýãêñéóçò äéáãùíßïõ êáé ðëåõ-

ñÜò åíüò ôåôñáãþíïõ ìå åöáñìïãÞ ôïõ Ðõèá-

ãüñåéïõ èåùñÞìáôïò óå Ýíá áðü ôá äýï ßóá

ïñèïãþíéá êáé éóïóêåëÞ ôñßãùíá óôá ïðïßá ÷ùñß-

æåôáé ôï ôåôñÜãùíï áðü ôç äéáãþíéï.

«Ç äéáãþíéïò ôïõ ôåôñáãþíïõ åßíáé áóýì-

238

ÌÅÔÑÉÊÅÓ Ó×ÅÓÅÉÓè

å ù ñ ß á

9.1

ÉÓÔÏÑÉÊÏ ÓÇÌÅÉÙÌÁÉÓÔÏÑÉÊÏ ÓÇÌÅÉÙÌÁ



ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

ìåôñç ðñïò ôçí ðëåõñÜ ôïõ », áíáöÝñåé ï Áñéóôï-

ôÝëçò ìáæß ìå ôçí áðüäåéîç, ÷ùñßò âåâáßùò íá ôçí

Ý÷åé åðéíïÞóåé ï ßäéïò. Óå óýã÷ñïíç ãëþóóá ç

áðüäåéîç óõíïøßæåôáé ùò åîÞò: ç 2 äåí åßíáé

áñéèìüò áêÝñáéïò, áöïý ìåôáîý 1 êáé 4 äåí

õðÜñ÷åé êáíÝíá ôÝëåéï ôåôñÜãùíï.

Ðñüôáóç

Ï ëüãïò ôçò äéáãùíßïõ êÜèå ôåôñáãþíïõ

ðñïò ôçí êÜèåôç ðëåõñÜ ôïõ äåí åßíáé ñçôüò

áñéèìüò.

Áðüäåéîç

¸óôù ôï ôåôñÜãùíï ÁÂÃÄ ìå ÁÂ=á êáé

äéáãþíéï ÂÃ=ä.

Óýìöùíá ìå ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá

éó÷ýåé ä
2
=á

2
+á

2
=2á

2
(1)

Áí ï ëüãïò ôçò äéáãùíßïõ ðñïò ôçí ðëåõñÜ

ôåôñáãþíïõ Þôáí áñéèìüò ñçôüò, èá Ýðñåðå
ä

á

ì

í
� , üðïõ ì, í ïé üñïé åíüò áíÜãùãïõ (ìç

áðëïðïéÞóéìïõ) êëÜóìáôïò. Áõôü óçìáßíåé üôé èá

éó÷ýåé êáé

ä

á

ì

í

2

2

2

2
� (2)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé

2
ì

í

2

2
� Þ 2

ì

í
�

ó÷Ýóç ç ïðïßá ìáò ïäçãåß óå Üôïðï, áöïý

ãíùñßæïõìå áðü ôçí ¢ëãåâñá üôé ï áñéèìüò 2

äåí åßíáé ñçôüò. Óõíåðþò, ï ëüãïò ôçò äéáãùíßïõ

ðñïò ôçí ðëåõñÜ ôåôñáãþíïõ åßíáé ðÜíôïôå

áñéèìüò Üññçôïò.

Ç áíáêÜëõøç ôùí áóýììåôñùí ìåãåèþí,

÷áñáêôçñéæüìåíç åýëïãá óáí "æÞôçìá ðñþôçò

ôÜîçò óôçí éóôïñßá ôïõ ðíåýìáôïò êáé ôçò

ëïãéêÞò", óõãêëüíéóå ôçí Ðõèáãüñåéá êïéíüôçôá,

åîáéôßáò ôïõ áíáôñåðôéêïý áíôßêôõðïõ ðïõ åß÷å

óôçí áñéèìïèåùñßá ôïõò. Óýìöùíá ìå ôçí

Ðõèáãüñåéá öéëïóïöéêÞ ó÷ïëÞ, ïé ó÷Ýóåéò ôùí

áíôéêåéìÝíùí ó' üëï ôï Óýìðáí åêöñÜæïíôáé ìå

áêÝñáéïõò êáé êëáóìáôéêïýò áñéèìïýò, êÜôé ðïõ

öõóéêÜ äåí éó÷ýåé, üðùò ðáíçãõñéêÜ ïé ßäéïé

áðÝäåéîáí.

1 Ôé åßäïõò ôñßãùíï åßíáé ôï ôñßãùíï ÁÂÃ ùò

ðñïò ôéò ãùíßåò; Áí ðñÝðåé íá áõîÞóïõìå

êÜèå ðëåõñÜ êáôÜ ôï ßäéï ìÞêïò x þóôå íá

ãßíåé ïñèïãþíéï ôñßãùíï, ðüóï ðñÝðåé íá

åßíáé ôï x;
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

2 Ðüóï åßíáé ôï ìÞêïò x óå êÜèå Ýíá áðü ôá

ôñßãùíá;

3 Ðüóï åßíáé ôï ýøïò ôïõ éóïóêåëïýò ôñáðåæßïõ

ÁÂÃÄ;

4 Óôï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ ç ãùíßá Ã
�

åßíáé ïñèÞ,

ïîåßá Þ áìâëåßá;

5 Áí á, â, ã ôá ìÞêç ôùí ðëåõñþí åíüò

ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ ìå Á
�

� �90 , ôé åßäïõò

ùò ðñïò ôéò ãùíßåò åßíáé ôï ôñßãùíï ðïõ Ý÷åé

ðëåõñÝò á+2, â+2, ã+2;

6 Óå ôñßãùíï ÁÂÃ Ý÷ïõìå á=12 êáé ã=5. Ðïéåò

ôéìÝò ìðïñåß íá ðÜñåé ç ðëåõñÜ â þóôå ç

ãùíßá Â
�

ôïõ ôñéãþíïõ íá åßíáé áìâëåßá;

7 Óå ôñßãùíï ÁÂÃ ðþò áðü ôç ó÷Ýóç ìá=ìâ

êáôáëÞãïõìå óôï óõìðÝñáóìá üôé ôï ôñßãùíï

åßíáé éóïóêåëÝò;

8 Áí ç ÁÌ åßíáé äéÜìåóïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ, íá

õðïëïãßóåôå ôï ìÞêïò ôçò ÂÃ êáé ôçò ÁÌ.

9 Áðü ôï 1ï èåþñçìá ôùí äéáìÝóùí, ðïéá

éäéüôçôá ôïõ ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ ìðïñïýìå

íá áðïäåßîïõìå;

1 Áí õ ôï ýøïò éóüðëåõñïõ ôñéãþíïõ ðëåõñÜò

á, íá áðïäåßîåôå üôé õ
á 3

2
� .

2 Áí Ä ôï ìÝóï ôçò êÜèåôçò ðëåõñÜò ÁÂ

ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ (Á
�

� �90 ) êáé Ê ç

ðñïâïëÞ ôïõ óôç ÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé

ÊÃ
2
–ÊÂ

2
=ÁÃ

2
.

3 Áí ïé ìç ðáñÜëëçëåò ðëåõñÝò ôñáðåæßïõ

ôÝìíïíôáé êÜèåôá, íá áðïäåßîåôå üôé ôï

Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí äéáãùíßùí ôïõ

éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí

âÜóåþí ôïõ.

4 Äßíåôáé ôåôáñôïêýêëéï ÁÏÂ. ÖÝñïõìå ôç
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

äé÷ïôüìï ÏÄ ôçò ãùíßáò ÁÏÂ
�

êáé áðü ôõ÷áßï

óçìåßï ôïõ ôüîïõ ÂÄ
�

öÝñïõìå ÃÅ�ÏÁ, ðïõ

ôÝìíåé ôçí ÏÄ óôï Æ. Íá áðïäåßîåôå üôé

ÏÁ
2
=ÃÅ

2
+ÆÅ

2
.

5 Íá áðïäåßîåôå üôé ç êïéíÞ åîùôåñéêÞ

åöáðôïìÝíç äýï êýêëùí ðïõ åöÜðôïíôáé

åîùôåñéêÜ åßíáé ìÝóç áíÜëïãïò ôùí

äéáìÝôñùí ôïõò.

6 Íá áðïäåßîåôå üôé óå êÜèå ôñáðÝæéï ôï

Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí äéáãùíßùí ôïõ

éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí

ìç ðáñÜëëçëùí ðëåõñþí ôïõ óõí ôï äéðëÜóéï

ôùí âÜóåþí ôïõ.

7 Äßíåôáé éóüðëåõñï ôñßãùíï ÁÂÃ ðëåõñÜò 1.

Ðñïåêôåßíïõìå ôéò ðëåõñÝò ÁÂ, ÂÃ êáé ÃÁ

êáôÜ ßóá ôìÞìáôá ÂÄ=ÃÅ=ÁÆ=x, Ýôóé þóôå ç

ðëåõñÜ ôïõ ó÷çìáôéæüìåíïõ éóüðëåõñïõ

ôñéãþíïõ ÄÅÆ íá Ý÷åé ìÞêïò 13. Íá

õðïëïãßóåôå ôï x.

8 Íá âñåßôå ôï åßäïò ôïõ ôñéãþíïõ (ùò ðñïò ôéò

ãùíßåò ôïõ) ôïõ ïðïßïõ ïé ðëåõñÝò ã, â, á åßíáé

áíÜëïãåò ðñïò ôïõò áñéèìïýò 4, 5 êáé 6

áíôßóôïé÷á. Áí ÁÄ åßíáé ç ðñïâïëÞ ôçò

ðëåõñÜò ã ðÜíù óôç â, íá äåßîåôå üôé

ÁÄ
á â ã

30
�

� �
.

9 Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ=ÁÃ) ìå

ÁÂ=ÁÃ=11 êáé ÂÃ=10. Óôç âÜóç ÂÃ

ðáßñíïõìå óçìåßï Ä ôÝôïéï þóôå íá åßíáé

ÂÄ=3. Íá õðïëïãéóôåß ôï ÁÄ.

10 Íá áðïäåßîåôå üôé óå êÜèå ðáñáëëçëüãñáììï

ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí ðëåõñþí

ôïõ éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí

ôùí äéáãùíßùí ôïõ.

11 Óå Ýíá ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ åßíáé ÁÂ=ê,

ÁÄ=ê 2 êáé ÁÃ=ê 3. Íá õðïëïãßóåôå ôï

ìÞêïò ôçò äéáãùíßïõ ÂÄ.

12 Áí È ôï êÝíôñï âÜñïõò ôñéãþíïõ ÁÂÃ, íá

áðïäåßîåôå üôé

ÈÁ
2
+ÈÂ

2
+ÈÃ

2
=

1

3
(á

2
+â

2
+ã

2
).

13 Áí ïé äéÜìåóïé ìâ êáé ìã åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ

åßíáé êÜèåôåò, íá áðïäåßîåôå üôé:

á) ì ì ì
â

2

ã

2

á

2� � .

â) â
2
+ã

2
=5á

2
.

14 Áí óå ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

á
2
+â

2
+ã

2
=8ì

á

2
, íá áðïäåßîåôå üôé Á

�

� �90 .

15 Áí Å ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ ýøïõò ÁÄ ôñéãþíïõ

ÁÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé ÁÂ
2
–ÁÃ

2
=ÂÅ

2
–ÅÃ

2
.

16 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå â>ã, Ê êáé Ë ôá ìÝóá

ôùí ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á êáé Ì ôï ìÝóï ôïõ

ÊË. Íá áðïäåßîåôå üôé â
2
–ã

2
=2ÌÃ

2
–2ÌÂ

2
.

17 Íá âñåèïýí ïé ðëåõñÝò åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ,

ðïõ Ý÷åé äéáìÝóïõò ìå ìÞêç 3, 4 êáé 5.

1 Äßíåôáé êýêëïò (Ï,R), ìéá äéÜìåôñïò ÁÂ êáé

äýï áêôßíåò ÏÃ êáé ÏÄ êÜèåôåò ìåôáîý ôïõò.

Áí Å êáé Æ ïé ðñïâïëÝò ôùí Ã êáé Ä áíôßóôïé÷á

ðÜíù óôçí ÁÂ, íá áðïäåßîåôå üôé

ÏÅ
2
+ÏÆ

2
=R

2
.

2 Äßíåôáé çìéêýêëéï (Ï,R) äéáìÝôñïõ ÁÂ. Ìå

äéÜìåôñï ÏÁ ãñÜöïõìå êýêëï êáé óå ôõ÷áßï

óçìåßï Ã ôçò ÏÁ öÝñïõìå êÜèåôç óôçí ÏÁ,

ðïõ ôÝìíåé ôï ìåãÜëï êýêëï óôï Å êáé ôïí

åóùôåñéêü óôï Ä. Íá áðïäåßîåôå üôé

ÁÅ= 2�ÁÄ.

3 Äßíåôáé êýêëïò (Ï,R) êáé åõèåßá å, ðïõ äåí

ôÝìíåé ôïí êýêëï. ¸óôù Á ç ðñïâïëÞ ôïõ Ï

ðÜíù óôçí å êáé Â óçìåßï ôçò ÁÏ ôÝôïéï þóôå
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ÁÂ=ÁÄ, üðïõ ÁÄ ç åöáðôïìÝíç ôïõ êýêëïõ.

Áí Ã ôõ÷áßï óçìåßï ôçò å êáé ÃÅ åöáðôïìÝíç

ôïõ êýêëïõ, íá äåßîåôå üôé ÃÅ=ÃÂ.

4 Óå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé ÁÂ=2, ÂÃ 1 3� �

êáé ÁÃ= 6. Íá áðïäåßîåôå üôé Â
�

� �60 .

5 Äßíïíôáé ôá óçìåßá Á, Â, Ã, Ä êáé Å ôïõ

åðéðÝäïõ ãéá ôá ïðïßá åßíáé ÁÂ=6, ÁÃ=8,

ÂÃ=10, ÃÄ=7, ÂÄ=17, ÂÅ=4 êáé ÄÅ=21.

Íá õðïëïãßóåôå ôá ìÞêç ôùí ôìçìÜôùí ÁÄ êáé

ÁÅ.

6 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ=10, ÂÃ=14 êáé

ÃÁ=12. Íá õðïëïãßóåôå ôçí ðñïâïëÞ ÂÅ ôçò

äéáìÝóïõ ÂÌ ðÜíù óôçí ðëåõñÜ ÂÃ.

7 Áí ÂÄ êáé ÃÅ ôá ýøç ïîõãþíéïõ ôñéãþíïõ

ÁÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé ÂÅ
2
+ÃÄ

2
<ÂÃ

2
.

8 Äßíåôáé ôåôáñôïêýêëéï ÁÏÂ êÝíôñïõ Ï ôï ÁÂ
�

óôï Ã. Íá õðïëïãßóåôå ôçí áêôßíá ôïõ êýêëïõ

ï ïðïßïò åöÜðôåôáé óôï ÏÃ
�

, óôï ÁÃ
�

êáé óôçí

áêôßíá ÏÁ.

9 Áí ÂÄ, ÃÅ ôá ýøç ïîõãþíéïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ,

íá áðïäåßîåôå üôé á
2
=ã�ÂÅ+â�ÃÄ.

10 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé óçìåßï Ì ôçò

ðëåõñÜò ÂÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé

ÌÂ�â2
+ÌÃ�ã2

=á�ÁÌ
2
+á�ÂÌ�ÌÃ.

11 Äßíåôáé ñüìâïò ÁÂÃÄ êáé Ñ óçìåßï ôçò

äéáãùíßïõ ÁÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé

ÑÁ�ÑÃ=ÁÂ
2
–ÂÑ

2
.

12 Áí óå ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýåé ç ó÷Ýóç á
3
=â

3
+ã

3
,

íá áðïäåßîåôå üôé ç ãùíßá Á
�

åßíáé ïîåßá.

13 Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ=ÁÃ) ìå

Á
�

� �30 . Íá áðïäåßîåôå üôé á=â 2 3� üðïõ

á=ÁÂ êáé â=ÂÃ.

14 Áí È ôï êÝíôñï âÜñïõò ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé Ê ôï

ìÝóï ôïõ ÁÈ, íá áðïäåßîåôå üôé

ÁÃ
2
+ÂÊ

2
+ÂÈ

2
=ÁÂ

2
+ÃÊ

2
+ÃÈ

2
.

15 Áí ÁÄ ôï ýøïò ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ (

Á
�

� �90 ), ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí õðïôåßíïõóá,

êáé Å, Æ ïé ðñïâïëÝò ôïõ Ä óôçí ÁÂ êáé ÁÃ

áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé
ÂÅ

ÃÆ

ÁÂ

ÁÃ

3

3
� .

16 Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Á
�

� �90 ,

èåùñïýìå ôá óçìåßá Ä êáé Å ôçò ÂÃ ôÝôïéá

þóôå ÂÄ=ÄÅ=ÅÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé

ÁÄ ÁÅ ÄÅ
2

3
á

2 2 2 2� � � .

17 Íá õðïëïãßóåôå ôï ìÞêïò ôïõ ôìÞìáôïò, ðïõ

óõíäÝåé ôá ìÝóá ôùí âÜóåùí ôñáðåæßïõ,

óõíáñôÞóåé ôùí ðëåõñþí ôïõ.

18 Äßíïíôáé äýï êýêëïé (ÊR) êáé (Ë,ñ) ìå

ÊË>R+ñ. Íá âñåßôå ôï ãåùìåôñéêü ôüðï ôùí

óçìåßùí Ì þóôå ôá åöáðôüìåíá óôïõò

êýêëïõò åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÌÁ êáé ÌÂ íá

óõíäÝïíôáé ìå ôç ó÷Ýóç ÌÁ
2
–ÌÂ

2
=ê

2
, üðïõ

ê äïóìÝíï åõèýãñáììï ôìÞìá.

19 Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ ìå ðëåõñÝò

ÁÂ=á êáé ÂÃ=â êáé Ýíá ïñéóìÝíï ôìÞìá ê.

Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí

Ì ãéá ôá ïðïßá éó÷ýåé

ÌÁ
2
+ÌÂ

2
+ÌÃ

2
+ÌÄ

2
=ê

2
.
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9.2 ÌåôñéêÝò ó÷Ýóåéò óå êýêëï

9.2.1 Äýíáìç óçìåßïõ ùò ðñïò êýêëï

Áí áðü óçìåßï Ó åîùôåñéêü åíüò êýêëïõ (Ï,ñ) öÝñïõìå

ôõ÷áßá ôÝìíïõóá ÓÁÂ, ôüôå ôï ãéíüìåíï ÓÁ�ÓÂ åßíáé óôáèåñü,

(áíåîÜñôçôï áðü ôçí ôÝìíïõóá) êáé ßóï ìå ÓÏ
2
–ñ

2
.

Áðüäåéîç

ÖÝñïõìå ôç ÓÏ ç ïðïßá ôÝìíåé ôïí êýêëï óôá Ã êáé Ä. Ôá

ôñßãùíá ÓÁÄ êáé ÓÃÂ Ý÷ïõí ôç ãùíßá Ó
�

êïéíÞ êáé ôéò ãùíßåò ÁÂÃ
�

êáé

ÁÄÃ
�

ßóåò (åããåãñáììÝíåò ðïõ âáßíïõí óôï ôüîï ÁÃ
�

). ¢ñá ôá ôñßãùíá

ÓÁÄ êáé ÓÃÂ åßíáé üìïéá êáé åðïìÝíùò éó÷ýåé üôé:

ÓÁ

ÓÃ

ÄÓ

ÓÂ
� Þ ÓÁ�ÓÂ=ÓÃ�ÓÄ Þ ÓÁ�ÓÂ=(ÓÏ–ÏÃ)(ÓÏ+ÏÄ)

Þ ÓÁ�ÓÂ=(ÓÏ–ñ)(ÓÏ+ñ) Þ ÓÁ�ÓÂ=ÓÏ
2
–ñ

2
�

Áí áðü óçìåßï Ó åóùôåñéêü åíüò êýêëïõ (Ï,ñ) öÝñïõìå

ôõ÷áßá ôÝìíïõóá ÓÁÂ, ôüôå ôï ãéíüìåíï ÓÁ�ÓÂ åßíáé óôáèåñü

(áíåîÜñôçôï áðü ôçí ôÝìíïõóá) êáé ßóï ìå ñ
2
–ÓÏ

2
.

Áðüäåéîç

ÖÝñïõìå ôç äéÜìåôñï ÃÄ ðïõ ðåñíÜ áðü ôï Ó. Ôá ôñßãùíá ÓÃÁ

êáé ÓÄÂ Ý÷ïõí ôéò ãùíßåò Ã
�

=Â
�

(åããåãñáììÝíåò ðïõ âáßíïõí óôï

ôüîï ÁÄ
�

) êáé ôéò ãùíßåò Ó Ó
� �

1 2� (ùò êáôáêïñõöÞí). ¢ñá ôá ôñßãùíá

ÓÃÁ êáé ÓÄÂ åßíáé üìïéá êáé éó÷ýåé

ÓÃ

ÓÂ

ÓÁ

ÓÄ
� Þ ÓÁ�ÓÂ=ÓÃ�ÓÄ Þ ÓÁ�ÓÂ=(ÏÃ–ÓÏ)(ÏÄ+ÓÏ) Þ

ÓÁ�ÓÂ=(ñ–ÓÏ)(ñ+ÓÏ) Þ ÓÁ�ÓÂ=ñ
2
–ÓÏ

2
�

Áí áðü óçìåßï Ó åîùôåñéêü åíüò êýêëïõ (Ï,ñ) öÝñïõìå ôï

åöáðôüìåíï ôìÞìá ÓÅ, ôüôå éó÷ýåé ÓÅ
2
=ÓÏ

2
–ñ

2
.

Áðüäåéîç

ÖÝñïõìå ôçí áêôßíá ÏÅ. Óýìöùíá ìå ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá

óôï ôñßãùíï ÓÅÏ ðáßñíïõìå:

ÓÅ
2
+ÏÅ

2
=ÓÏ

2
Þ ÓÅ

2
=ÓÏ

2
–ñ

2
�
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Å
Ó

Ï

Èåþñçìá 9.11



ÐáñáôÞñçóç

ÓõíäõÜæïíôáò ôéò ó÷Ýóåéò ôùí èåùñçìÜôùí 9.9 êáé 9.11,

ðñïêýðôåé ç ó÷Ýóç ÓÅ
2
=ÓÁ�ÓÂ, üðïõ ÓÅ ôï åöáðôüìåíï ôìÞìá êáé

ÓÁÂ ìéá ôÝìíïõóá ôïõ êýêëïõ. ¢ñá:

Áí áðü óçìåßï Ó åîùôåñéêü åíüò êýêëïõ (Ï,ñ) öÝñïõìå ôï

åöáðôüìåíôï ôìÞìá ÓÅ êáé ìéá ôõ÷áßá ôÝìíïõóá ÓÁÂ, ôüôå

éó÷ýåé ÓÅ
2
=ÓÁ�ÓÂ.

Áí äïèåß Ýíá óçìåßï Ó óôï åðßðåäï ôïõ êýêëïõ (Ï,ñ), ôüôå ï

óôáèåñüò áñéèìüò ÓÏ
2
–ñ

2
ïíïìÜæåôáé äýíáìç ôïõ óçìåßïõ Ó ùò

ðñïò ôïí êýêëï (Ï,ñ) êáé óõìâïëéêÜ ãñÜöïõìå Ä ÓÏ ñ
(Ï,ñ)

Ó 2 2� � .

Ôá ðñïçãïýìåíá èåùñÞìáôá 9.9, 9.10 êáé 9.11 ó÷åôßæïíôáé ìå

ôçí Ýííïéá ôçò äýíáìçò óçìåßïõ êáé ìáò äßíïõí ôç äõíáôüôçôá íá

âãÜëïõìå óõìðåñÜóìáôá ãéá ôç èÝóç ôïõ óçìåßïõ.

Ôï ðñüóçìï ôïõ áñéèìïý ÓÏ
2
–ñ

2
êáèïñßæåé ôç èÝóç ôïõ

óçìåßïõ Ó ùò ðñïò ôïí êýêëï. ¸ôóé

• áí ÓÏ
2
–ñ

2
>0, ôüôå ôï Ó åßíáé åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ êýêëïõ,

• áí ÓÏ
2
–ñ

2
=0, ôüôå ôï Ó åßíáé óçìåßï ôïõ êýêëïõ,

• áí ÓÏ
2
–ñ

2
<0, ôüôå ôï Ó åßíáé åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ êýêëïõ.

9.2.2 ÃåùìåôñéêÞ êáôáóêåõÞ ôùí èåôéêþí

ñéæþí äåõôåñïâÜèìéáò åîßóùóçò

ÏñéóìÝíïé ôýðïé åîéóþóåùí äåõôÝñïõ âáèìïý åðéäÝ÷ïíôáé êáé

ãåùìåôñéêÞ ëýóç, áí äå÷ôïýìå üôé ïé óõíôåëåóôÝò êáé ç Üãíùóôç

ìåôáâëçôÞ ðáñéóôÜíïõí ìÞêç åõèõãñÜììùí ôìçìÜôùí.

ÊáôáóêåõÜæïõìå, ëïéðüí, ãåùìåôñéêÜ ôéò èåôéêÝò ñßæåò ìéáò

äåõôåñïâÜèìéáò åîßóùóçò, äçëáäÞ êáôáóêåõÜæïõìå åõèýãñáììá

ôìÞìáôá ìå ìÞêç ßóá ðñïò ôéò èåôéêÝò ñßæåò ôçò åîßóùóçò.

ÁíáöÝñïõìå óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ ôç ãåùìåôñéêÞ ëýóç ôñéþí

ôýðùí åîéóþóåùí äåõôÝñïõ âáèìïý êáé ìéá êáôáóêåõÞ ãíùóôÞ áðü

ôçí áñ÷áéüôçôá ùò ðñüâëçìá ôçò ÷ñõóÞò ôïìÞò.

Ðñüâëçìá 9.7

Áí á, â ãíùóôÜ åõèýãñáììá ôìÞìáôá, íá êáôáóêåõáóôåß åõèý-

ãñáììï ôìÞìá x ôÝôïéï, þóôå x
2
+2áx–â

2
=0.
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ÁíÜëõóç

Ç åîßóùóç x
2
+2áx–â

2
=0 åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí åîßóùóç

x(x+2á)=â
2

(1)

Ç åîßóùóç (1) ìáò ïäçãåß óôç ó÷Ýóç ôïõ ðïñßóìáôïò 9.6,

äçëáäÞ, óôç ó÷Ýóç ÓÁ�ÓÂ=ÓÅ
2
, üðïõ Ó óçìåßï åîùôåñéêü åíüò

êýêëïõ, ÓÅ ôï åöáðôüìåíï ôìÞìá êáé ÓÁÂ ôÝìíïõóá.

Óýíèåóç

ÃñÜöïõìå êýêëï (Ï,á) êáé óå óçìåßï Å áõôïý öÝñïõìå

åöáðôüìåíï ôìÞìá ÅÓ=â. Ç åõèåßá ÓÏ ôÝìíåé ôïí êýêëï (Ï,ñ) óôá

óçìåßá Á êáé Â. Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÓÁ åßíáé ôï æçôïýìåíï,

äçëáäÞ ç èåôéêÞ ñßæá ôçò åîßóùóçò x
2
+2áx–â

2
=0.

Áðüäåéîç

Ç äýíáìç ôïõ Ó ùò ðñïò ôïí êýêëï (Ï,ñ) éóïýôáé ìå

ÓÅ
2
=ÓÁ�ÓÂ Þ â

2
=ÓÁ(ÓÁ+2á) (2)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé x=ÓÁ, Üñá ðñÜãìáôé ôï

ìÞêïò ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÓÁ åßíáé ñßæá ôçò åîßóùóçò

x(x+2á)=â
2
.

Äéåñåýíçóç

¼ëá ôá âÞìáôá ôçò êáôáóêåõÞò åßíáé åöéêôÜ êáé ìáò ïäçãïýí óå

ìïíáäéêü åõèýãñáììï ôìÞìá. Ç ãåùìåôñéêÞ áõôÞ êáôáóêåõÞ

åðéâåâáéþíåé ôï ãåãïíüò ðïõ ìáò åßíáé ãíùóôü áðü ôçí ¢ëãåâñá, üôé

ç åîßóùóç x
2
+2áx–â

2
=0 Ý÷åé äýï ñßæåò ðñáãìáôéêÝò êáé Üíéóåò, áðü

ôéò ïðïßåò ìüíï ç ìßá åßíáé èåôéêÞ êáé ìÜëéóôá áõôÞ ðïõ Ý÷åé ôç

ìéêñüôåñç áðüëõôç ôéìÞ.

Ìéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ðñïâëÞìáôïò 9.7

åßíáé ôï éóôïñéêü ðñüâëçìá ôçò ÷ñõóÞò ôïìÞò.

Ðñüâëçìá 9.8 (ðñüâëçìá ÷ñõóÞò ôïìÞò)

Íá äéáéñåèåß Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ=á óå äýï Üíéóá

ôìÞìáôá Ýôóé, þóôå ôï ìåãáëýôåñï íá åßíáé ç ìÝóç áíÜëïãïò

ôïõ ìéêñüôåñïõ êáé ïëüêëçñïõ ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ.

ÁíÜëõóç

Áí ÁÂ=á ôï ãíùóôü ôìÞìá êáé Ì ôï æçôïýìåíï óçìåßï ìå

ÌÁ>ÌÂ, ôüôå

ÁÂ

ÌÁ

ÌÁ

ÌÂ
� Þ ÌÁ

2
=ÌÂ�ÁÂ Þ ÌÁ

2
=(ÁÂ–ÌÁ)ÁÂ (1)
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êáé áí èÝóïõìå ÌÁ=÷, ç ó÷Ýóç (1) ãßíåôáé

x
2
=(á–x)á Þ x

2
+áx–á

2
=0

Áíáãüìáóôå, ëïéðüí, óôï ðñüâëçìá 9.7.

Óýíèåóç

ÊáôáóêåõÜæïõìå, ëïéðüí, êýêëï (Ï,
á

2
) êáé óå óçìåßï Â áõôïý

öÝñïõìå åöáðôüìåíï ôìÞìá ÂÁ=á. Ç åõèåßá ÁÏ ôÝìíåé ôïí êýêëï

óôá óçìåßá Ã êáé Ä êáé ôï ôìÞìá ÁÃ åßíáé ôï æçôïýìåíï.

¢ñá ìå êÝíôñï Á êáé áêôßíá ÁÃ ãñÜöïõìå êýêëï (Á,ÁÃ), ðïõ

ôÝìíåé ôï ôìÞìá ÂÁ óôï óçìåßï Ì.

Ðñüâëçìá 9.9

Áí á, â ãíùóôÜ åõèýãñáììá ôìÞìáôá, íá êáôáóêåõáóôåß åõèý-

ãñáììï ôìÞìá x ôÝôïéï, þóôå x
2
–2áx–â

2
=0.

ÁíÜëõóç

Ç åîßóùóç x
2
–2áx–â

2
=0 åßíáé éóïäýíáìç ìå ôç x(x–2á)=â

2
.

Óýíèåóç

Ç êáôáóêåõÞ åßíáé ßäéá ìå ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò 9.7,

áëëÜ åäþ ôï ôìÞìá x åßíáé ôï ÓÂ.

Áðüäåéîç

ÐñÜãìáôé åßíáé ÓÁ�ÓÂ=ÓÅ
2

Þ (x–2á)x=â
2
.

Äéåñåýíçóç

ÕðÜñ÷åé ðÜíôá ëýóç êáé åðéâåâáéþíåôáé áõôü ðïõ ìáò åßíáé

ãíùóôü áðü ôçí ¢ëãåâñá üôé ç åîßóùóç x
2
–2áx–â

2
=0 Ý÷åé äýï ñßæåò

ðñáãìáôéêÝò, áðü ôéò ïðïßåò ìéá åßíáé èåôéêÞ êáé ìÜëéóôá áõôÞ ðïõ

Ý÷åé ôç ìåãáëýôåñç áðüëõôç ôéìÞ.

Ðñüâëçìá 9.10

Áí á, â ãíùóôÜ åõèýãñáììá ôìÞìáôá, íá êáôáóêåõáóôåß åõèý-

ãñáììï ôìÞìá x ôÝôïéï, þóôå x
2
–2áx+â

2
=0.

ÁíÜëõóç

Áí x1, ÷2 ïé ñßæåò ôçò x
2
–2áx+â

2
=0, ôüôå

x1+x2=2á êáé x1x2=â
2

(1)

Ç ó÷Ýóç (1) ìáò èõìßæåé ôï èåþñçìá ðïõ éó÷ýåé óôï ïñèïãþíéï

ôñßãùíï: ôï ôåôñÜãùíï ôïõ ýøïõò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí õðïôåßíïõóá
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9.6

éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï ôùí ðñïâïëþí ôùí äýï êáèÝôùí ðëåõñþí

óôçí õðïôåßíïõóá.

Óýíèåóç

ÊáôáóêåõÜæïõìå çìéêýêëéï ìå äéÜìåôñï ÁÂ=2á êáé öÝñïõìå

åõèåßá ðáñÜëëçëç ðñïò ôç äéÜìåôñï óå áðüóôáóç â, ç ïðïßá ôÝìíåé

ôï çìéêýêëéï óôá Ã êáé Ä. Áðü ôï Ã öÝñïõìå ôçí ÃÅ�ÁÂ êáé ôüôå

ðÜíù óôçí ÁÂ ïñßæïíôáé äýï ôìÞìáôá ÁÅ=x1 êáé ÅÂ=x2, ôá ïðïßá

åßíáé ïé ñßæåò ôçò x
2
–2áx+â

2
=0.

Áðüäåéîç

ÐñÜãìáôé x1+x2=AE+EB Þ x1+x2=ÁÂ Þ x1+x2=2á

êáé x1x2=AE�EB Þ x1x2=ÃE
2

Þ x1x2=â
2
.

Äéåñåýíçóç

Ãéá íá õðÜñ÷åé ëýóç, ðñÝðåé ðñïöáíþò íá åßíáé â�á.

ÐáñáôÞñçóç

Ëýíïíôáò ôçí åîßóùóç x
2
–áx–á

2
=0 ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò

÷ñõóÞò ôïìÞò âñßóêïõìå èåôéêÞ ñßæá ôçí

x
á( 5 1)

2
�

�
ïðüôå

ÌÁ

ÌÂ

5 1

2
1,618�

�
� Þ

ÌÂ

ÌÁ
0,618�

Ï ëüãïò
ÌÂ

ÌÁ
0,618� ïíïìÜæåôáé ÷ñõóüò ëüãïò.

Ï êÜèå ìáèçôÞò íá ó÷åäéÜóåé óôï ðñü÷åéñü ôïõ Ýíá ïñèï-

ãþíéï, íá ìåôñÞóåé ôéò äéáóôÜóåéò ôïõ êáé íá âñåé ôï ëüãï ôïõò. Íá

ìåëåôçèåß óôáôéóôéêÜ ðüóïé ìáèçôÝò ðëçóßáóáí ôï ëüãï ôçò ÷ñõóÞò

ôïìÞò.
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Ôï ðñüâëçìá ôçò ÷ñõóÞò ôïìÞò åíüò

åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò, üñïò ðïõ áðïäüèçêå

êáôÜ ôïí 19ï áéþíá, åßíáé ç ðñüôáóç 11 ôïõ 2ïõ

âéâëßïõ ôùí "Óôïé÷åßùí" ôïõ Åõêëåßäç. Ôï

ðñüâëçìá üìùò áõôü Þôáí ãíùóôü ðïëý ðñéí ôïí

Åõêëåßäç óôïõò Ðõèõãüñåéïõò ïé ïðïßïé ôï

äéáôýðùóáí ùò åîÞò:

Íá êáôáóêåõáóôåß ïñèïãþíéï éóïäýíáìï ìå

ôåôñÜãùíï ðëåõñÜ á, ðïõ íá Ý÷åé ãéá âÜóç ôçí

ðëåõñÜ á êáôÜëëçëá ðñïåêôåéíüìåíç êáé ýøïò

ßóï ìå ôçí ðñïÝêôáóç áõôÞ. [Ìå óýã÷ñïíï

óõìâïëéóìü x(x+á)=á
2
.]

Óôéò áñ÷Ýò ôïõ áéþíá ìáò õéïèåôåßôáé ãéá ôï

óõìâïëéóìü ôïõ ÷ñõóïý ëüãïõ ôï åëëçíéêü

ãñÜììá ö ðñïò ôéìÞ ôïõ ãëýðôç Öåéäßá. Ï

êïñõöáßïò áõôüò åêðñüóùðïò ôçò áñìïíßáò ôçò

ôÝ÷íçò êáëëéôÝ÷íçóå ôïí Ðáñèåíþíá ÷ñçóéìï-

ðïéþíôáò ôçí éäéüôçôá ôçò ÷ñõóÞò ôïìÞò. Áêüìç

êáé ç êáôáóêåõÞ ôïõ èåÜôñïõ ôçò Åðéäáýñïõ (4ïò

ð.×. áéþíáò) Ý÷åé ãßíåé óýìöùíá ìå ôï ëüãï ö.

Ï ìïíá÷üò Luca Paccioli äçìïóéåýåé ôï

1509 ôï âéâëßï "ç èåúêÞ áíáëïãßá" ìå üëåò ôéò

ãåùìåôñéêÝò êáé áñéèìçôéêÝò éäéüôçôåò ôïõ ëüãïõ

ö, ôï ïðïßï åéêïíïãñÜöçóå ï Leonardo da Vinci.

Åßíáé áëÞèåéá üôé ï ëüãïò ö åìöáíßæåôáé óå

ðïëëïýò êáé áðñüóìåíïõò ÷þñïõò ð.÷. óôï

áíèñþðéíï óþìá. ÊáôÜ ôçí Üðïøç ôïõ Th. Cook

ç ìÝóç (ïìöáëüò) åíüò óþìáôïò áñìïíéêïý,

äéáéñåß ôï óþìá áõôü óå ìÝóï êáé Üêñï ëüãï. Ôï

èÝáôñï ôçò Åðéäáýñïõ áðïôåëåßôáé áðü äýï

äéáæþìáôá. Ôï ðñþôï Ý÷åé 34 êåñêßäåò êáé ôï

äåýôåñï 21. Ï ëüãïò ôùí êåñêßäùí åßíáé:

34

21
1,618 ö� �

Áíôéëáìâáíüìáóôå, ëïéðüí, ôçí áéóèçôéêÞ

áîßá ôùí ìáèçìáôéêþí êáé êáôáíïïýìå üôé ôï

êáëýôåñï êáé äéá÷ñïíéêüôåñï ìÝóï ãéá ôç

äéäáóêáëßá ôïõò åßíáé ôï áéóèçôéêü óôïé÷åßï.

Áí Ï ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí äéáãùíßùí åíüò êõñôïý ôåôñá-

ðëåýñïõ ÁÂÃÄ, ôüôå ôï ôåôñÜðëåõñï áõôü åßíáé åããñÜøéìï óå

êýêëï, áí êáé ìüíï áí éó÷ýåé ÏÁ�ÏÃ=ÏÂ�ÏÄ.

Áðüäåéîç

Áí ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ åßíáé åããåãñáììÝíï óå êýêëï (Ê,R),

ôüôå ÏÁ�ÏÃ=ñ
2
–ÏÊ

2
(1) óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 9.10.

Ïìïßùò ÏÂ�ÏÄ=ñ
2
–ÏÊ

2
(2)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé ÏÁ�ÏÃ=ÏÂ�ÏÄ.
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9.8

9.7

Áíôéóôñüöùò

¸óôù üôé éó÷ýåé ÏÁ�ÏÃ=ÏÂ�ÏÄ (1)

Èåùñïýìå ôïí ðåñéãåãñáììÝíï êýêëï (Ê,R) ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ

êáé Ýóôù üôé ôÝìíåé ôç ÂÄ óôï óçìåßï Å. ¸ôóé ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÅ

åßíáé åããåãñáììÝíï óôïí êýêëï (Ê,R), ïðüôå ÏÁ�ÏÃ=ÏÂ�ÏÅ (2)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé ÏÄ=ÏÅ, Üñá Ä�Å êáé

åðïìÝíùò ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ åßíáé åããåãñáììÝíï óôïí êýêëï (Ê,R).

Áí Ï ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí ðñïåêôÜóåùí ôùí áðÝíáíôé ðëåõñþí

ÁÂ êáé ÃÄ åíüò ôåôñáðëåýñïõ ÁÂÃÄ, ôüôå ôï ôåôñÜðëåõñï áõôü

åßíáé åããñÜøéìï óå êýêëï, áí êáé ìüíï áí éó÷ýåé ÏÁ�ÏÂ=ÏÃ�ÏÄ.

Óå çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ ÁÂ èåùñïýìå äýï ÷ïñäÝò ÁÃ êáé

ÂÄ, ðïõ ôÝìíïíôáé óå åóùôåñéêü óçìåßï Å ôïõ çìéêõêëßïõ. Íá

áðïäåßîåôå üôé ÁÃ�ÁÅ+ÂÄ�ÂÅ=ÁÂ
2
.

Áðüäåéîç

¸óôù Æ ç ðñïâïëÞ ôïõ Å óôç äéÜìåôñï ÁÂ. Ôï ôåôñÜðëåõñï

ÁÄÅÆ Ý÷åé ÁÄÅ
�

� �90 (åããåãñáììÝíç ðïõ âáßíåé óå çìéêýêëéï) êáé

ÁÆÅ
�

� �90 . ¢ñá ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÄÅÆ åßíáé åããñÜøéìï êáé

åðïìÝíùò ÂÄ�ÂÅ=ÂÁ�ÂÆ (1)

Ïìïßùò ôï ôåôñÜðëåõñï ÂÃÅÆ åßíáé åããñÜøéìï, ïðüôå

ÁÃ�ÁÅ=ÁÂ�ÁÆ (2)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé

ÁÃ�ÁÅ+ÂÄ�ÂÅ=ÁÂ�ÁÆ+ÁÂ�ÂÆ

Þ ÁÃ�ÁÅ+ÂÄ�ÂÅ=ÁÂ(ÁÆ+ÂÆ) Þ ÁÃ�ÁÅ+ÂÄ�ÂÅ=ÁÂ
2

Íá âñåßôå Ýíáí íÝï ôñüðï êáôáóêåõÞò ôçò ôÝôáñôçò áíáëüãïõ ôñéþí

ôìçìÜôùí, ðïõ íá óôçñßæåôáé óôï èåþñçìá 9.9 Þ óôçí åöáñìïãÞ 1.
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

1 Áí áðü ôá óçìåßá Á, Â, Ä êáé Å ðåñíÜ Ýíáò

êýêëïò êáé ïé ãùíßåò Æ
�

êáé Ã
�

åßíáé ðáñá-

ðëçñùìáôéêÝò, ðïéåò ó÷Ýóåéò ìðïñïýìå íá

ðÜñïõìå áðü ôï ó÷Þìá;

2 Ïé äýï êýêëïé åßíáé ïìüêåíôñïé. Ùò ðñïò

ðïéïí êýêëï ôï Á Ý÷åé ìåãáëýôåñç äýíáìç;

3 Ðüóï åßíáé ôï ìÞêïò x;

4 Ðïéåò åßíáé ïé ôéìÝò ôùí x êáé y óôá ó÷Þìáôá;

5 Ìéá ÷ïñäÞ êýêëïõ Ý÷åé ìÞêïò 5. ÊáôÜ ðüóï

ðñÝðåé íá ôçí ðñïåêôåßíïõìå þóôå áðü ôï

Üêñï ôçò ðñïÝêôáóçò íá Üãåôáé åöáðôüìåíï

ôìÞìá ìÞêïõò 6;

6 Óôï ó÷Þìá ïé êýêëïé åßíáé ïìüêåíôñïé êáé ôá

ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÁÃ åöáðôüìåíá. Ôï ôñßãùíï

ÁÂÃ ìðïñåß íá åßíáé éóüðëåõñï;

7 Óôï éóüðëåõñï ôñßãùíï ðëåõñÜò á, íá

áðïäåßîåôå üôé ôï êÝíôñï âÜñïõò ôïõ Ý÷åé

äýíáìç ùò ðñïò ôïí ðåñéãåãñáììÝíï êýêëï

ßóç ìå �
1

3
á

2
.

8 Íá åîçãÞóåôå ôï ëüãï ãéá ôïí ïðïßï ïé

åöáðôïìÝíåò ðïõ èá öÝñïõìå áðü ôï Á ðñïò ôïõò

äýï êýêëïõò, èá Ý÷ïõí ßóá ìÞêç.
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁ

ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

9 Óôïí êýêëï ç áêôßíá Ý÷åé ìÞêïò 5 cm êáé ç

÷ïñäÞ ÁÂ 6 cm. Ðïéá èÝóç ðÜíù óôç ÷ïñäÞ

ÁÂ ðñÝðåé íá ðÜñåé ôï óçìåßï Ã þóôå ç

äýíáìÞ ôïõ ùò ðñïò ôïí êýêëï íá ðÜñåé ôç

ìéêñüôåñç äõíáôÞ ôéìÞ; Ðüóç åßíáé óôçí

ðåñßðôùóç áõôÞ ç äýíáìç;

1 Êõñôü ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ åßíáé åããåãñáì-

ìÝíï óå êýêëï. Áí ïé ÁÂ êáé ÃÄ ôÝìíïíôáé óôï

Ñ êáé ÑÁ=9, ÑÂ=10, ÑÃ=15, íá õðïëïãßóåôå

ôçí ðëåõñÜ ÃÄ êáé ôçí åöáðôïìÝíç ÑÓ ôïõ

êýêëïõ.

2 Óå êýêëï áêôßíáò R=15 ðáßñíïõìå óçìåßï Ã ,

ðïõ áðÝ÷åé áðü ôï êÝíôñï áðüóôáóç ÏÃ=10.

Ìéá ÷ïñäÞ ÁÂ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Ã êáé éó÷ýåé

ÁÃ=3ÃÂ. Íá âñåèåß ôï ìÞêïò ôçò ÷ïñäÞò ÁÂ.

3 Ìå ðëåõñÜ ôç ÷ïñäÞ ÁÂ=á êýêëïõ (Ï,R)

êáôáóêåõÜæïõìå ôåôñÜãùíï ÁÂÃÄ, ðïõ ç

ðëåõñÜ ôïõ äåí Ý÷åé åóùôåñéêü óçìåßï óôïí

êýêëï. Áí ôï åöáðôüìåíï ôìÞìá ÃÅ ôïõ

êýêëïõ åßíáé ÃÅ=2á, íá âñåßôå ôçí áêôßíá R.

4 Äßíåôáé ôåôñÜãùíï ÁÂÃÄ ðëåõñÜò á=4

åããåãñáììÝíï óå êýêëï (Ï,R) êáé ôï ìÝóï Å

ôçò ÂÃ. Áí ç ÁÅ ôÝìíåé ôïí êýêëï óôï óçìåßï

Ì, íá õðïëïãßóåôå ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá

ÁÅ êáé ÅÌ êáé íá áðïäåßîåôå üôé ÁÅ=3ÅÌ.

5 Óå êýêëï êÝíôñïõ Ï èåùñïýìå ìéá ÷ïñäÞ

ÁÂ=10. ¸íá óçìåßï Ã êéíåßôáé ðÜíù ó' áõôÞ

ôç ÷ïñäÞ. Íá ðñïóäéïñßóåôå ôç ìåãáëýôåñç

êáé ôç ìéêñüôåñç ôéìÞ ðïõ ìðïñåß íá ðÜñåé ç

äýíáìç ôïõ óçìåßï Ã ùò ðñïò ôïí êýêëï.

6 Íá ëõèïýí ãåùìåôñéêÜ ïé åîéóþóåéò êáé ôï

óýóôçìá ðïõ áêïëïõèïýí.

á) x
2
–3x+2=0

â) x
2
+2x–9=0

ã) x+y=10, x�y=16

1 Óå êýêëï èåùñïýìå äéÜìåôñï ÁÂ êáé óôçí

ðñïÝêôáóç áõôÞò ðñïò ôï Â óçìåßï Ã.

ÖÝñïõìå áêüìç åõèåßá Ãx�ÁÃ êáé ôï

åöáðôüìåíï ôìÞìá ÃÄ. Áí ç ÁÄ ôÝìíåé ôç Ãx

óôï óçìåßï Å, íá áðïäåé÷ôåß üôé éó÷ýåé

ÃÄ
2
=ÃÁ

2
–ÁÄ�ÁÅ.

2 Óå ôñßãùíï ÁÂÃ öÝñïõìå ôç äé÷ïôüìï ÁÄ êáé

ôïõò ðåñéãåãñáììÝíïõò êýêëïõò ôùí

ôñéãþíùí ÁÂÄ êáé ÁÃÄ. Áí áõôïß ôÝìíïõí ôéò

ðëåõñÝò ÁÃ êáé ÁÂ óôá óçìåßá Å êáé Æ

áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ÂÅ=ÃÆ.

3 Óå óêáëçíü ôñßãùíï ÁÂÃ öÝñïõìå ôç

äé÷ïôüìï ÁÄ êáé ôç äéÜìåóï ÁÌ. Áí ï

ðåñéãåãñáììÝíïò êýêëïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÄÌ

ôÝìíåé ôéò ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÁÃ óôá óçìåßá Å êáé

Æ áíôßóôïé÷á, ôüôå éó÷ýåé ÂÅ=ÃÆ.

4 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå á=4, â=8 êáé ã=6.

Èåùñïýìå óçìåßï Ä ôçò ðëåõñÜò ÁÃ ôÝôïéï,

þóôå ÃÄ=5 êáé ôïí êýêëï ðïõ ðåñíÜ áðü ôá
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ9
ïõ

ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ 9
ïõ

ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

óçìåßá Â, Ã êáé Ä. Áí ï êýêëïò áõôüò ôÝìíåé

ôçí ðëåõñÜ ÁÂ óôï óçìåßï Å, ôüôå ç ÃÅ èá

åßíáé ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò Ã
�

.

5 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ. Íá êáôáóêåõáóôåß

êýêëïò ðïõ íá åöÜðôåôáé óå ìéá ðëåõñÜ ôïõ

ôñéãþíïõ êáé ïé êïñõöÝò ôïõ ÁÂÃ íá Ý÷ïõí

ßóåò äõíÜìåéò ùò ðñïò áõôüí.

6 Íá áðïäåßîåôå üôé óå êÜèå ôñßãùíï ÁÂÃ ôï

Üèñïéóìá ôùí äõíÜìåùí ôùí êïñõöþí Á, Â

êáé Ã ùò ðñïò ôïí åããåãñáììÝíï êýêëï (É,ñ)

åßíáé ßóï ìå á
2
+â

2
+ã

2
–ô

2
.

1 Èåùñïýìå ÷ïñäÞ ÂÃ åíüò êýêëïõ êáé ôï

ìÝóïí Á ôïõ ôüîïõ áõôÞò. Äýï Üëëåò ÷ïñäÝò

ÁÄ êáé ÁÅ ôÝìíïõí ôç ÂÃ óôá óçìåßá Æ êáé Ç

áíôßóôïé÷á. Áí ç ÄÅ ôÝìíåé ôç ÂÃ óôï óçìåßï

È, íá áðïäåßîåôå üôé ÈÂ�ÈÃ=ÈÆ�ÈÇ.

2 Óå ôñßãùíï ÁÂÃ öÝñïõìå ôéò äéáìÝóïõò ÂÄ

êáé ÃÅ ïé ïðïßåò ôÝìíïíôáé óôï óçìåßï Ê. Áí ïé

ãùíßåò Á
�

êáé ÂÊÃ
�

åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò,

ôüôå èá éó÷ýåé â
2
+ã

2
=2á

2
.

3 ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ÁÄ ç åóùôåñéêÞ ôïõ

äé÷ïôüìïò. Íá äåé÷èåß üôé éó÷ýåé ç ó÷Ýóç

ÁÂ�ÁÃ=ÄÂ�ÄÃ+ÁÄ
2
.

4 Áí ç åõèåßá ôçò äéáìÝóïõ ÁÌ åíüò ôñéãþíïõ

ÁÂÃ ôÝìíåé ôïí ðåñéãåãñáììÝíï êýêëï óôï

óçìåßï Ä, ôüôå éó÷ýåé ÁÂ
2
+ÁÃ

2
=2�ÁÄ�ÁÌ.

5 Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí

ðïõ Ý÷ïõí Üèñïéóìá äõíÜìåùí ùò ðñïò äýï

êýêëïõò (Ê,R) êáé (Ë,ñ) ßóï ìå c
2
, üðïõ c

äïóìÝíï åõèýãñáììï ôìÞìá.

6 Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí,

ðïõ Ý÷ïõí ßóåò äõíÜìåéò ùò ðñïò äýï

êýêëïõò.

7 Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí

Ì, ðïõ Ý÷ïõí ìçäåíéêü Üèñïéóìá äõíÜìåùí

ùò ðñïò äýï ïìüêåíôñïõò êýêëïõò (Ï,R) êáé

(Ï,ñ).

1 Ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé éóüðëåõñï ðëåõñÜò

á=8 cm. Áí ÃÄ=2 cm, ðïéá åßíáé ôá ìÞêç ôùí

ÁÄ êáé ÄÅ;

2 Ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé éóüðëåõñï ðëåõñÜò 2á.

Ðüóç åßíáé ç äýíáìç ôïõ Á ùò ðñïò ôïí

åããåãñáììÝíï êýêëï;

3 Óôï ôñßãùíï ÁÂÃ Ý÷ïõìå á=14, â=10, ã=6. Íá

åîåôÜóåôå ôï åßäïò ôçò ãùíßáò Á
�

. Áöïý äéáðéóôþóåôå

üôé åßíáé áìâëåßá, íá õðïëïãßóåôå ôï ìÝôñï ôçò. Ðüóï
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ìÞêïò ðñÝðåé íá Ý÷åé ç ðñïÝêôáóç ÊÄ þóôå ôï

ôñßãùíï ÂÃÄ íá åßíáé ïñèïãþíéï óôï Ä;

4 Óôï ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýåé ÁÂ=6, ÁÃ=8 êáé

ÂÃ=10. Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ 1ïõ èåùñÞìáôïò

ôùí äéáìÝóùí:

á) Íá õðïëïãßóåôå ôï ìÞêïò ôçò äéáìÝóïõ ÂÄ.

â) Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôìÞìá ÄÅ ðïõ åíþíåé

ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ÁÃ êáé ÂÃ Ý÷åé ìÞêïò ôï

ìéóü ôçò ÁÂ.

5 Íá õðïëïãßóåôå ôéò ôéìÝò ôùí x êáé y óôï

ðáñáêÜôù ó÷Þìá.

6 Óôï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ ôï ìÝóï Ì ôçò

äéáãùíßïõ ÁÃ éóáðÝ÷åé áðü ôéò êïñõöÝò Â êáé

Ä. Íá åîçãÞóåôå ãéáôß ïé ãùíßåò Â
�

êáé Ä
�

èá

åßíáé êáé ïé äýï ïîåßåò Þ ïñèÝò Þ áìâëåßåò.

7 Óå ôñßãùíï ÁÂÃ áí éó÷ýåé á
2
–â

2
>ã

2
, ôüôå èá

åßíáé:

á)� Ç ãùíßá Á
�

ïîåßá.

â) � Ç ãùíßá Â
�

áìâëåßá.

ã) � Ç ãùíßá Â
�

ïñèÞ.

ä)� Ç ãùíßá Ã
�

ïîåßá.

å) � Ç ãùíßá Ã
�

ïñèÞ.

8 Óôï ôñßãùíï ÁÂÃ áí õ=12, á=13 êáé ã=14,

èá åßíáé êáé â=15.

9 Óôï ôñßãùíï ÁÂÃ ç áðüóôáóç ôïõ ìÝóïõ Ê ôçò

ðëåõñÜò ÂÃ áðü ôï ß÷íïò Ä ôïõ ýøïõò ÁÄ,

åßíáé ßóç ìå 2, ÁÂ=11 êáé ÁÃ=13. Íá

õðïëïãßóåôå ôï ìÞêïò ôçò ÂÃ.

10 Íá õðïëïãßóåôå ôï x óå êáèåìéÜ áðü ôéò

ðåñéðôþóåéò ðïõ áêïëïõèïýí.
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ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

Óôï 9ï êåöÜëáéï, ìåëåôÞóáìå ôéò ìåôñéêÝò ó÷Ýóåéò áñ÷éêÜ óôá

ôñßãùíá êáé óôç óõíÝ÷åéá óôïí êýêëï.

Óôçí áñ÷Þ åðåêôåßíáìå ôçí Ýííïéá ôçò ðñïâïëÞò ôìÞìáôïò óå

åõèåßá, êáé óôç óõíÝ÷åéá áðïäåßîáìå ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá êáé ôï

áíôßóôñïöü ôïõ.

Ôáõôü÷ñïíá åßäáìå êáé ôéò Üëëåò ó÷Ýóåéò ðïõ óõíäÝïõí ôéò ðëåõñÝò

ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ ìå Üëëá óôïé÷åßá ôïõ (ýøïò, ðñïâïëÝò êÜèåôùí

ðëåõñþí óôçí õðïôåßíïõóá).

¼ëá áõôÜ ìáò Ýäùóáí ôç äõíáôüôçôá íá áðïäåßîïõìå üôé õðÜñ÷ïõí

ôìÞìáôá ìå ëüãï 2, Üñá Üññçôá êáé íá êáôáóêåõÜóïõìå ôç ìÝóç

áíÜëïãï x äýï ôìçìÜôùí á êáé â üðùò åðßóçò êáé ôçí êáôáóêåõÞ

ôìÞìáôïò ìå ìÞêïò í á.

Óôç óõíÝ÷åéá åðåêôåßíáìå ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá ãéá ðëåõñÜ

ôñéãþíïõ ðïõ âñßóêåôáé áðÝíáíôé áðü ïîåßá Þ áìâëåßá ãùíßá, äéá-

ôõðþíïíôáò êáé áðïäåéêíýïíôáò áíÜëïãåò ðñïôÜóåéò. ¢ìåóç åöáñìïãÞ

ôùí ðñïôÜóåùí áõôþí Þôáí ç äõíáôüôçôá ðñïóäéïñéóìïý ôïõ åßäïõò

ìéáò ãùíßáò åíüò ôñéãþíïõ óõãêñßíïíôáò ôá ôåôñÜãùíá ôùí ðëåõñþí

ôïõò.

Ìå ôç âïÞèåéá ôùí ßäéùí ðñïôÜóåùí õðïëïãßóáìå ôá ýøç åíüò

ôñéãþíïõ áðü ôéò ðëåõñÝò ôïõ.
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ÌåëåôÞóáìå åðßóçò ôá äýï èåùñÞìáôá ôùí äéáìÝóùí óôá ôñßãùíá,

ôïõò ôýðïõò ôùí äéáìÝóùí ðïõ ðñïÝêõøáí áðü ôï ðñþôï èåþñçìá ôùí

äéáìÝóùí êáé åíôïðßóáìå äýï ãåùìåôñéêïýò ôüðïõò:

á) Ôùí óçìåßùí Ì ðïõ Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá ÌÁ2+ÌÂ2=ê2

üðïõ Á, Â óôáèåñÜ óçìåßá êáé ê óôáèåñü ôìÞìá.

â) Ôùí óçìåßùí Ì ðïõ Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá ÌÁ2–ÌÂ2=ê2

üðïõ Á, Â óôáèåñÜ óçìåßá êáé ê óôáèåñü ôìÞìá.

ÅðéðëÝïí áó÷ïëçèÞêáìå ìå ôéò ìåôñéêÝò ó÷Ýóåéò óôïí êýêëï.

Äéáôõðþóáìå êáé áðïäåßîáìå ôá èåùñÞìáôá ôá ó÷åôéêÜ ìå ôá ôìÞìáôá

ìéáò ôÝìíïõóáò êýêëïõ (Ý÷ïõí óôáèåñü ãéíüìåíï), ôç ó÷Ýóç ôïõ

ãéíïìÝíïõ áõôïý ìå ôï ôåôñÜãùíï ôïõ åöáðôüìåíïõ ôìÞìáôïò (ãéá

åîùôåñéêü óçìåßï åßíáé ßóá) êáé äþóáìå ôïí ïñéóìü ôçò äýíáìçò

óçìåßïõ ùò ðñïò êýêëï, êÜíïíôáò êáé ôéò áðáñáßôçôåò ðáñáôçñÞóåéò

ó÷åôéêÜ ìå ôï ðñüóçìï.

Ôá èåùñÞìáôá áõôÜ ôá ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ãéá íá ðåôý÷ïõìå

ãåùìåôñéêÞ ëýóç äåõôåñïâÜèìéáò åîßóùóçò üðùò åðßóçò êáé ãéá íá

äéáéñÝóïõìå åõèýãñáììï ôìÞìá óå ìÝóï êáé Üêñï ëüãï (×ñõóÞ ôïìÞ).
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