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8.1 ¼ìïéá åõèýãñáììá ó÷Þìáôá¼ìïéá åõèýãñáììá ó÷Þìáôá

8.1.1 Óìßêñõíóç - ÌåãÝèõíóç êáéÓìßêñõíóç - ÌåãÝèõíóç êáé

ïìïéüôçôá

Ìåëåôþíôáò ôçí éóüôçôá ãåùìåôñéêþí ó÷çìÜôùí ÷ñçóéìïðïéÞ-

óáìå ôç äéáäéêáóßá ôçò ìåôáôüðéóçò êáé ôïðïèÝôçóçò ôïõ åíüò ó÷Þ-

ìáôïò ðÜíù óôï Üëëï. Äéáðéóôþóáìå, ëïéðüí, üôé ôï äåýôåñï ó÷Þìá

ðñïêýðôåé áðü ìåôáôüðéóç ôïõ ðñþôïõ, äçëáäÞ ôï äåýôåñï ó÷Þìá

áðïôåëåß ðéóôü áíôßãñáöï ôïõ ðñþôïõ. Ôá äýï áõôÜ ó÷Þìáôá Ý÷ïõí

ôï ßäéï ìÝãåèïò êáé ôá óôïé÷åßá ôïõ åíüò åßíáé ßóá Ýíá ðñïò Ýíá ìå ôá

áíôßóôïé÷á óôïé÷åßá ôïõ Üëëïõ. ÕðÜñ÷ïõí, üìùò, êáé áíôßãñáöá ó÷ç-

ìÜôùí ðïõ äåí Ý÷ïõí ôï ßäéï ìÝãåèïò ìå ôï áñ÷éêü ó÷Þìá. Ôá áíôß-

ãñáöá áõôÜ ðñïêýðôïõí ìå ôç äéáäéêáóßá ôçò óìßêñõíóçò Þ ôçò ìå-

ãÝèõíóçò, Ýííïéåò ðïõ ìáò åßíáé ãíùóôÝò áðü ãåùãñáöéêïýò ÷Üñ-

ôåò, ðáéäéêÜ ðáé÷íßäéá, öùôïãñáößåò, öùôïáíôßãñáöá, ó÷Ýäéá êëð.

Ðáñáôçñþíôáò ôá ôñßãùíá ôïõ äéðëáíïý ó÷Þìáôïò äéáðé-

óôþíïõìïõìå üôé ôï ôñßãùíï ÄÅÆ áðïôåëåß ìåãÝèõíóç ôïõ ôñéãþíïõ

ÁÂÃ êáôÜ äýï öïñÝò. Ôá ìÞêç ôùí ðëåõñþí ÄÅ, ÅÆ êáé ÆÄ ôïõ

ôñéãþíïõ ÄÅÆ åßíáé ðñïöáíÝò üôé åßíáé äéðëÜóéá ôùí ðëåõñþí ÁÂ,

ÂÃ êáé ÃÁ ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ áíôßóôïé÷á. Ðïéá ó÷Ýóç üìùò óõíäÝåé

ôéò ãùíßåò Ä
�

, Å
�

êáé Æ
�

ôïõ ôñéãþíïõ ÄÅÆ ìå ôéò ãùíßåò Á
�

, Â
�

êáé Ã
�

ôïõ

ôñéãþíïõ ÁÂÃ áíôßóôïé÷á; Ç ó÷Ýóç üìùò ôïõ äéðëáóéáóìïý äåí

ìðïñåß íá éó÷ýåé êáé ãéá ôá ìÝôñá ôùí ãùíéþí ôïõò, äåäïìÝíïõ üôé ôï

Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí åíüò ôñéãþíïõ åßíáé ðÜíôïôå 180�. ÕðÜñ÷åé
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Üñáãå êÜðïéïõ Üëëïõ åßäïõò ìåôáâïëÞ;

Ìåãåèýíïõìå ôþñá Ýíá ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Á
�

� �90

êáôÜ ôñåéò öïñÝò êáé ôï ôñßãùíï ÄÅÆ áðïôåëåß ôç óõãêåêñéìÝíç

ìåãÝèõíóç ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ. Ðáñáôçñïýìå üôé ôá ìÞêç ôùí

ðëåõñþí ÄÅ, ÅÆ êáé ÆÄ ôïõ ôñéãþíïõ ÄÅÆ åßíáé ôñéðëÜóéá ôùí

ðëåõñþí ÁÂ, ÂÃ êáé ÃÁ ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé ç ãùíßá Ä
�

� �90 ,

ïðüôå Ä Á
� �

� � �90 .

Ïìïßùò ìåãåèýíïõìå Ýíá éóüðëåõñï ôñßãùíï ÁÂÃ êáôÜ äýï

öïñÝò êáé ðáñáôçñïýìå üôé ôï ôñßãùíï ÄÅÆ åßíáé åðßóçò éóüðëåõñï.

¢ñá Å Â
� �

� � �60 .

ÔÝëïò, ìåãåèýíïõìå Ýíá ïñèïãþíéï êáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï

ÁÂÃ ìå Á
�

� �90 êáé Â Ã
� �

� � �45 êáôÜ äýï öïñÝò. Ðáñáôçñïýìå üôé

ôï ôñßãùíï ÄÅÆ ðïõ ðñïÝêõøå ìå ôç äéáäéêáóßá ôçò ìåãÝèõíóçò

åßíáé êáé áõôü ïñèïãþíéï êáé éóïóêåëÝò ìå Ä
�

� �90 êáéÅ Æ
� �

� � �45 .

Áðü ôá ðáñáðÜíù óõìðåñáßíïõìå üôé, ìå ôç äéáäéêáóßá ôçò

ìåãÝèõíóçò, äçìéïõñãïýìå Ýíá áíôßãñáöï åíüò åõèýãñáììïõ

ó÷Þìáôïò ðïõ äåí åßíáé áíáãêáóôéêÜ ßóï ðñïò áõôü. Ïé ðëåõñÝò ôïõ

áíôßãñáöïõ ó÷Þìáôïò åßíáé áíÜëïãåò ìå ôéò ðëåõñÝò ôïõ áñ÷éêïý

ó÷Þìáôïò êáé ïé ãùíßåò ôïõ ßóåò ìå ôéò ãùíßåò ôïõ áñ÷éêïý. Ïé

ðáñáôçñÞóåéò áõôÝò áðïôåëïýí ôç âÜóç ãéá íá äþóïõìå ôïí

áêüëïõèï ïñéóìü.

Äýï åõèýãñáììá ó÷Þìáôá ïíïìÜæïíôáé üìïéá üôáí Ý÷ïõí ôéò

ðëåõñÝò ôïõò áíÜëïãåò êáé ôéò ãùíßåò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò ìßá.

¼ðùò öáßíåôáé áðü ôïí ïñéóìü óôá üìïéá åõèýãñáììá ó÷Þìáôá

õðÜñ÷åé ìßá áíôéóôïé÷ßá ìåôáîý ôùí óôïé÷åßùí ôïõò Ýôóé, þóôå áí áõôÜ

åßíáé ãùíßåò íá åßíáé ßóåò, åíþ áí åßíáé ðëåõñÝò íá Ý÷ïõí óôáèåñü

ëüãï. Ï ëüãïò äýï áíôßóôïé÷ùí ðëåõñþí óå äýï üìïéá ó÷Þìáôá

êáëåßôáé ëüãïò ïìïéüôçôáò êáé óõíÞèùò óõìâïëßæåôáé ìå ë.

ÓõìðåñÜóìáôá ðïõ áðïññÝïõí áðü ôïí ïñéóìü:

1) Äýï éóüðëåõñá ôñßãùíá åßíáé ðÜíôïôå üìïéá ìåôáîý ôïõò.

2) Äýï ôåôñÜãùíá åßíáé ðÜíôïôå üìïéá ìåôáîý ôïõò.

3) Äýï ôñßãùíá üìïéá ðñïò ôñßôï åßíáé üìïéá êáé ìåôáîý ôïõò.

4) Äýï ßóá ôñßãùíá åßíáé êáé üìïéá, ìå ëüãï ïìïéüôçôáò ßóï ìå 1.
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8.1.2 ÊáôáóêåõÞ üìïéùí ôñéãþíùíÊáôáóêåõÞ üìïéùí ôñéãþíùí

Óôéò êáèçìåñéíÝò ìáò äñáóôçñéüôçôåò ç ðáñáãùãÞ üìïéùí

ó÷çìÜôùí åßíáé êÜôé ôï óõíçèéóìÝíï êáé ðïëý åýêïëï (öùôïáíôß-

ãñáöá óå óìßêñõíóç Þ ìåãÝèõíóç, öùôïãñáößåò êëð). Åäþ üìùò

ìáò åíäéáöÝñåé ç ãåùìåôñéêÞ ÊáôáóêåõÞ üìïéùí ó÷çìÜôùí.

Ìéá åýêïëç êáôáóêåõÞ ôñéãþíïõ üìïéïõ ðñïò äåäïìÝíï ôñß-

ãùíï ìðïñïýìå íá ðåôý÷ïõìå ìå ôï åðüìåíï èåþñçìá.

ÊÜèå åõèåßá ðáñÜëëçëç ðñïò ìßá ðëåõñÜ åíüò ôñéãþíïõ ðïõ

ôÝìíåé ôéò äýï Üëëåò óå äéáöïñåôéêÜ óçìåßá, ïñßæåé ôñßãùíï

üìïéï ìå ôï áñ÷éêü.

Áðüäåéîç

¸óôù ÁÂÃ Ýíá ôñßãùíï êáé ìßá åõèåßá å ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí

ðëåõñÜ ÂÃ, ç ïðïßá ôÝìíåé ôéò ðñïåêôÜóåéò ôùí ðëåõñþí ÁÂ êáé ÁÃ

óôá óçìåßá Â~ êáé Ã~ áíôßóôïé÷á. Ôá äõï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÁÂ~Ã~ Ý÷ïõí

Á
�

êïéíÞ, ÁÂÃ ÁÂ Ã
� �

� � � (åíôüò åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ) êáé

ÁÃÂ ÁÃ Â
� �

� � � (åíôüò åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ), äçëáäÞ ôéò ãùíßåò

ôïõò ßóåò ìßá ðñïò ìßá.

Áêüìç áðü ôï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ éó÷ýåé
ÁÂ

ÁÂ

ÁÃ

ÁÃ�
�

�
(1)

Áí öÝñïõìå ÃÄ//ÁÂ~, ôüôå áðü ôï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ èá

Ý÷ïõìå
�

� �
�

�

Â Ä

Â Ã

ÁÃ

ÁÃ
(2)

êáé åðåéäÞ ôï ÂÃÄÂ~ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï, ïðüôå Â~Ä=ÂÃ ç

ó÷Ýóç (2) ãßíåôáé
ÂÃ

Â Ã

ÁÃ

ÁÃ� �
�

�
(3)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (3) ðñïêýðôåé üôé
ÁÂ

ÁÂ

ÁÃ

ÁÃ

ÂÃ

ÂÃ�
�

�
�

�

äçëáäÞ ôá äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí êáé ôéò ðëåõñÝò ôïõò áíÜëïãåò, Üñá

åßíáé üìïéá. �

Ãéá íá óõìâïëßóïõìå ôçí ïìïéüôçôá ôùí äýï ôñéãþíùí ÁÂÃ êáé

ÁÂ~Ã~ ãñÜöïõìå ÁÂÃ~ÁÂ~Ã~.

ÐñïïðôéêÞ êáôáóêåõÞ äýï üìïéùí ó÷çìÜôùí

¸íáò Üëëïò ôñüðïò êáôáóêåõÞò üìïéùí ðïëõãþíùí, ãíùóôüò

óáí ðñïïðôéêÞ êáôáóêåõÞ üìïéùí ðïëõãþíùí åßíáé ï ðáñáêÜôù:

¸óôù üôé èÝëïõìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá ôåôñÜðëåõñï üìïéï

ìå ôï äåäïìÝíï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ êáé ìå ëüãï ïìïéüôçôáò ë.
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Ðáßñíïõìå Ýíá ôõ÷áßï óçìåßï Ï êáé öÝñïõìå ôéò çìéåõèåßåò ÏÁ,

ÏÂ, ÏÃ êáé ÏÄ. ÐÜíù ó' áõôÝò ðáßñíïõìå áíôßóôïé÷á ôìÞìáôá

ÏÁ~=ë�ÏÁ, ÏÂ~=ë�ÏÂ, ÏÃ~=ë�ÏÃ êáé ÏÄ~=ë�ÏÄ êáé ó÷çìáôßæïõìå

ôï íÝï ôåôñÜðëåõñï Á~Â~Ã~Ä~.

Áðü ôéò ðñïçãïýìåíåò ó÷Ýóåéò ðñïêýðôåé üôé

ÏÁ

ÏÁ

ÏÂ

ÏÂ

ÏÃ

ÏÃ

ÏÄ

ÏÄ
ë

�
�

�
�

�
�

�
�

êáé ìå ôï áíôßóôñïöï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ èá Ý÷ïõìå ÁÂ//Á~Â~,

ÂÃ//Â~Ã~ êôë.

Óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá (èåþñçìá 8.1) ôá

ôñßãùíá ÏÁÂ êáé ÏÁ~Â~ èá åßíáé üìïéá ìå ëüãï ïìïéüôçôáò

ÏÁ

ÏÁ

ÏÂ

ÏÂ

ÁÂ

Á Â
ë

�
�

�
�

� �
�

Ìå ðáñüìïéï ôñüðï áðïäåéêíýåôáé üôé êáé

ÂÃ

Â Ã

ÃÄ

Ã Ä

ÄÁ

Ä Á
ë

� �
�

� �
�

� �
�

äçëáäÞ ôá ôåôñÜðëåõñá ÁÂÃÄ êáé Á~Â~Ã~Ä~ Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò

áíÜëïãåò.

Èá äåßîïõìå ôþñá üôé Ý÷ïõí ßóåò êáé ôéò ãùíßåò ôïõò. ÐñÜãìáôé

åöüóïí ÁÂ//Á~Â~ èá éó÷ýïõí

ÁÂÏ Á Â Ï
� �

� � � (åíôüò åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ)

ÏÂÃ ÏÂ Ã
� �

� � � (åíôüò åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ)

Üñá ÁÂÃ ÁÂ Ã
� �

� � �

Ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá ôéò Üëëåò ãùíßåò ôïõò. ¢ñá ôá ôåôñÜðëåõñá

Ý÷ïõí êáé ôéò ãùíßåò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò ìßá, åðïìÝíùò åßíáé üìïéá. �

Ç ó÷Ýóç ðïõ Ý÷ïõí ïé ðëåõñÝò êáé ïé ãùíßåò äýï üìïéùí

ðïëõãþíùí êáèïñßóôçêå áðü ôïí ïñéóìü. Ôé óõìâáßíåé, üìùò, ìå ôá

Üëëá óôïé÷åßá ôïõò üðùò åßíáé ïé ðåñßìåôñïé ôùí ðïëõãþíùí, ôá ýøç

ôùí ôñéãþíùí êëð.;

Ï ëüãïò ôùí ðåñéìÝôñùí äýï üìïéùí åõèýãñáììùí ó÷çìÜ-

ôùí åßíáé ßóïò ìå ôï ëüãï ïìïéüôçôÜò ôïõò.

Áðüäåéîç

Èá áðïäåßîïõìå ôï èåþñçìá ãéá äýï ôåôñÜðëåõñá. ÁíÜëïãç

áðüäåéîç Ý÷ïõìå ãéá üëá ôá åõèýãñáììá ó÷Þìáôá.

Áí ôá ôåôñÜðëåõñá ÁÂÃÄ êáé Á~Â~Ã~Ä~ åßíáé üìïéá ìå ëüãï

ïìïéüôçôáò ë, éó÷ýåé
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8.1

ÁÂ

Á Â

ÂÃ

Â Ã

ÃÄ

Ã Ä

ÄÁ

Ä Á
ë

� �
�

� �
�

� �
�

� �
� (1)

Áðü ôç ãíùóôÞ éäéüôçôá ôùí áíáëïãéþí Ý÷ïõìå

ÁÂ

Á Â

ÂÃ

Â Ã

ÃÄ

Ã Ä

ÄÁ

Ä Á

ÁÂ ÂÃ ÃÄ ÄÁ

Á Â Â Ã� �
�

� �
�

� �
�

� �
�

� � �

� � � � � � �Ã Ä Ä Á� � � �
(2)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé

ÁÂ ÂÃ ÃÄ ÄÁ

Á Â Â Ã Ã Ä Ä Á
ë

� � �

� � � � � � � � � � �
� �

×ñÞóç ïìïéüôçôáò ãéá ìÝôñçóç ìçêþí åõèõãñÜììùí ôìçìÜôùí

ðïõ åßíáé áðñüóéôá

Ç èåùñçôéêÞ ìåëÝôç ôùí üìïéùí ó÷çìÜôùí ìáò åîáóöáëßæåé

ìåèüäïõò ãéá åðßëõóç ðñáêôéêþí ðñïâëçìÜôùí.

¸óôù üôé èÝëïõìå íá ìåôñÞóïõìå ôçí áðüóôáóç ôùí óçìåßùí Á

êáé Â ìåôáîý ôùí ïðïßùí ðáñåìâÜëåôáé Ýíá Ýëïò ðïõ äåí åßíáé

ðñïóðåëÜóéìï. Ãéá ôç ìÝôñçóç ôçò ÁÂ êÜíïõìå ÷ñÞóç ïìïéüôçôáò.

ÅðéëÝãïõìå Ýíá óçìåßï Ã óå ôÝôïéá èÝóç þóôå íá Ý÷ïõìå åõèåßá

ðñüóâáóç ó' áõôü áðü ôá Á êáé Â. ÐÜíù óôá ôìÞìáôá ÃÁ êáé ÃÂ

èåùñïýìå äýï óçìåßá Ä êáé Å Ýôóé, þóôå

ÃÁ

ÃÄ
ë

ÃÂ

ÃÅ
� � (ë ïðïéïóäÞðïôå èåôéêüò áñéèìüò)

Áðü ôç ó÷Ýóç
ÃÁ

ÃÄ

ÃÂ

ÃÅ
� ðñïêýðôåé üôé ÄÅ//ÁÂ. ¢ñá óýìöùíá ìå

ôï èåþñçìá 8.1 ôá ôñßãùíá ÃÁÂ êáé ÃÄÅ åßíáé üìïéá ìå ëüãï

ïìïéüôçôáò

ÁÂ

ÄÅ

ÃÁ

ÃÄ
ë� � Üñá ÁÂ=ë�ÄÅ.

Ãíùñßæïíôáò ôï ë (äéêÞò ìáò åðéëïãÞ) êáé ìåôñþíôáò ôçí áðü-

óôáóç ÄÅ õðïëïãßæïõìå êáé ôçí ÁÂ.

ÈÝëïõìå ìßá öùôïãñáößá äéáóôÜóåùí 12�18 cm íá ôçí

ôïðïèåôÞóïõìå óå Ýíá êÜäñï ìå ùöÝëéìåò äéáóôÜóåéò 20�40 cm.

Ðüóï ðñÝðåé íá åßíáé ôï ìÝãéóôï ðïóïóôü ìåãÝèõíóçò ôçò

öùôïãñáößáò Ýôóé, þóôå íá ÷ùñÝóåé ïëüêëçñç óôçí êïñíßæá;
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Ï ìåãÜëïò Áëåîáíäñéíüò ãåùìÝôñçò Åõêëåßäçò

óôï Ýñãï ôïõ "ÏðôéêÜ" îåêéíþíôáò áðü ôçí áñ÷Þ üôé ôï

öùò äéáäßäåôáé åõèýãñáììá, áðïêáèéóôÜ ìéá óåéñÜ

èåùñçìÜôùí. Ìåôáîý ôùí ðñïôÜóåùí ðïõ áðÝäåéîå ï

Åõêëåßäçò ðåñéïñéæüìáóôå íá áíáöÝñïõìå åêåßíç ðïõ

ðáñÝ÷åé åîÞãçóç óôï ãåãïíüò üôé åõèåßåò ðáñÜëëçëåò

öáßíïíôáé óõíôñÝ÷ïõóåò. Éó÷õñü êßíçôñï ó' áõôÝò ôéò

Ýñåõíåò õðÞñîå ãéá ôïõò ¸ëëçíåò ç óôéãìÞ, êáôÜ ôçí

ïðïßá åíåðëÜêçóáí óôï ðñüâëçìá ôçò äéá ÷ñùìÜôùí

äéáêüóìçóçò ôùí óêçíþí óôá èÝáôñá, äéáêüóìçóçò

ðïõ Ýðñåðå íá ðáñÜãåé óôïõò èåáôÝò ìéá øåõäáßóèçóç

ðñáãìáôéêüôçôáò.

¸ñåõíåò ðñïò áõôÞ ôçí êáôåýèõíóç åîáêï-

ëïýèçóáí êáé êáôÜ ôç ÑùìáúêÞ ðåñßïäï, áêüìç êáé

êáôÜ ôï óêïôåéíü Ìåóáßùíá. ÄçìéïõñãÞèçêå ôüôå

óôçí Åõñþðç Ýíáò êëÜäïò, ï ïðïßïò ïíïìÜóôçêå

"ÐñïïðôéêÞ". Óå ìéá ðñáãìáôåßá ôïõ ¢ñáâá Ibn

Aitham Þ Alhazen, áðáíôÜôáé ãéá ðñþôç öïñÜ ç

ãüíéìç áñ÷Þ, üôé ï ïöèáëìüò ôïõ ðáñáôçñçôÞ

áðïôåëåß Ýíá êÝíôñï äÝóìçò öùôåéíþí áêôßíùí ðïõ

åêðÝìðïíôáé áðü ôá äéÜöïñá óçìåßá ôïõ èåùñïý-

ìåíïõ óþìáôïò.

Ìå ôçí ðÜñïäï ôïõ ÷ñüíïõ êáé ôçí åîÝëéîç

ôùí éäåþí ç ëÝîç "ðñïïðôéêÞ" Üëëáîå óçìáóßá.

Áöïý åìðåäþèçêå ç éäÝá, üôé ç üñáóç ëåéôïõñãåß

ìÝóù öùôåéíþí áêôßíùí ðïõ åêðïñåýïíôáé áðü

üëá ôá óçìåßá ôïõ äéáóôÞìáôïò êáé óõãêëßíïõí

óôïí ïöèáëìü ôïõ ðáñáôçñçôÞ, ç êüñç ôïõ

ïöèáëìïý èåùñÞèçêå ùò êÝíôñï åíüò ïðôéêïý

êþíïõ.

Áò õðïèÝóïõìå ôþñá üôé ìåôáîý ôïõ

ïöèáëìïý êáé ôïõ áíôéêåéìÝíïõ ðáñåìâÜëëåôáé

ìéá åðßðåäç åðéöÜíåéá (ðßíáêáò), óôçí ïðïßá

ëáìâÜíïíôáé üëá ôá óçìåßá ôïìÞò ôçò ìå êÜèå

áêôßíá, êáé ìÜëéóôá ôá óçìåßá áõôÜ äéáôçñïýí ôï

÷ñþìá ôçò áêôßíáò. Èá ðáñá÷èåß ôüôå óôïí ðßíáêá

Ýíá ðïéêéëü÷ñùìï óýíïëï öõóéêþí óçìåßùí, ôï

ïðïßï èá ðñïêáëÝóåé óôïí ðáñáôçñçôÞ ôçí ßäéá

áêñéâþò åíôýðùóç ðïõ ðñïêáëåß êáé ôï ðáñáôç-

ñïýìåíï áíôéêåßìåíï. Áêñéâþò ç êáôáóêåõÞ ôïõ

ðåñéãñÜììáôïò ôïõ åí ëüãù ó÷Þìáôïò èåùñåßôáé

óÞìåñá ùò óêïðüò ôçò ðñïïðôéêÞò, ç ïðïßá

áðïôåëåß ôï èåìÝëéï ôçò æùãñáöéêÞò.

ÄéÜóçìïé Éôáëïß æùãñÜöïé êáé áñ÷éôÝêôïíåò

(Alberti, Pier della Francesca) åðéäüèçêáí óôçí

áíÜðôõîç ôïõ êëÜäïõ áõôïý ôçò Ãåùìåôñßáò.

Ôåëåõôáßïò êáôÜ ÷ñïíïëïãéêÞ óåéñÜ, áëëÜ

ðñþôïò ùò ðñïò ôç äüîá êáé ôï ðíåõìáôéêü áíÜ-

óôçìá Ýñ÷åôáé ï Leonardo da Vinci, ï ïðïßïò

äÞëùóå üôé "ç ðñïïðôéêÞ åßíáé ï ÷áëéíüò êáé ôï

ðçäÜëé ôçò æùãñáöéêÞò".
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Ôç ìÝèïäï ìÝôñçóçò ôçò áðüóôáóçò áðñü-

óéôùí óçìåßùí ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ïìïéüôçôáò ðåñé-

ãñÜöåé ï ¸ëëçíáò ìáèçìáôéêüò êáé ìç÷áíéêüò

¹ñùí ï Áëåîáíäñåýò óôï Ýñãï ôïõ ðïõ öÝñåé ôïí

ôßôëï "Äéüðôñá". Ï ¹ñùí Ýæçóå êáôÜ ôïí 1ï áéþíá

ð.×. êáé ðáñÜ ôçí Ýìöõôç êëßóç ôïõ óôçí åöáñìï-

óìÝíç öõóéêÞ åß÷å êáé ìéá éäéáßôåñç äåîéüôçôá óå

êáèáñÜ ãåùìåôñéêÝò Ýñåõíåò. Óôï Ýñãï ôïõ

"Äéüðôñá", óôï ïðïßï åêôßèåôáé ç ÷ñÞóç ôçò äéüð-

ôñáò (üñãáíï äéêÞò ôïõ åöåõñÝóåùò), ï ¹ñùí

ðñáãìáôåýåôáé 36 ðñïâëÞìáôá ìÝãéóôçò ÷ñçóé-

ìüôçôáò ãéá ôïí ôïðïãñÜöï, áöïý ðåñéëáìâÜíåé

ìåèüäïõò ìÝôñçóçò áðïóôÜóåùí, õøïìÝôñùí êáé

âáèõìÝôñùí, ìåèüäïõò äéÜôñçóçò âïõíþí êëð.

Ôá óõìðåñÜóìáôÜ ôïõ ï ¹ñùí ôá êáôï÷õñþíåé

ìå áðïäåßîåéò ðïõ óôçñßæïíôáé óå ïñéóìïýò,

èåùñÞìáôá êáé ìåèüäïõò, ðïõ áíÜãïíôáé óôïí

Åõêëåßäç.

213

¼ìïéá åõèýãñáììá ó÷Þìáôá è

å ù ñ ß á

8.1

ÉÓÔÏÑÉÊÏ ÓÇÌÅÉÙÌÁÉÓÔÏÑÉÊÏ ÓÇÌÅÉÙÌÁ 2



8.2 ÊñéôÞñéá ïìïéüôçôáò ôñéãþíùíÊñéôÞñéá ïìïéüôçôáò ôñéãþíùí

Óôï êåöÜëáéï 3 ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ãéá ôç ìåëÝôç ôçò éóüôçôáò

ôùí ôñéãþíùí ôá êñéôÞñéá éóüôçôáò. Ïìïßùò ãéá ôç ìåëÝôç ôçò

ïìïéüôçôáò ôñéãþíùí èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôá ðáñáêÜôù ôñßá

êñéôÞñéá ïìïéüôçôáò.

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí ôéò ãùíßåò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò ìßá, ôüôå

åßíáé üìïéá.

Áðüäåéîç

¸óôù ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÊËÌ ãéá ôá ïðïßá éó÷ýåé Á Ê
� �

� , Â Ë
� �

�

êáé Ã Ì
� �

� . Óôçí çìéåõèåßá ÁÂ èåùñïýìå óçìåßï Æ ôÝôïéï, þóôå

ÁÆ=ÊË êáé óôçí çìéåõèåßá ÁÃ óçìåßï È ôÝôïéï, þóôå ÁÈ=ÊÌ. Ôá

ôñßãùíá ÁÆÈ êáé ÊËÌ åßíáé ßóá óýìöùíá ìå ôï 1
ï
êñéôÞñéï éóüôçôáò

(Ð-Ã-Ð), Üñá ÁÆÈ Ë
� �

� , ïðüôå ÁÆÈ Â
� �

� .

Áðü ôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç ðñïêýðôåé üôé ÆÈ//ÂÃ.

¢ñá ÁÆÈ~ÁÂÃ êáé åðåéäÞ ÁÆÈ~ÊËÌ (ìå ëüãï ïìïéüôçôáò 1)

óõìðåñáßíïõìå üôé ÊËÌ~ÁÂÃ. �

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí äõï ãùíßåò ßóåò ìßá ðñïò ìßá, èá åßíáé

üìïéá.

Áí äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá Ý÷ïõí áðü ìßá ïîåßá ãùíßá ßóç, èá

åßíáé üìïéá.

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí äýï ðëåõñÝò áíÜëïãåò êáé ôéò ðåñéå-

÷üìåíåò ó' áõôÝò ãùíßåò ßóåò, ôüôå åßíáé üìïéá.

Áðüäåéîç

¸óôù üôé ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÊËÌ ãéá ôá ïðïßá éó÷ýåé Á
�

= Ê
�

êáé

ÁÂ

ÊË

ÁÃ

ÊÌ
� (1)
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)
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)

Á

Â Ã Ê

Ë Ì

ÈÆ

Èåþñçìá 8.3

1ï êñéôÞñéï ïìïéïôçôáò ôñéãþíùí

Ðüñéóìá 8.1

Ðüñéóìá 8.2

Èåþñçìá 8.4

2ï êñéôÞñéï ïìïéüôçôáò ôñéãþíùí

(

(

Á

Ê

Â

Ä

Ë

Å

Ì
Ã



Óôçí çìéåõèåßá ÁÂ èåùñïýìå óçìåßï Ä ôÝôïéï, þóôå ÁÄ=ÊË êáé

óôçí çìéåõèåßá ÁÃ óçìåßï Å ôÝôïéï, þóôå ÁÅ=ÊÌ. Ôá ôñßãùíá ÁÄÅ

êáé ÊËÌ óýìöùíá ìå ôï 1
ï

êñéôÞñéï éóüôçôáò ôñéãþíùí (Ð-Ã-Ð)

åßíáé ßóá, Üñá ÁÄ=ÊË êáé ÁÅ=ÊÌ. ÅðïìÝíùò ç ó÷Ýóç (1) ãñÜöåôáé

ÁÂ

ÁÄ

ÁÃ

ÁÅ
�

êáé áðü ôï áíôßóôñïöï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ ðñïêýðôåé üôé ÄÅ//ÂÃ.

Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 8.1 åßíáé ÁÄÅ~ÁÂÃ êáé åðåéäÞ ÊËÌ~ÁÄÅ

(ìå ëüãï ïìïéüôçôáò 1) óõìðåñáßíïõìå üôé ÊËÌ~ÁÂÃ. �

Áí äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá Ý÷ïõí ôéò êÜèåôåò ðëåõñÝò ôïõò

áíÜëïãåò, ôüôå åßíáé üìïéá.

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò áíÜëïãåò, ôüôå åßíáé

üìïéá.

Áðüäåéîç

¸óôù ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÊËÌ ãéá ôá ïðïßá éó÷ýåé

ÁÂ

ÊË

ÁÃ

ÊÌ

ÂÃ

ËÌ
� � (1)

Óôçí çìéåõèåßá ÁÂ èåùñïýìå ôï óçìåßï Ä ôÝôïéï, þóôå ÁÄ=ÊË

êáé óôçí çìéåõèåßá ÁÃ ôï óçìåßï Å ôÝôïéï, þóôå ÁÅ=ÊÌ. Áðü ôéò äýï

áõôÝò éóüôçôåò êáé ôá äýï ðñþôá êëÜóìáôá ôçò ó÷Ýóç (1) ðáßñíïõìå

ÁÂ

ÁÄ

ÁÃ

ÁÅ
�

êáé óýìöùíá ìå ôï áíôßóôñïöï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ ðñïêýðôåé üôé

ÄÅ//ÂÃ. ¢ñá ÁÄÅ~ÁÂÃ, ïðüôå èá éó÷ýåé

ÁÂ

ÁÄ

ÂÃ

ÄÅ

ÁÃ

ÁÅ
� � Þ

ÁÂ

ÊË

ÂÃ

ÄÅ

ÁÃ

ÊÌ
� � (2)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé

ÂÃ

ËÌ

ÂÃ

ÄÅ
�

Üñá ËÌ=ÄÅ, ïðüôå ôá ôñßãùíá ÁÄÅ êáé ÊËÌ åßíáé ßóá óýìöùíá ìå

ôï 3
ï

êñéôÞñéï (Ð-Ð-Ð). Áðü ôéò ó÷Ýóåéò ÁÂÃ~ÁÄÅ êáé ÁÄÅ~ÊËÌ

(ìå ëüãï ïìïéüôçôáò 1) óõìðåñáßíïõìå üôé ÁÂÃ~ÊËÌ.
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8.3

8.2

Ï ÈáëÞò ï ÌéëÞóéïò ãéá íá ìåôñÞóåé ôï ýøïò ìéáò ðõñáìßäáò

÷ñçóéìïðïßçóå ôçí ðáñáêÜôù ìÝèïäï.

ÔïðïèÝôçóå äßðëá óôçí ðõñáìßäá ìéá ñÜâäï ÏÑ ìå ôç âïÞèåéá

ôçò ïðïßáò ðñïóäéüñéóå ôç óôéãìÞ êáôÜ ôçí ïðïßá ôï ìÞêïò ÏÑ ôçò

ñÜâäïõ Þôáí ßóï ìå ôç óêéÜ ôçò, ÏÓ.

¸ôóé ï ÈáëÞò ìåôñþíôáò ôç óêéÜ ôçò ðõñáìßäáò ÇË âñÞêå ôï

ýøïò ôçò ÊÇ ãéáôß ÊÇ=ÇË. Íá åîçãÞóåôå óôç ìÝèïäï ôïõ ÈáëÞ

ãéáôß ôï ýøïò ôçò ðõñáìéäáò éóïýôáé ìå ôç óêéÜ ôçò ôçí ßäéá ÷ñïíéêÞ

óôéãìÞ ðïõ ôï ýøïò ôçò ñÜâäïõ ÏÑ éóïýôáé ìå ôç óêéÜ ôçò, ÏÓ.

Áêïëïõèþíôáò ðáñüìïéá ìÝèïäï ìå ôïõ ÈáëÞ íá ìåôñÞóåôå ôï

ýøïò åíüò áíôéêåéìÝíïõ ðïõ âñßóêåôáé óôçí áõëÞ ôïõ ó÷ïëåßïõ óáò

(äÝíôñï, êïíôÜñé óçìáßáò, ê.á.).

Ãéá íá äéáó÷ßóåé Ýíáò êïëõìâçôÞò ôçí ðéóßíá ÁÂÃÄ äéáãùíßùò

áðü ôï Á óôï Ã ÷ñåéÜæåôáé ôüóï ÷ñüíï, üóï ÷ñüíï ÷ñåéÜæåôáé Ýíáò

Üëëïò êïëõìâçôÞò ãéá íá äéáó÷ßóåé ôç äéáäñïìÞ áðü ôï Â óôï ìÝóï

Ì ôçò ðëåõñÜò ÃÄ. Áí ïé äýï êïëõìâçôÝò îåêéíÞóïõí ôáõôü÷ñïíá

íá êÜíïõí áõôÝò ôéò äéáäñïìÝò, íá åîåôÜóåôå ðïéïò èá öôÜóåé

ðñþôïò óôï óçìåßï Í Þ áí èá óõíáíôçèïýí óôï óçìåßï áõôü.

Áí ÁÄ ôï ýøïò ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ, ðïõ áíôéóôïé÷åß

óôçí õðïôåßíïõóá ÂÃ, ôüôå ôá ôñßãùíá ÄÁÂ êáé ÄÁÃ åßíáé üìïéá

ðñïò ôï ÁÂÃ êáé üìïéá ìåôáîý ôïõò.

Áðüäåéîç

Áñ÷éêÜ èá äåßîïõìå üôé ôï ôñßãùíï ÄÁÂ åßíáé üìïéï ìå ôï

ôñßãùíï ÁÃÂ. ÐñÜãìáôé åßíáé Ä Á
� �

� � �90 , Â Â
� �

� (êïéíÞ). ÅðïìÝíùò

óýìöùíá ìå ôï Ðüñéóìá 8.2 èá åßíáé üìïéá.
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Ìå áíÜëïãï ôñüðï áðïäåéêíýïõìå üôé åßíáé üìïéá êáé ôá ÁÂÃ

êáé ÄÁÃ.

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò ÄÁÂ~ÁÃÂ êáé ÄÁÃ~ÁÂÃ ðñïêýðôåé üôé

ÄÁÂ~ÄÁÃ.

Óçìåßùóç

Áðü ôçí ïìïéüôçôá ôùí ôñéãþíùí ÄÁÂ êáé ÁÃÂ ðñïêýðôïõí ïé

éóüôçôåò ôùí ëüãùí
ÄÁ

ÁÃ

ÁÂ

ÂÃ

ÄÂ

ÁÂ
� � , üðïõ ïé áñéèìçôÝò åßíáé ïé

óõíäõáóìïß ôùí êïñõöþí ôïõ ôñéãþíïõ ÄÁÂ åíþ ïé ðáñïíïìáóôÝò

åßíáé áíôßóôïé÷á ïé óõíäõáóìïß ôùí êïñõöþí ôïõ ôñéãþíïõ ÁÃÂ ìå

ôçí ðñïûðüèåóç üôé ôá ôñßãùíá ãñÜöïíôáé ìå ôéò ßóåò ãùíßåò ôïõò

áíôßóôïé÷á.

Áðü ôçí ïìïéüôçôá ôùí ÁÂÃ êáé ÄÁÃ Ý÷ïõìå

ÁÂ

ÄÁ

ÁÃ

ÄÃ

ÂÃ

ÁÃ
� �

Áðü ôçí ïìïéüôçôá ôùí ÄÁÂ êáé ÄÃÁ Ý÷ïõìå

ÄÁ

ÄÃ

ÁÂ

ÃÁ

ÄÂ

ÄÁ
� �

Ï ëüãïò ïìïéüôçôáò äýï üìïéùí ôñéãþíùí éóïýôáé ìå ôï

ëüãï äýï áíôßóôïé÷ùí äé÷ïôüìùí ôïõò.

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå äýï üìïéá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á~Â~Ã~ ãéá ôá ïðïßá

éó÷ýåé Á Á
� �

� �, � �Â Â
� �

, � �Ã Ã
� �

êáé öÝñïõìå ôéò áíôßóôïé÷åò äé÷ïôüìïõò

ôïõò ÁÄ, Á~Ä~. Ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé Á~Â~Ä~ åßíáé üìïéá äéüôé

Â Â
� �

� � (ÁÂÃ~Á~Â~Ã~)

ÂÁÄ Â Á Ä
� �

� � � � (ìéóÝò ôùí ßóùí Á
�

, �Á
�

)

ÅðïìÝíùò èá Ý÷ïõìå:

ÁÂ

Á Â

ÁÄ

Á Ä

ÂÄ

Â Ä� �
�

� �
�

� �
(1)

¼ìùò áí õðïèÝóïõìå üôé ï ëüãïò ïìïéüôçôáò ôùí ÁÂÃ êáé

Á~Â~Ã~ åßíáé ë, ôüôå
ÁÂ

Á Â
ë

� �
� êáé ç ó÷Ýóç (1) äßíåé

ÁÄ

Á Ä
ë

� �
� .
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Ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí äéáãùíßùí ôñáðåæßïõ äéáéñåß êÜèå

äéáãþíéï óå ìÝñç áíÜëïãá ðñïò ôéò âÜóåéò ôïõ.

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ ìå ÁÂ//ÄÃ êáé èÝëïõìå íá äåßîïõìå

üôé
ÏÄ

ÏÂ

ÄÃ

ÁÂ
� êáé üôé

ÏÃ

ÏÁ

ÄÃ

ÁÂ
� .

ÐñÜãìáôé ôá ôñßãùíá ÏÄÃ êáé ÏÂÁ åßíáé üìïéá, äéüôé Ý÷ïõí

Ï Ï
� �

1 2� (ùò êáôáêïñõöÞí) êáé ÏÄÃ ÏÂÁ
� �

� (ùò åíôüò åíáëëÜî)

¢ñá éó÷ýåé
ÏÄ

ÏÂ

ÏÃ

ÏÁ

ÄÃ

ÂÁ
� � .

Áí äýï ïñèïãþíéá Ý÷ïõí ßóåò ôéò ãùíßåò ôùí äéáãùíßùí

ôïõò, ôüôå åßíáé üìïéá.

Áðüäåéîç

ÕðïèÝôïõìå üôé ÁÏÂ Á Ï Â
� �

� � � � ïðüôå åðåéäÞ ôá ÏÁÂ êáé Ï~Á~Â~

åßíáé éóïóêåëÞ ïé ãùíßåò ÏÁÂ
�

êáé � � �Ï Á Â
�

èá åßíáé ßóåò, ïðüôå ôá

ôñßãùíá ÏÁÂ êáé Ï~Á~Â~ åßíáé üìïéá, óõíåðþò

ÏÁ

Ï Á

ÁÂ

Á Â

ÏÂ

Ï Â� �
�

� �
�

� �
(1)

Ïìïßùò êáé ôá ôñßãùíá ÏÁÄ êáé Ï~Á~Ä~ åßíáé üìïéá ïðüôå

ÏÁ

Ï Á

ÁÄ

Á Ä� �
�

� �
(2)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé

ÁÂ

Á Â

ÁÄ

Á Ä� �
�

� �

¸ôóé ôá ïñèïãþíéá ÁÂÃÄ êáé Á~Â~Ã~Ä~ Ý÷ïõí ßóåò ôéò ãùíßåò

ôïõò (óáí ïñèÝò) êáé áíÜëïãåò ôéò ðëåõñÝò ôïõò (åßíáé ãíùóôü üôé ïé

áðÝíáíôé ðëåõñÝò ðáñáëëçëïãñÜììïõ åßíáé ßóåò).

¢ñá ôá ïñèïãþíéá ÁÂÃÄ êáé Á~Â~Ã~Ä~ åßíáé üìïéá.
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Á

Á’

Ä’
Â

ÃÄ

Ï

Ã’

Â’

Ï’

ÁÁ ÂÂ

OO

ÃÃÄÄ

1

2

4
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

1 Ìßá ãùíßá åíüò éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ åßíáé

95� üóï êáé ìßá ãùíßá åíüò Üëëïõ

éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ. Åßíáé ôá ôñßãùíá

üìïéá; Íá åîåôÜóåôå êáé ôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç

ãùíßá èá åßíáé 59�.

2 Íá åîçãÞóåôå ãéá ðïéï ëüãï óôïí ßäéï ôüðï

ôçí ßäéá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ äýï êáôáêüñõöïé

ðÜóáëïé ó÷çìáôßæïõí óå ïñéæüíôéï Ýäáöïò

óêéÝò áíÜëïãåò ìå ôá ýøç ôïõò.

3 Ïé ãùíßåò åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ åßíáé áíÜëïãåò

ìå ôéò ãùíßåò åíüò Üëëïõ ôñéãþíïõ ÄÅÆ. Íá

åîåôÜóåôå áí ôá ôñßãùíá åßíáé üìïéá êáé áí ïé

ðëåõñÝò ôïõò åßíáé áíÜëïãåò.

4 Ç ðåñßìåôñïò åíüò éóüðëåõñïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ

åßíáé ôñéðëÜóéá áðü ôçí ðåñßìåôñï åíüò Üëëïõ

éóüðëåõñïõ ôñéãþíïõ ÊËÌ. Íá åîçãÞóåôå ãéá

ðïéï ëüãï ôï ýøïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ åßíáé

ôñéðëÜóéï áðü ôï ýøïò ôïõ ôñéãþíïõ ÊËÌ.

5 Íá åîçãÞóåôå ãéá ðïéï ëüãï äýï ôåôñÜãùíá

åßíáé üìïéá.

6 Íá åîçãÞóåôå ãéá ðïéï ëüãï üëá ôá

ïñèïãþíéá êáé éóïóêåëÞ ôñßãùíá åßíáé üìïéá.

1 ¸íá äÝíôñï ó÷çìáôßæåé êÜðïéá óôéãìÞ óå ïñé-

æüíôéï Ýäáöïò óêéÜ ìÞêïõò 28 m. Óôïí ßäéï

ôüðï, ôçí ßäéá óôéãìÞ, ìéá êáôáêüñõöç

ñÜâäïò ìÞêïõò 2 m ó÷çìáôßæåé óêéÜ ìÞêïõò

3,5 m. Íá âñåèåß ôï ýøïò ôïõ äÝíôñïõ.

2 ¸íáò ðñïâïëÝáò âñßóêåôáé óôçí êïñõöÞ

åíüò êáôáêüñõöïõ óôýëïõ. Óå áðüóôáóç 57

m áðü ôç âÜóç ôïõ óôýëïõ (êáé óå ïñéæüíôéï

åðßðåäï) õðÜñ÷åé êáôáêüñõöç ñÜâäïò ýøïõò

1,5 m, ðïõ ó÷çìáôßæåé óêéÜ ìÞêïõò 3 m. Íá

âñåèåß ôï ìÞêïò ôçò óêéÜò ôçò ñÜâäïõ, áí ôçí

ðëçóéÜóïõìå êáôÜ 19 m ðñïò ôï óôýëï, áöïý

ðñþôá âñåèåß ôï ýøïò ôïõ óôýëïõ.

3 ÌåôáëëéêÞ ðëÜêá Ý÷åé ó÷Þìá ïñèïãùíßïõ

ôñéãþíïõ ìå ðëåõñÝò á, â, ã. Ç ðëÜêá

èåñìáßíåôáé êáé áðü ôç äéáóôïëÞ áõîÜíåôáé

êÜèå ðëåõñÜ ôçò êáôÜ ôï
1

15
ôçò. Èá ðáñá-

ìåßíåé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ôï ó÷Þìá ôçò

ðëÜêáò;

4 Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï ÊËÌ ìå

êïñõöÝò Ê, Ë êáé Ì ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ÁÂ,

ÁÃ êáé ÂÃ áíôßóôïé÷á ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ åßíáé

üìïéï ìå ôï ÁÂÃ. Áí ÁÂ=6, ÂÃ=12 êáé

ÁÃ=8, íá õðïëïãßóåôå ôçí ðåñßìåôñï ôïõ

ôñéãþíïõ ÊËÌ.

5 Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ öÝñïõìå ôï ýøïò

ÁÄ ðñïò ôçí õðïôåßíïõóá ÂÃ êáé Ýóôù Å ç

ïñèÞ ðñïâïëÞ ôïõ Ä óôçí ÁÂ. Íá áðïäåßîåôå

üôé ÁÄ
2
=ÁÃ�ÄÅ.

6 Áðü ôï ìÝóï Ì ôçò õðïôåßíïõóáò ÂÃ

ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ öÝñïõìå êÜèåôç

óôç ÂÃ, ðïõ ôÝìíåé ôçí ÁÃ óôï Ä êáé ôçí ÁÂ

óôï Å. Áí ÌÄ=ê êáé ÌÅ=ë, íá õðïëïãßóåôå

ôç ÂÃ óõíáñôÞóåé ôùí ê, ë.

7 Áðü ôõ÷áßï óçìåßï Ì ôçò õðïôåßíïõóáò

ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ (Á
�

� �90 ) öÝñïõìå

êÜèåôç óôç ÂÃ, ðïõ ôÝìíåé ôçí ÁÂ êáé ÁÃ óôá

219

ÊñéôÞñéá ïìïéüôçôáò ôñéãþíùí

å
ñ

ù
ôÞ

óåéò-áóêÞ
ó
å
éò8.2



ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

óçìåßá Ç êáé È áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé

ÌÇ�ÌÈ=ÂÌ�ÌÃ.

8 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ=2ÂÃ êáé

ðáßñíïõìå óçìåßï Æ óôçí ÁÂ, Ýôóé þóôå

ÂÆ
1

2
ÂÃ� . Íá äåßîåôå üôé ÂÃÆ ÂÁÃ

� �

� .

9 Áðü ôçí êïñõöÞ Â ôñéãþíïõ ÁÂÃ öÝñïõìå

çìéåõèåßá Âx, ðïõ ôÝìíåé ôçí ðñïÝêôáóç ôçò

ÁÃ óôï Ä êáé ó÷çìáôßæåé ìå ôçí ðëåõñÜ ÂÃ

ãùíßá ÃÂx
�

, ôÝôïéá þóôå ÃÂx Á
� �

� . Íá

áðïäåßîåôå üôé ÂÄ
2
=ÁÄ�ÄÃ.

10 Ïé âÜóåéò åíüò ôñáðåæßïõ åßíáé ÁÂ=4 êáé

ÃÄ=12 êáé ïé ìç ðáñÜëëçëåò ðëåõñÝò ôïõ

ÁÄ=3 êáé ÂÃ=9. Áí ïé ìç ðáñÜëëçëåò ðëåõñÝò

ôÝìíïíôáé óôï Ì, íá âñåèïýí ôá ìÞêç ôùí

ðëåõñþí ÌÄ, ÌÃ ôïõ ôñéãþíïõ ÌÄÃ.

11 Äßíåôáé ôï ïñèïãþíéï ÁÂÃÄ óôï ïðïßï

ÁÂ=2ÂÃ. Áðü ôï Á öÝñïõìå êÜèåôç óôç

äéáãþíéï ÂÄ, ðïõ ôÝìíåé ôç ÂÄ óôï Å êáé ôç ÄÃ

óôï Æ. Íá áðïäåßîåôå üôé ÄÃ=4ÄÆ.

12 Íá áðïäåßîåôå üôé, áí äýï êýêëïé åöÜðôïíôáé

óôï óçìåßï Á, êÜèå åõèåßá, ðïõ ðåñíÜåé áðü

ôï Á êáé ôÝìíåé ôïõò êýêëïõò, ïñßæåé ÷ïñäÝò

áíÜëïãåò ðñïò ôéò áêôßíåò ôùí êýêëùí.

13 Ç äé÷ïôüìïò ÁÄ åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ ôÝìíåé

ôïí ðåñéãåãñáììÝíï ôïõ êýêëï óôï óçìåßï Å.

Íá áðïäåßîåôå üôé:

á) ÁÂ�ÁÃ=ÁÄ�ÁÅ.

â) ÅÂ
2
=ÅÁ�ÅÄ.

14 Óå ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé Â Ã
� �

� � �90 . Áí ÁÄ ôï

ýøïò ôïõ ÁÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé

ÁÄ
2
=ÂÄ�ÃÄ.

1 Áðü Ýíá óçìåßï Á åêôüò êýêëïõ öÝñïõìå ôá

åöáðôüìåíá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÁÃ êáé ìéá

ôÝìíïõóá ÁÄÅ ôïõ êýêëïõ. Íá áðïäåßîåôå üôé

ÂÅ�ÃÄ=ÂÄ�ÃÅ.

2 Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ êáé óçìåßï

Ñ ôçò ÁÂ. Áí Ì ç ôïìÞ ôùí ÑÃ êáé ÂÄ êáé Í ç

ôïìÞ ôùí ÑÄ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå

üôé
ÌÑ

ÌÃ

ÍÑ

ÍÄ
1� � .

3 Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ ìå ÁÂ=á

êáé ÁÄ=â. Áðü ôçí êïñõöÞ Á öÝñïõìå

ôõ÷áßá åõèåßá ðïõ ôÝìíåé ôéò ðëåõñÝò ÂÃ êáé

ÄÃ óôá óçìåßá Å êáé Æ áíôßóôïé÷á. Íá

áðïäåßîåôå üôé:

á) Ôá ôñßãùíá ÁÂÅ êáé ÁÄÆ åßíáé üìïéá.

â) Ôï ãéíüìåíï ÂÅ�ÄÆ åßíáé óôáèåñü.

4 Óå ôñßãùíï ÁÂÃ öÝñïõìå ôéò ÂÅ êáé ÃÆ

êÜèåôåò ðñïò ôç äé÷ïôüìï ÁÄ. Íá äåßîåôå üôé

ôá óçìåßá Æ, Å åßíáé áñìïíéêÜ óõæõãÞ ôùí Á,

Ä.

5 ¸óôù ÁÂ ÷ïñäÞ êýêëïõ (Ï,R), å1 êáé å2 ïé

åöáðôüìåíåò ôïõ êýêëïõ óôá Á êáé Â êáé ÌÊ,

ÌË, ÌÍ ïé áðïóôÜóåéò åíüò ôõ÷áßïõ óçìåßïõ

Ì ôïõ êýêëïõ áðü ôéò ÁÂ, å1 êáé å2 áíôßóôïé÷á.

Íá áðïäåßîåôå üôé:

á) ÌÊ
ÌÁ ÌÂ

2R
�

�
.

â) ÌË
ÌÁ

2R

2

� .

ã) ÌÊ
2
=ÌË�ÌÍ.

6 Íá áðïäåßîåôå üôé äýï ôñáðÝæéá ìå âÜóåéò

áíÜëïãåò êáé ãùíßåò ßóåò åßíáé üìïéá.
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ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ 8
ïõ

ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

7 Áí äýï ðáñáëëçëüãñáììá Ý÷ïõí áíÜëïãåò

äéáãþíéåò êáé ßóåò ôéò ãùíßåò ôùí äéáãùíßùí

ôïõò, íá áðïäåßîåôå üôé åßíáé üìïéá.

8 Áí äýï ñüìâïé Ý÷ïõí ôéò äéáãþíéÝò ôïõò

áíÜëïãåò, íá áðïäåßîåôå üôé åßíáé üìïéïé.

9 Äßíåôáé åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ êáé äýï

çìéåõèåßåò Ïx êáé Ïy óôï ßäéï çìéåðßðåäï êáé

êÜèåôåò óôá Üêñá ôïõ ÁÂ. Óôï ìÝóï Ï ôçò ÁÂ

öÝñíïõìå äõï åõèåßåò êÜèåôåò ìåôáîý ôïõò,

ðïõ ôÝìíïõí ôéò Ïx, Ïy óôá óçìåßá Ä êáé Å

áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé ï êýêëïò

äéáìÝôñïõ ÁÂ åöÜðôåôáé ôçò ÄÅ.

10 Áí Ýíáò êýêëïò (Ë,ñ) ðåñíÜåé áðü ôï êÝíôñï

åíüò Üëëïõ êýêëïõ (Ê,R) êáé ìéá åöáðôïìÝíç

ôïõ (Ê,R) ôÝìíåé ôïí (Ë,ñ) óôá óçìåßá Á êáé Â,

íá áðïäåé÷ôåß üôé ôï ãéíüìåíï ÊÁ�ÊÂ åßíáé

óôáèåñü.

1 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Á Â
� �

� 2 . Íá

áðïäåßîåôå üôé á
2
=â(â+ã).

2 Äßíåôáé êýêëïò (Ï,R) êáé äýï äéÜìåôñïé ÁÂ

êáé ÃÄ êÜèåôïé ìåôáîý ôïõò. Áí Å ôï ìÝóï ôçò

ÏÄ êáé ç ÁÅ ðñïåêôåéíüìåíç ôÝìíåé ôïí

êýêëï óôï Ì, ç äå ÃÌ ôÝìíåé ôçí ÏÂ óôï Æ, íá

áðïäåßîåôå üôé
ÏÆ

ÆÂ

1

2
� .

3 Äßíåôáé ïñèïãþíéï ÁÂÃÄ óôï ïðïßï ÁÄ=á

êáé ÁÂ=á 2. Áðü ôçí êïñõöÞ Ã öÝñïõìå

êÜèåôç óôç ÂÄ, ðïõ ôÝìíåé ôç ÂÄ óôï Å êáé ôçí

ÁÂ óôï Æ. Íá áðïäåßîåôå üôé:

á) Ôï Æ åßíáé ìÝóï ôçò ÁÂ.

â) Áí ÁÇ êÜèåôç óôç ÂÄ, ôüôå:

ÄÇ=ÇÅ=ÅÂ.

4 Áí óå ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýåé Á
�

� �120 , íá

áðïäåßîåôå üôé ä
âã

â ã
á

�
�

.

5 Äßíïíôáé äýï ãùíßåò ù
�

êáé ö
�

êáé Ýíá

åõèýãñáììï ôìÞìá ë. Íá êáôáóêåõáóôåß

ôñßãùíï ÁÂÃ ôÝôïéï þóôå Â ù
� �

� , Ã ù
� �

� êáé

ìá=ë.

6 Óå êÜèå åããñÜøéìï ôåôñÜðëåõñï, ôï ãéíüìåíï

ôùí äéáãùíßùí ôïõ éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá

ôùí ãéíïìÝíùí ôùí áðÝíáíôé ðëåõñþí ôïõ

(Èåþñçìá Ðôïëåìáßïõ).

7 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ï åããåãñáììÝíïò

ôïõ êýêëïò, ðïõ åöÜðôåôáé ôùí ðëåõñþí ÂÃ,

ÁÃ êáé ÁÂ óôá óçìåßá Ä, Å êáé Æ áíôßóôïé÷á. Ç

ÅÆ ôÝìíåé ôç ÂÃ óôï Ê êáé ôçí ðáñÜëëçëç ôçò

ÁÂ, ðïõ öÝñïõìå áðü ôï Ã, óôï Ë. Íá

áðïäåßîåôå üôé:

á) Ôï ôñßãùíï ÃÅË åßíáé éóïóêåëÝò.

â) Ôá óçìåßá Ê, Ä åßíáé óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí

Â, Ã.

8 ¸íáò çèïðïéüò óôÝêåôáé óå ìéá óêçíÞ

èåÜôñïõ êáé öùôßæåôáé áðü Ýíáí ðñïâïëÝá

ôïõ äáðÝäïõ ðïõ âñßóêåôáé ìðñïóôÜ óôç

óêçíÞ ó÷çìáôßæïíôáò óêéÜ óôï âÜèïò ôçò

óêçíÞò äéðëÜóéá ôïõ ýøïõò ôïõ. Ìüëéò

êéíçèåß êáôÜ 2 m ðéï ìðñïóôÜ ç óêéÜ ôïõ

äéðëáóéÜæåôáé óå ýøïò. Ìå ôá äåäïìÝíá áõôÜ

ìðïñåßôå íá õðïëïãßóåôå ôï âÜèïò ôçò

óêçíÞò.

9 Èåùñïýìå ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ êáé ôá

óçìåßá Å êáé Z óôéò ðñïåêôÜóåéò ôùí ðëåõñþí

ÁÂ êáé ÁÄ ôÝôïéá, þóôå ÂÅ=ÄÆ. Áí Ç ôï

óçìåßï ôïìÞò ôùí ÂÆ êáé ÄÅ, íá áðïäåßîåôå

üôé ç ÃÇ äé÷ïôïìåß ôç ãùíßá Ã
�

.
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ 8
ïõ

ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

10 Äßíïíôáé ôñåéò ðáñÜëëçëåò åõèåßåò å1, å2 êáé

å3 êáé äýï óçìåßá Á êáé Ã ôùí å1 êáé å3

áíôßóôïé÷á. Ç ÁÃ ôÝìíåé ôçí å2 óôï Â. Áí Ì

ôõ÷áßï óçìåßï ôçò å3 êáé ç ÌÂ ôÝìíåé ôçí å1

óôï Ä êáé ç ÌÁ ôçí å2 óôï Å êáé ç ÄÅ ôçí ÁÃ

óôï Æ, íá áðïäåßîåôå üôé ôá óçìåßá Á, Â, Æ, Ã

áðïôåëïýí áñìïíéêÞ ôåôñÜäá.

1 Ç ðëåõñÜ â åßíáé:

Á.� 9 Â.� 15 Ã.� 20

Ä.� 12 Å.� 60

2 Ôï x åßíáé:

Á.� 2
2

3
Â.� 3 Ã.� 4

Ä.� 16 Å.� 24

3 Ç ãùíßá ù åßíáé:

Á.� 48� Â.� 53� Ã.� 42�

Ä.� 185� Å.� 180�

4 Õðïëïãßæïíôáò ôá ìÝôñá ôùí ãùíéþí åíüò

ôñéãþíïõ äéáðéóôþíïõìå üôé êáèåìéÜ åßíáé

ìéêñüôåñç áðü ôçí ðñïçãïýìåíÞ ôçò êáôÜ

20�. Óå êÜðïéï Üëëï ôñßãùíï äéáðéóôþíïõìå

üôé êÜèå ìßá ãùíßá åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôçí

ðñïçãïýìåíÞ ôçò êáôÜ 20�. Ôá ôñßãùíá áõôÜ

áðïêëåßåôáé íá åßíáé üìïéá.

� Óùóôü � ËÜèïò

5 Íá åîçãÞóåôå áí åßíáé óùóôÞ Þ ëÜèïò êáèåìéÜ

áðü ôéò ðñïôÜóåéò ðïõ áêïëïõèïýí.

á) Äõï ðáñáëëçëüãñáììá ðïõ Ý÷ïõí ôéò

ãùíßåò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò ìßá åßíáé üìïéá.

� Óùóôü � ËÜèïò

â) Ôï ýøïò ðñïò ôçí õðïôåßíïõóá åíüò ïñèï-

ãùíßïõ ôñéãþíïõ ÷ùñßæåé áõôü óå äõï

ôñßãùíá, ðïõ Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò

áíÜëïãåò.

� Óùóôü � ËÜèïò

ã) Åßíáé äõíáôü ìßá ãùíßá åíüò ôñéãþíïõ íá

åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÞ ìå ìéá ãùíßá åíüò

Üëëïõ ôñéãþíïõ üìïéïõ ìå áõôü.

� Óùóôü � ËÜèïò

ä) Ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí åíüò ôñéãþíïõ

ó÷çìáôßæïõí ôñßãùíï üìïéï ìå ôï áñ÷éêü.

� Óùóôü � ËÜèïò

å) ¼ëïé ïé ñüìâïé åßíáé üìïéïé.

� Óùóôü � ËÜèïò

óô) ¼ëá ôá éóüðëåõñá ôñßãùíá åßíáé üìïéá.

� Óùóôü � ËÜèïò

æ) Äýï üìïéá éóïóêåëÞ ôñßãùíá ìå ßóåò âÜóåéò

åßíáé ßóá.

� Óùóôü � ËÜèïò

ç) Áí áõîÞóïõìå ôá ìÞêç ôùí ðëåõñþí åíüò

ôñéãþíïõ êáôÜ 1 cm ôçí êÜèå ìßá, ôï íÝï

ôñßãùíï èá åßíáé üìïéï ìå ôï áñ÷éêü.

� Óùóôü � ËÜèïò
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6
Áí

ÁÄ

ÄÂ

2

3
� êáé ÄÅ//ÂÄ, ôüôå ðïéïò ï ëüãïò ôçò

ðåñéìÝôñïõ ôïõ ôñéãþíïõ ÁÄÅ ðñïò ôçí

ðåñßìåôñï ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ;

7 Áí ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÊËÌ åßíáé üìïéá êáé

öÝñïõìå ôéò äéáìÝóïõò ÁÄ êáé ÊÍ, ôüôå èá

åßíáé êáé ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÊËÍ üìïéá;.

8 Áí ìéá ãùíßá åíüò ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ

åßíáé óõìðëçñùìáôéêÞ ìå ìéá ãùíßá åíüò

Üëëïõ ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ, ôá ôñßãùíá áõôÜ

èá åßíáé üìïéá;

9 Ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ

ó÷çìáôßæïõí ôñßãùíï. Ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí

áõôïý ôïõ ôñéãþíïõ ó÷çìáôßæïõí íÝï ôñßãùíï.

Íá åîçãÞóåôå ãéáôß ôï íÝï áõôü ôñßãùíï åßíáé

üìïéï ìå ôï áñ÷éêü êáé íá õðïëïãßóåôå ôï

ëüãï ïìïéüôçôÜò ôïõò.
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Áíôßãñáöï ó÷Þìáôïò, áíôßãñáöï óå óìßêñõíóç, áíôßãñáöï óå

ìåãÝèõíóç: Ýííïéåò ðïõ óõìðåñéëáìâÜíïíôáé óôç ãåíéêüôåñç Ýííïéá ôçò

ïìïéüôçôáò.

ÊåíôñéêÞ Ýííïéá ôïõ êåöáëáßïõ 8 åßíáé ç Ýííïéá ôçò ïìïéüôçôáò.

Ï ïñéóìüò ôùí üìïéùí åõèýãñáììùí ó÷çìÜôùí ðïõ äþóáìå

áðáéôåß íá Ý÷ïõí áõôÜ ßóåò ôéò áíôßóôïé÷åò ãùíßåò ôïõò êáé áíÜëïãåò ôéò

áíôßóôïé÷åò ðëåõñÝò ôïõò.

Äþóáìå ôïí ïñéóìü ôïõ ëüãïõ ïìïéüôçôáò (ëüãïò äýï áíôßóôïé÷ùí

ðëåõñþí) ï ïðïßïò åßíáé ßóïò ìå ôï ëüãï ôùí áíôßóôïé÷ùí ìçêþí ôïõò.

ÅéäéêÜ ãéá ôéò ðåñéìÝôñïõò áðïäåßîáìå üôé ï ëüãïò ôùí ðåñéìÝôñùí ôïõò

åßíáé ßóïò ìå ôï ëüãï ïìïéüôçôÜò ôïõò.

Ìå ôç ìÝèïäï ôçò ðñïïðôéêÞò êáôáóêåõÜóáìå Ýíá åõèýãñáììï

ó÷Þìá üìïéï ìå Ýíá Üëëï.

Ôá ôñßãùíá, üðùò êáé óå Üëëá êåöÜëáéá, Ýôõ÷áí êé åäþ éäéáßôåñçò

ðñïóï÷Þò. Áðïäåßîáìå ôñßá êñéôÞñéá ïìïéüôçôáò, ôá ðáñáêÜôù:

Äýï ôñßãùíá åßíáé üìïéá, üôáí Ý÷ïõí

á) ôñåéò ãùíßåò ßóåò ìßá ðñïò ìßá Þ

â) äýï ðëåõñÝò áíÜëïãåò êáé ôéò ðåñéå÷üìåíåò ó' áõôÝò ãùíßåò ßóåò Þ

ã) ôñåéò ðëåõñÝò áíÜëïãåò.

ÔÝëïò, äéáôõðþóáìå êÜðïéá ðïñßóìáôá üôáí áõôÜ ôá êñéôÞñéá

åöáñìïóôïýí óå åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ôñéãþíùí, üðùò óôá éóüðëåõñá

êáé óôá ïñèïãþíéá. ¸ôóé:

ä) ôñßãùíá ðïõ Ý÷ïõí äýï ãùíßåò ßóåò ìßá ðñïò ìßá åßíáé üìïéá,

å) üëá ôá éóüðëåõñá ôñßãùíá åßíáé üìïéá,

óô) äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá ìå ìßá ïîåßá ãùíßá ßóç åßíáé üìïéá,

æ) äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá ìå áíÜëïãåò ôéò êÜèåôåò ðëåõñÝò åßíáé

üìïéá.
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