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ÁÍÁËÏÃÉÅÓ

7.1 Ç Ýííïéá ôïõ ëüãïõÇ Ýííïéá ôïõ ëüãïõ

7.1.1 Ãéíüìåíï áñéèìïý ìå åõèýãñáììïÃéíüìåíï áñéèìïý ìå åõèýãñáììï

ôìÞìá

Óôçí ðáñÜãñáöï 2.2 ìåëåôÞóáìå ôéò ðñÜîåéò ìåôáîý åõèýãñáììùí

ôìçìÜôùí. Ïñßóáìå ôï Üèñïéóìá êáé ôç äéáöïñÜ äýï åõèýãñáììùí

ôìçìÜôùí êáèþò êáé ôï ãéíïìÝíï èåôéêïý ñçôïý áñéèìïý ìå åõèý-

ãñáììï ôìÞìá. ÓõãêåêñéìÝíá ùò ãéíüìåíï ôïõ öõóéêïý áñéèìïý í ìå

åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ, ïñßóáìå ôï Üèñïéóìá ÁÂ+ÁÂ+...+ÁÂ, ðïõ

áðïôåëåßôáé áðü í üñïõò. Ùò ãéíüìåíï ôïõ
1

í
ìå ôï ßäéï åõèýãñáììï

ôìÞìá ïñßóáìå ôï Ýíá áðü ôá í ßóá ôìÞìáôá óôá ïðïßá ÷ùñßæåôáé ôï ÁÂ.

Áí ì Ýíáò áêüìç öõóéêüò áñéèìüò, ùò ãéíüìåíï ôïõ ñçôïý

áñéèìïý
ì

í
ìå ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ ïñßóáìå ôï Üèñïéóìá ì

ôìçìÜôùí ôï êáèÝíá ßóï ìå
1

í
ÁÂ� . Åðßóçò ïñßóáìå ùò ãéíüìåíï ôïõ

áñéèìïý 0 ìå Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ ôï ìçäåíéêü åõèýãñáììï

ôìÞìá.

Ðñüâëçìá 7.1

Áí á ôï ìÞêïò åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ, íá êáôá-

óêåõáóôïýí åõèýãñáììá ôìÞìáôá ìÞêïõò 4á êáé
5

3
á.

• ÐÜíù óå ìßá åõèåßá ôïðïèåôïýìå 4 äéáäï÷éêÜ ôìÞìáôá áðü ôá

ïðïßá ôï êáèÝíá Ý÷åé ìÞêïò ßóï ìå á. Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÌÍ

åßíáé ôï æçôïýìåíï.
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• ×ùñßæïõìå ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ óå ôñßá ßóá ôìÞìáôá áðü

ôá ïðïßá ôï êáèÝíá Ý÷åé ìÞêïò ßóï ìå
1

3
á. ÐÜíù óå ìßá åõèåßá

ôïðïèåôïýìå ðÝíôå äéáäï÷éêÜ åõèýãñáììá ôìÞìáôá ðïõ ôï

êáèÝíá Ý÷åé ìÞêïò ßóï ìå
1

3
á. ¸÷ïõìå åðïìÝíùò:

ÊË
5

3
á�

ÁíáöÝñáìå óôçí ðáñÜãñáöï 2.2 üôé ôï ãéíüìåíï åíüò èåôéêïý

áñéèìïý ìå Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ïñßæåôáé áêüìá êáé óôçí

ðåñßðôùóç ðïõ ï áñéèìüò í åßíáé Üññçôïò. Áðïäåéêíýåôáé üôé ãéá

êÜèå åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ êáé ãéá êÜèå èåôéêü Üññçôï áñéèìü ë,

õðÜñ÷åé åõèýãñáììï ôìÞìá ÃÄ ôÝôïéï, þóôå ÃÄ=ë�ÁÂ. Ôï üôé

õðÜñ÷åé ôï ôìÞìá ÃÄ äå óçìáßíåé üôé ðÜíôá êáôáóêåõÜæåôáé ìå

êáíüíá êáé äéáâÞôç. Óå ìåñéêÝò ðåñéðôþóåéò êáôáóêåõÜæåôáé (ð.÷.

áí ë= 2 êåö. 9), êáé óå Üëëåò ü÷é (ð.÷. áí ë= 23 ). Ïé Üññçôïé

áñéèìïß äåí ìðïñïýí íá ðÜñïõí ôç ìïñöÞ
ì

í
ìå ì�Í êáé í�Í*, Üñá

ç ðñïçãïýìåíç äéáäéêáóßá (ðñüâëçìá 7.1) äåí ìðïñåß íá äþóåé ôï

ãéíüìåíï ôÝôïéïõ áñéèìïý ìå åõèýãñáììï ôìÞìá.

7.1.2 Ëüãïò äýï åõèýãñáììùí ôìçìÜôùíËüãïò äýï åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí

Ãéá äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÃÄ, üðïõ ôï ÃÄ äåí åßíáé

ìçäåíéêü, Ý÷ïõìå äåé ðùò õðÜñ÷åé Ýíáò áñéèìüò ê, ôÝôïéïò, þóôå

ÁÂ=ê�ÃÄ. Ôïí áñéèìü áõôü ê ôï óõìâïëßæïõìå ìå
ÁÂ

ÃÄ
êáé ôïí

êáëïýìå ëüãï ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ ðñïò ôï åõèýãñáììï

ôìÞìá ÃÄ.

Ôï óýìâïëï
ÁÂ

ÃÄ
äåí ðáñéóôÜíåé ôï ðçëßêï êÜðïéáò äéáßñåóçò

áëëÜ ÷ñçóéìïðïéåßôáé äáíåéóìÝíï áðü ôïõò óõìâïëéóìïýò ôùí

áñéèìþí, ãéá ïìïéïìïñößá.

Óôï êåöÜëáéï 2 ïñßóáìå ôï ìÞêïò åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò.

Õðåíèõìßæïõìå üôé åðéëÝãïõìå ùò ìïíÜäá ìÝôñçóçò Ýíá åõèý-

ãñáììï ôìÞìá ÌÍ äéÜöïñï ôïõ ìçäåíéêïý êáé ì' áõôü óõãêñßíïõìå

ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá. ÄçëáäÞ, ãéá êÜèå åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ ï

ëüãïò
ÁÂ

ÌÍ
ê� êáëåßôáé ìÞêïò ôïõ ÁÂ êáé ìðïñåß íá åßíáé

ïðïéïóäÞðïôå ìç áñíçôéêüò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò. Ç ðñïçãïýìåíç

ó÷Ýóç ãñÜöåôáé ÁÂ=ê�ÌÍ.
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Ï ëüãïò äýï åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí éóïýôáé ìå ôï ëüãï ôùí

ìçêþí ôïõò, üôáí ç ìÝôñçóÞ ôïõò ãßíåôáé ìå ôçí ßäéá ìïíÜäá

ìÝôñçóçò êáé åßíáé áíåîÜñôçôïò áðü ôçí åðéëïãÞ ôçò ìïíÜäáò

áõôÞò.

Áðüäåéîç

¸óôù ÁÂ êáé ÃÄ äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá ìå ìÞêç ê êáé ë

áíôßóôïéá ùò ðñïò ôç ìïíÜäá ìÝôñçóçò ÌÍ. Èá éó÷ýåé

ÁÂ=ê�ÌÍ êáé ÃÄ=ë�ÌÍ. Ç ó÷Ýóç ÁÂ=ê�ÌÍ ãñÜöåôáé:

ÁÂ
ê

ë
(ë ÌÍ)� � Þ ÁÂ

ê

ë
ÃÄ� Þ

ÁÂ

ÃÄ

ê

ë
� . ÄçëáäÞ, ï ëüãïò

äýï åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí éóïýôáé ìå ôï ëüãï ôùí ìçêþí ôïõò.

Áí ÊË ìéá Üëëç ìïíÜäá ìÝôñçóçò, ôüôå èá éó÷ýåé ÌÍ=í�ÊË. Ç

ó÷Ýóç ÁÂ=ê�ÌÍ ãñÜöåôáé ÁÂ=ê(í�ÊË)=(ê�í)ÊË, äçëáäÞ, ï

áñéèìüò ê�í åßíáé ôï ìÞêïò ôïõ ÁÂ ùò ðñïò ôç ìïíÜäá ìÝôñçóçò ÊË.

Ïìïßùò ÃÄ=(ëí)�ÊË. Ïðüôå
ÁÂ

ÃÄ

ê í

ë í

ê

ë
�

�

�
� . ÄçëáäÞ, êáé ìå

áëëáãÞ ôçò ìïíÜäáò ìÝôñçóçò, ï ëüãïò äýï åõèýãñáììùí

ôìçìÜôùí ðáñáìÝíåé ï ßäéïò. �

Äýï ßóá åõèýãñáììá ôìÞìáôá Ý÷ïõí ßóá ìÞêç êáé áíôéóôñüöùò.

¼ôáí ï ëüãïò äýï ôìçìÜôùí åßíáé ñçôüò áñéèìüò, ôá

åõèýãñáììá ôìÞìáôá ïíïìÜæïíôáé óýììåôñá, åíþ áí åßíáé Üññçôïò

áóýììåôñá.

¸íá ÷áñáêôçñéóôéêü ôùí óýììåôñùí ôìçìÜôùí åßíáé üôé õðÜñ÷åé

ìïíÜäá ìÝôñçóçò ùò ðñïò ôçí ïðïßá ôá ìÝôñá ôïõò åßíáé öõóéêïß

áñéèìïß (êïéíÞ ìïíÜäá ìÝôñçóçò), åíþ ãéá ôá áóýììåôñá áõôü åßíáé

áäýíáôï.

Áí êáé ïé Ýííïéåò åõèýãñáììï ôìÞìá êáé ôï ìÞêïò ôïõ åßíáé äéá-

öïñåôéêÝò, ôï ìÞêïò ôïõ ôìÞìáôïò èá óõìâïëßæåôáé üðùò êáé ôï åõèý-

ãñáììï ôìÞìá. ¼ðïõ üìùò, äçìéïõñãåßôáé óýã÷õóç, èá áíáöÝñåôáé

ñçôÜ ï üñïò "ìÞêïò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò".

¼ôé áíáöÝñèçêå ãéá ôï ëüãï äýï åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí êáé ôá

ìÞêç ôïõò, éó÷ýåé êáé ãéá Üëëá ãåùìåôñéêÜ ìåãÝèç êáé ôéò ìåôñÞóåéò

ôïõò, üðùò ç ãùíßá, ôï ôüîï, ôï åìâáäü êáé ï üãêïò.
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7.1.3 Áíáëïãßåò êáé éäéüôçôåò ôùíÁíáëïãßåò êáé éäéüôçôåò ôùí

áíáëïãéþí

Äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÃÄ ïíïìÜæïíôáé áíÜëïãá

ðñïò ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÅÆ êáé ÇÈ, áí ï ëüãïò ôïõ ÁÂ ðñïò ôï

ÅÆ åßíáé ßóïò ìå ôï ëüãï ôïõ ÃÄ ðñïò ôï ÇÈ. ÄçëáäÞ üôáí éó÷ýåé:

ÁÂ

ÅÆ

ÃÄ

ÇÈ
� (1)

Ç éóüôçôá (1) ïíïìÜæåôáé áíáëïãßá ìå üñïõò ôá åõèýãñáììá

ôìÞìáôá ÁÂ, ÃÄ, ÅÆ êáé ÇÈ. Ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÇÈ

ïíïìÜæïíôáé Üêñïé üñïé êáé ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÅÆ êáé ÃÄ

ìÝóïé üñïé. ¼ôáí ç áíáëïãßá åßíáé ôçò ìïñöÞò
ÁÂ

ÅÆ

ÅÆ

ÇÈ
� , ôüôå ôï

åõèýãñáììï ôìÞìá ÅÆ ïíïìÜæåôáé ìÝóç áíÜëïãïò ôùí ÁÂ êáé ÇÈ.

Óôçí éóüôçôá (1) ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÇÈ ïíïìÜæåôáé ôÝôáñôç

áíÜëïãïò ôùí ÁÂ, ÃÄ êáé ÅÆ.

Åöüóïí ï ëüãïò äýï ôìçìÜôùí åßíáé ßóïò ìå ôï ëüãï ôùí ìçêþí

ôïõò (ðïõ åßíáé ëüãïò áñéèìþí) ïé ãíùóôÝò éäéüôçôåò ôùí áíáëïãéþí

éó÷ýïõí êáé óôéò áíáëïãßåò ìå åõèýãñáììá ôìÞìáôá.

Áí ÁÂ, ÃÄ, ÅÆ êáé ÇÈ Ý÷ïõí ìÞêç á, â, ã êáé ä áíôßóôïé÷á, ôüôå

áðü ôéò éóïäõíáìßåò:

á

â

ã

ä

á

ã

â

ä
ã

á

ä

â
á â

â

ã ä

ä
á

â á

ã

ä ã
á

â

ã

ä

á ã

â ä

á ä
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�

�

�
�

�

�
�

�

� �
�

�
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á â

â

ã ä

ä
á

á â

ã

ã ä
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ðñïêýðôïõí ïé ðáñáêÜôù éóïäõíáìßåò:
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ÁÂ

ÃÄ

ÅÆ

ÇÈ

ÁÂ

ÅÆ

ÃÄ

ÇÈ

ÅÆ

ÁÂ

ÇÈ

ÃÄ

ÁÂ ÃÄ

ÃÄ

ÅÆ ÇÈ

ÇÈ

ÁÂ

ÃÄ Á
� �

�

�

�
�

�

� Â

ÅÆ

ÇÈ ÅÆ

ÁÂ

ÃÄ

ÅÆ

ÇÈ

ÁÂ ÅÆ

ÃÄ ÇÈ

ÁÂ ÇÈ ÃÄ ÅÆ

ÁÂ ÃÄ

ÃÄ

ÅÆ

�
�

� �
�

�

� � �

�
�

�

�
�

�

�

�

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

ÇÈ

ÇÈ

ÁÂ

ÁÂ ÃÄ

ÅÆ

ÅÆ ÇÈ

Ïé ôñåéò ôåëåõôáßåò áíáëïãßåò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé êáôá÷ñçóôéêÜ

åðåéäÞ äåí ïñßóôçêáí ï ðïëëáðëáóéáóìüò åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí

êáé ç áðüëõôç ôéìÞ ôçò äéáöïñÜò äýï åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí. Óôçí

ðåñßðôùóç ÷ñçóéìïðïßçóÞò ôïõò áíáöåñüìáóôå áðïêëåéóôéêÜ óôá

ìÞêç ôïõò.

7.1.4 Äéáßñåóç ôìÞìáôïò åóùôåñéêÜ êáéÄéáßñåóç ôìÞìáôïò åóùôåñéêÜ êáé

åîùôåñéêÜ ùò ðñïò ëüãï ëåîùôåñéêÜ ùò ðñïò ëüãï ë

¸óôù Ì Ýíá óçìåßï åóùôåñéêü åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ

ôÝôïéï, þóôå
ÌÁ

ÌÂ
ë� . Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ëÝìå üôé "ôï óçìåßï Ì

÷ùñßæåé ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ åóùôåñéêÜ óå ëüãï ë".

Áí Í Ýíá åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ ÁÂ ôÝôïéï, þóôå
ÍÁ

ÍÂ
ë� , óôçí

ðåñßðôùóç áõôÞ ëÝìå üôé "ôï óçìåßï Í ÷ùñßæåé ôï ôìÞìá ÁÂ åîùôåñéêÜ

óå ëüãï ë".
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7.2 Èåþñçìá ôïõ ÈáëÞÈåþñçìá ôïõ ÈáëÞ

Óôï êåöÜëáéï 5 áðïäåßîáìå üôé áí ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ïñßæïõí

óå ìßá ôÝìíïõóá ßóá ôìÞìáôá, ôüôå èá ïñßæïõí êáé óå êÜèå Üëëç

ôÝìíïõóá ßóá ôìÞìáôá. Ç ðñüôáóç áõôÞ ãåíéêåýåôáé ìå ôï åðüìåíï

èåþñçìá ãíùóôü ùò èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ.

Áí äýï åõèåßåò ä êáé æ ôÝìíïíôáé áðü ôñåéò ôïõëÜ÷éóôïí ðá-

ñÜëëçëåò åõèåßåò, ôá ôìÞìáôá ôçò ä ðïõ ðåñéÝ÷ïíôáé ìåôáîý

ôùí ðáñáëëÞëùí åßíáé áíÜëïãá ìå ôá áíôßóôïé÷á ôìÞìáôá ôçò

æ ðïõ ðåñéÝ÷ïíôáé ìåôáîý ôùí ßäéùí ðáñáëëÞëùí.

Áðüäåéîç

Èá ðåñéïñéóôïýìå óôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò üôáí Ý÷ïõìå

ôñåéò ðáñÜëëçëåò åõèåßåò. ¸óôù å1//å2//å3, Á, Â, Ã êáé Ä, Å, Æ ôá

óçìåßá ôïìÞò ôùí ôñéþí ðáñáëëÞëùí ìå ôéò åõèåßåò ä êáé æ

áíôßóôïé÷á. Æçôïýìåíç áíáëïãßá åßíáé ç

ÁÂ

ÄÅ

ÂÃ

ÅÆ

ÁÃ

ÄÆ
� �

ÕðïèÝôïõìå üôé ôá ÁÂ êáé ÂÃ åßíáé óýììåôñá, ïðüôå õðÜñ÷åé

ôìÞìá ÌÍ ôÝôïéï, þóôå ÁÂ=ê�ÌÍ êáé ÂÃ=ë�ÌÍ, üðïõ ê êáé ë

öõóéêïß áñéèìïß. ÄçëáäÞ, ìðïñïýìå íá ÷ùñßóïõìå ôï ÁÂ óå ê

ôìÞìáôá êáé ôï ÂÃ óå ë ôìÞìáôá, ôï êáèÝíá ßóï ìå ÌÍ.

Áðü ôá Üêñá áõôþí ôùí (ê+ë) ôìçìÜôùí öÝñïõìå ðáñÜëëçëåò

ðñïò ôéò å1, å2 êáé å3 ðïõ ìå ôç óåéñÜ ôïõò ÷ùñßæïõí ôï ÄÅ óå ê

ôìÞìáôá êáé ôï ÅÄ óå ë ôìÞìáôá. ÁõôÜ ôá íÝá (ê+ë) ôìÞìáôá åßíáé ßóá

óýìöùíá ìå ãíùóôü ðñüâëçìá ôïõ 5
ïõ

êåöáëáßïõ áöïý ôï êáèÝíá

ßóï ìå ÊË. ¸ôóé èá Ý÷ïõìå

ÁÂ

ÂÃ

ê ÌÍ

ë ÌÍ

ê

ë
�

�

�
� êáé

ÄÅ

ÅÆ

ê ÊË

ë ÊË

ê

ë
�

�

�
�

ÔåëéêÜ èá ðÜñïõìå

ÁÂ

ÂÃ

ÄÅ

ÅÆ
� Þ

ÁÂ

ÄÅ

ÂÃ

ÅÆ
�

êáé óýìöùíá ìå ôéò éäéüôçôåò ôùí áíáëïãéþí
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ÁÂ

ÄÅ

ÂÃ

ÅÆ

ÁÂ ÂÃ

ÄÅ ÅÆ

ÁÃ

ÄÆ
� �

�

�
�

Áí ïé ðáñÜëëçëåò åõèåßåò åßíáé ðåñéóóüôåñåò áðü ôñåéò ç

áðüäåéîç åßíáé ðáñüìïéá. �

Óçìåßùóç

×ñçóéìïðïéþíôáò éäéüôçôåò ôùí áíáëïãéþí áðü ôçí áíáëïãßá

ÁÂ

ÄÅ

ÂÃ

ÅÆ

ÁÃ

ÄÆ
� � ðñïêýðôïõí ïé áíáëïãßåò:

ÁÂ

ÂÃ

ÄÅ

ÅÆ
� ,

ÁÂ

ÁÃ

ÄÅ

ÄÆ
� .

ÐáñáôÞñçóç

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÂÃ äåí åßíáé óýììåôñá,

ç áðüäåéîç îåöåýãåé áðü ôá ðëáßóéá ôïõ âéâëßïõ áõôïý, ãé' áõôü êáé

ðáñáëåßðåôáé.

Áí ìéá åõèåßá åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ìßá ðëåõñÜ ôñéãþíïõ,

ôüôå äéáéñåß ôéò äýï Üëëåò ðëåõñÝò åóùôåñéêÜ Þ åîùôåñéêÜ

óôïí ßäéï ëüãï.

ÄçëáäÞ, áí ìßá åõèåßá å åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ðëåõñÜ ÂÃ

ôñéãþíïõ êáé ôÝìíåé ôéò ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÁÃ óôá óçìåßá Ä êáé Å

áíôßóôïé÷á, ôüôå
ÄÁ

ÄÂ

ÅÁ

ÅÃ
� . Áðü ôçí áíáëïãßá

ÄÁ

ÄÂ

ÅÁ

ÅÃ
� , ÷ñçóéìï-

ðïéþíôáò éäéüôçôåò áíáëïãéþí ðñïêýðôåé ç áíáëïãßá
ÄÁ

ÂÁ

ÅÁ

ÃÁ
� . �

Ðñüâëçìá 7.2 (êáôáóêåõÞ 4
çò

áíáëüãïõ)

Áí åßíáé ãíùóôÜ ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá á, â êáé ã, íá

êáôáóêåõáóôåß Ýíá ôìÞìá x ôÝôïéï, þóôå íá éó÷ýåé
á

â

ã

x
� .

ÊáôáóêåõÞ

Ðáßñíïõìå ôõ÷áßá ãùíßá xOy
�

êáé óôçí ðëåõñÜ ôçò Ïx äýï

äéáäï÷éêÜ ôìÞìáôá ôá ÏÁ=á êáé ÁÂ=â. Óôçí ðëåõñÜ Ïy ðáßñíïõìå

ôìÞìá ÏÃ=ã. Áðü ôï óçìåßï Â öÝñïõìå åõèåßá ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí

ÁÃ, ç ïðïßá ôÝìíåé ôçí Ïy óôï óçìåßï Ä. Ôï æçôïýìåíï åõèýãñáììï

ôìÞìá x åßíáé ôï ÃÄ.

Áðüäåéîç

Åöüóïí ÁÃ//ÂÄ, óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ èá Ý÷ïõìå

ÏÁ

ÁÂ

ÏÃ

ÃÄ
� Þ

á

â

ã

ÃÄ
�
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Ðñüâëçìá 7.3

Íá äéáéñåèåß åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ åóùôåñéêÜ êáé åîùôåñéêÜ

óå ëüãï
ì

í
, üðïõ ì êáé í ãíùóôÜ åõèýãñáììá ôìÞìáôá êáé ì�Í,

í�Í*, ì�í.

á) ÅóùôåñéêÞ äéáßñåóç

ÊáôáóêåõÞ

Áðü ôï Üêñï Á ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ öÝñïõìå ìßá

çìéåõèåßá Áx Ýôóé þóôå íá ó÷çìáôßæåôáé ôõ÷áßá ãùíßá BAx
�

. Óôçí

ðëåõñÜ Áx áõôÞò ôçò ãùíßáò ðáßñíïõìå äýï äéáäï÷éêÜ åõèýãñáììá

ôìÞìáôá ÁÃ=ì êáé ÃÄ=í. Óôç óõíÝ÷åéá öÝñïõìå ôç ÄÂ êáé áðü ôï Ã

ìßá åõèåßá ðáñÜëëçëç ðñïò ôç ÄÂ, ç ïðïßá ôÝìíåé ôï ÁÂ óôï óçìåßï

Ì. Ôï Ì åßíáé ôï æçôïýìåíï óçìåßï.

Áðüäåéîç

ÅðåéäÞ ÃÌ//ÄÂ óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ, óôï ôñßãùíï

ÁÂÄ èá Ý÷ïõìå
ÌÁ

ÌÂ

ÃÁ

ÃÄ
� Þ

ÌÁ

ÌÂ

ì

í
�

â) ÅîùôåñéêÞ äéáßñåóç

ÊáôáóêåõÞ

¸óôù üôé ì>í. Ôüôå
ì

í
1� êáé ãéá ôï æçôïýìåíï óçìåßï Í èá

Ý÷ïõìå
ÍÁ

ÍÂ

ì

í
1� � , äçëáäÞ ôï Í èá âñßóêåôáé óôçí ðñïÝêôáóç ôïõ

ÁÂ ðñïò ôï Â.

Áðü ôï Üêñï Á ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ öÝñïõìå

çìéåõèåßá Ax êáé ó÷çìáôßæïõìå ôõ÷áßá ãùíßá ÂÁx
�

. ÐÜíù óôçí

ðëåõñÜ ôçò Áx ðáßñíïõìå ôá ôìÞìáôá ÁÃ=ì êáé ÁÄ=ì–í. ¢ñá

ÃÄ=í. ÖÝñïõìå ôç ÄÂ êáé áðü ôï Ã åõèåßá ðáñÜëëçëç ðñïò ôç ÄÂ, ç

ïðïßá ôÝìíåé ôçí ðñïÝêôáóç ôïõ ÁÂ óôï óçìåßï Í. Ôï óçìåßï Í åßíáé

ôï æçôïýìåíï.

Áí ì<í äçëáäÞ
ì

í
1
 , ç êáôáóêåõÞ ãßíåôáé ìå ðáñüìïéï ôñüðï.

Áðüäåéîç

ÅðåéäÞ ÄÂ//ÃÍ óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ, óôï ôñßãùíï

ÁÃÍ èá Ý÷ïõìå:

ÍÁ

ÍÂ

ÃÁ

ÃÄ

ì

í
� �
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7.1

Íá åîåôÜóåôå áí éó÷ýåé ôï áíôßóôñïöï ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ

ÈáëÞ êáé ôïõ ðïñßóìáôïò 7.2.

Áðü ôï óçìåßï ôïìÞò Å ôùí äéáãùíßùí åíüò ôñáðåæßïõ ÁÂÃÄ

ìå ÁÂ//ÃÄ öÝñïõìå ðáñÜëëçëåò ðñïò ôéò ÁÄ êáé ÂÃ ïé ïðïßåò

ôÝìíïõí ôç âÜóç ÃÄ óôá óçìåßá Æ êáé Ç áíôßóôïé÷á. Íá

áðïäåßîåôå üôé ÄÆ=ÃÇ.

Áðüäåéîç

Åöüóïí ÁÂ//ÃÄ óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ éó÷ýåé

ÁÅ

ÁÃ

ÂÅ

ÂÄ
� (1)

Åöáñìüæïíôáò ôï ßäéï èåþñçìá óôï ôñßãùíï ÁÄÃ, üðïõ ÅÆ//ÁÄ

éó÷ýåé
ÁÅ

ÁÃ

ÄÆ

ÄÃ
� (2)

Ïìïßùò óôï ôñßãùíï ÂÄÃ éó÷ýåé
ÂÅ

ÂÄ

ÃÇ

ÄÃ
� (3)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (2) êáé (3) ëüãù ôçò (1) ðñïêýðôåé üôé:

ÄÆ

ÄÃ

ÃÇ

ÄÃ
� ïðüôå ÄÆ=ÃÇ.

Áðü Ýíá óçìåßï Ä ôçò ðëåõñÜò ÁÂ ôñéãþíïõ ÁÂÃ öÝñïõìå

ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ðëåõñÜ ÂÃ ðïõ ôÝìíåé ôçí ÁÃ óôï óçìåßï Å.

Áí ç ðáñÜëëçëç áðü ôï Å ðñïò ôçí ÁÂ ôÝìíåé ôç ÂÃ óôï Æ, íá

áðïäåé÷èåß üôé á)
ÁÄ

ÂÄ

ÂÆ

ÃÆ
� , â) ôá ôñßãùíá ÁÄÅ êáé ÁÂÃ Ý÷ïõí

áíÜëïãåò ðëåõñÝò .
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2

ÁÁ

ÅÅ

ÂÂ

ÃÃÄÄ ÆÆ ÇÇ

1



ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

Áðüäåéîç

á) Óôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé ÄÅ//ÂÃ, Üñá óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá

ôïõ ÈáëÞ éó÷ýåé

ÁÄ

ÄÂ

ÁÅ

ÅÃ
� (1)

Ïìïßùò ÅÆ//ÁÂ, Üñá
ÂÆ

ÆÃ

ÁÅ

ÅÃ
� (2)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé
ÁÄ

ÄÂ

ÂÆ

ÆÃ
� .

â) ÅðåéäÞ ÄÅ//ÂÃ éó÷ýåé

ÁÄ

ÁÂ

ÁÅ

ÁÃ
� (3)

êáé åðåéäÞ ÅÆ//ÁÂ éó÷ýåé

ÁÅ

ÁÃ

ÂÆ

ÂÃ
� (4)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3) êáé (4) ðñïêýðôåé üôé

ÁÄ

ÁÂ

ÂÆ

ÂÃ
� (5)

ÅðåéäÞ üìùò ÂÆ=ÄÅ (ëüãù ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ ÄÅÆÂ), ç

ó÷Ýóç (5) ãßíåôáé

ÁÄ

ÁÂ

ÄÅ

ÂÃ
� (6)

ÔåëéêÜ, áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3) êáé (6) ðñïêýðôåé üôé

ÁÄ

ÁÂ

ÄÅ

ÂÃ

ÁÅ

ÁÃ
� �

1 Óôï ôñßãùíï ÁÂÃ ôï È åßíáé ôï âáñýêåíôñï êáé

ç ÅÆ//ÂÃ. Áí ÁÅ=8 êáé ÆÃ=5, ðïéá åßíáé ôá

ìÞêç ôùí ðëåõñþí ÁÂ êáé ÁÃ;

2 Óôï ó÷Þìá ÄÅ//ÂÃ êáé ÄÆ//ÁÂ êáé ÁÅ=4,

ÄÆ=3 êáé ÃÆ=5. Ðüóï ôï ìÞêïò ôçò ÂÃ;

3 Áí ôá á, â êáé ã åßíáé ãíùóôÜ åõèýãñáììá

ôìÞìáôá, ðþò ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå

Ýíá ôìÞìá x ôÝôïéï, þóôå x
á â

ã
�

�
;
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

4
Áí

ÁÃ

ÁÂ

3

5
� , íá óõìðëçñþóåôå ôéò ôéìÝò ôùí

ëüãùí:
ÁÂ

ÃÂ
�� ,

ÁÃ

ÃÂ
�� ,

ÁÂ

ÃÁ
�� .

5 Óôï åðüìåíï ó÷Þìá ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ

åßíáé ôñáðÝæéï êáé ç ÊË äéÜìåóüò ôïõ. Íá

óõìðëçñþóåôå ôá êëÜóìáôá:

ÏÊ

ÂÃ

ÏÄ ÊÁ

ËÃ�

�

�

� � � .

6 ¸íá ôñßãùíï ìå ãùíßåò áíÜëïãåò ôùí

áñéèìþí 1, 2, 3, ôé åßäïõò ôñßãùíï åßíáé;

7 Ðþò ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôç èÝóç

ôïõ êÝíôñïõ âÜñïõò åíüò ôñéãþíïõ ìå ìßá

ìüíï äéÜìåóï;

8 Ï ëüãïò ôùí äéáóôÜóåùí åíüò ïñèïãùíßïõ

åßíáé
5

6
. Áí áõîÞóïõìå êáôÜ 1 cm êÜèå

äéÜóôáóç, ï ëüãïò áõôüò èá ìåôáâëçèåß;

1 Ïé ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÁÃ ôñéãþíïõ ÁÂÃ åßíáé

ÁÂ=9 cm êáé ÁÃ=15 cm. Áðü ôï êÝíôñï

âÜñïõò ôïõ öÝñïõìå åõèåßá ðáñÜëëçëç ðñïò

ôç ÂÃ, ðïõ ôÝìíåé ôéò ÁÂ, ÁÃ óôá óçìåßá Ä êáé

Å áíôßóôïé÷á. Íá õðïëïãßóåôå ôá ÁÄ êáé ÃÅ.

2 Íá äéáéñÝóåôå Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ óå

ôñßá åõèýãñáììá ôìÞìáôá áíÜëïãá ðñïò ôïõò

áñéèìïýò 1, 3 êáé 5.

3 Áðü Ýíá óçìåßï Å ôçò äéáìÝóïõ ÁÄ ôñéãþíïõ

ÁÂÃ öÝñïõìå ðáñÜëëçëåò ðñïò ôéò ÁÂ, ÁÃ

ðïõ ôÝìíïõí ôç ÂÃ óôá óçìåßá Æ êáé Ç

áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ÅÄ åßíáé

äéÜìåóïò ôïõ ôñéãþíïõ ÅÆÇ.

4 Áðü Ýíá óçìåßï Å ôçò ðëåõñÜò ÂÃ ôñéãþíïõ

ÁÂÃ, öÝñïõìå ðáñÜëëçëç ðñïò ôç äéÜìåóï

ÁÄ, ðïõ ôÝìíåé ôéò ÁÃ êáé ÁÂ óôá óçìåßá Æ êáé

Ç áíôßóôïé÷á. Íá äåßîåôå üôé
ÁÇ

ÁÂ

ÁÆ

ÁÃ
� .

5 Äßíåôáé ãùíßá xÏy
�

êáé äýï óçìåßá Á êáé Â ôçò

Ïx. ÖÝñïõìå áðü ôá Á êáé Â äõï åõèåßåò

ìåôáîý ôïõò ðáñÜëëçëåò, ðïõ ôÝìíïõí ôçí Ïy

óôá Ã êáé Ä áíôßóôïé÷á êáé áðü ôï Ä

ðáñÜëëçëç ðñïò ôç ÂÃ, ðïõ ôÝìíåé ôçí Ïx óôï

Å. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ÏÂ åßíáé ìÝóç

áíÜëïãïò ôùí ÏÁ êáé ÏÅ.

6 Áðü ôï óçìåßï ôïìÞò Ï ôùí äéáãùíßùí êõñôïý

ôåôñáðëåýñïõ ÁÂÃÄ öÝñïõìå ðáñÜëëçëåò

ðñïò ôéò ÁÂ êáé ÁÄ, ðïõ ôÝìíïõí ôéò ÂÃ êáé ÃÄ

óôá óçìåßá Ì êáé Í áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå

üôé ÌÍ//ÄÂ.

7 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ÂÄ, ÃÅ ôá ýøç ôïõ.

ÖÝñïõìå êáé ôá ýøç ÄÆ êáé ÅÈ ôïõ ôñéãþíïõ

ÁÄÅ. Íá áðïäåßîåôå üôé ÆÈ//ÂÃ.
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

1 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé Ýíá óçìåßï Ä ôçò

ðëåõñÜò ÁÂ. Áí ðñïåêôåßíïõìå ôçí ÁÃ êáôÜ

ôìÞìá ÃÅ=ÂÄ êáé ç ÄÅ ôÝìíåé ôç ÂÃ óôï Ì, íá

áðïäåßîåôå üôé
ÄÌ

ÌÅ

ÁÃ

ÁÂ
� .

2 Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ êáé Æ Ýíá

óçìåßï ôçò ÁÄ ôÝôïéï, þóôå
ÁÆ

ÆÄ
3� . Ç ÃÆ

ôÝìíåé ôç äéáãþíéï ÂÄ óôï óçìåßï Å. Íá

áðïäåßîåôå üôé ÂÅ=4ÅÄ.

3 Áðü ôçí êïñõöÞ Á åíüò ðáñáëëçëïãñÜììïõ

ÁÂÃÄ öÝñïõìå ìéá åõèåßá å, ðïõ ôÝìíåé ôï

ðáñáëëçëüãñáììï êáé ôÝìíåé ôéò ÂÄ, ÂÃ, ÃÄ

óôá óçìåßá Å, Æ êáé È áíôßóôïé÷á. Íá

áðïäåßîåôå üôé
1

ÁÅ

1

ÁÆ

1

ÁÈ
� � .

4 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé óçìåßï Æ ôçò ÁÂ

ôÝôïéï, þóôå
ÁÆ

ÁÂ

1

3
� . Ç ÃÆ ôÝìíåé ôç äéÜìåóï

ÁÄ óôï óçìåßï Ì. Íá âñåßôå ôï ëüãï óôïí

ïðïßï ôï Ì äéáéñåß ôç äéÜìåóï.

5 Áðü ôï âáñýêåíôñï G ôñéãþíïõ ÁÂÃ öÝñïõìå

åõèåßá ðáñÜëëçëç ðñïò ôç ÂÃ, ðïõ ôÝìíåé ôéò

ÁÂ êáé ÁÃ óôá óçìåßá Ä êáé Å áíôßóôïé÷á.

Åðßóçò öÝñïõìå áðü ôï Ä ðáñÜëëçëç ðñïò

ôçí ÁÃ êáé áðü ôï Å ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ÁÂ,

ðïõ ôÝìíïõí ôç ÂÃ óôá óçìåßá Ì êáé Í

áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé:

á) Áí ÁÑ ç äéÜìåóïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ, ôüôå

ÂÄ

ÂÁ

1

3
� .

â)
ÂÌ

ÂÃ

1

3
� êáé

ÃÍ

ÃÂ

1

3
� .

ã) ÂÌ=ÌÍ=ÍÃ.

6 Áí Ï Ýíá óçìåßï ôçò ðëåõñÜò ÂÃ ôñéãþíïõ

ÁÂÃ êáé G1, G2 ôá âáñýêåíôñá ôùí ôñéãþíùí

ÁÂÏ, ÁÃÏ áíôßóôïé÷á êáé Ì, Í ôá ìÝóá ôùí

ÂÏ êáé ÏÃ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé

G1G2//MN.

7 Áí Ï ç ôïìÞ ôùí äéáãùíßùí êõñôïý

ôåôñáðëåýñïõ ÁÂÃÄ êáé G1, G2, G3, G4 ôá

âáñýêåíôñá ôùí ôñéãþíùí ÁÂÏ, ÃÂÏ, ÃÄÏ,

ÄÁÏ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ôï

ôåôñÜðëåõñï G1G2G3G4 åßíáé ðáñáëëç-

ëüãñáììï.

8 Ç äéÜìåôñïò ÁÅ ôïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ

êýêëïõ åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ ôÝìíåé ôç ÂÃ óôï

Ä. Áðü ôï Ä öÝñïõìå ôéò êÜèåôåò óôéò ÁÂ êáé

ÁÃ, ðïõ ôéò ôÝìíïõí óôá óçìåßá Æ êáé Ç

áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé ÆÇ//ÂÃ.

9 Äýï êýêëïé (Ê,R) êáé (Ë,ñ) åöÜðôïíôáé

åóùôåñéêÜ óôï óçìåßï Á. Áí R>ñ êáé äýï

÷ïñäÝò ÁÃ êáé ÁÅ ôïõ êýêëïõ (Ê,R) ôÝìíïõí

ôïí (Ë,ñ) óôá óçìåßá Â êáé Ä áíôßóôïé÷á, íá

äåßîåôå üôé
ÁÂ

ÂÃ

ÁÄ

ÄÅ
� .

10 Äýï êýêëïé (Ê,R) êáé (Ë,ñ) ôÝìíïíôáé óôá

óçìåßá Á êáé Á~. Íá êáôáóêåõáóôåß åõèåßá,

ðïõ íá ðåñíÜåé áðü ôï Á êáé íá ôÝìíåé ôïõò

êýêëïõò óôá óçìåßá Â êáé Ã, þóôå íá åßíáé

ÁÂ=ÁÃ.
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7.3 Êýêëïò ôïõ ÁðïëëþíéïõÊýêëïò ôïõ Áðïëëþíéïõ

Èåþñçìá ôùí äé÷ïôüìùí ôñéãþíïõ

Ç åóùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò ôñéãþíïõ ÷ùñßæåé ôçí

áðÝíáíôé ðëåõñÜ åóùôåñéêÜ óå ëüãï ßóï ìå ôï ëüãï ôùí

ðñïóêåßìåíùí ðëåõñþí.

Áðüäåéîç

¸óôù ÁÄ ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò Á
�

ôñéãþíïõ ÁÂÃ. Áðü ôçí

êïñõöÞ Â öÝñïõìå ðáñÜëëçëç ðñïò ôç äé÷ïôüìï ÁÄ ç ïðïßá ôÝìíåé

ôçí ðñïÝêôáóç ôçò ðëåõñÜò ÁÃ óôï óçìåßï Ç. ÅðåéäÞ Á Â1 1

� �

� (åíôüò

åíáëëÜî), Á Ç2

� �

� (åíôüò åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ), Á Á1 2

� �

� (ÁÄ äé-

÷ïôüìïò) óõìðåñáßíïõìå üôé Ç Â
� �

� 1. ¢ñá ôï ôñßãùíï ÁÂÇ åßíáé

éóïóêåëÝò ìå ÁÂ=ÁÇ (1)

Óôï ôñßãùíï ÃÇÂ Ý÷ïõìå ÁÄ//ÇÂ ïðüôå èá éó÷ýåé

ÄÂ

ÄÃ

ÁÇ

ÁÃ
� (2)

Ç ó÷Ýóç (2) ëüãù ôçò (1) ãßíåôáé
ÄÂ

ÄÃ

ÁÂ

ÁÃ
� . �

Ç åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò ôñéãþíïõ ôÝìíåé ôï

öïñÝá ôçò áðÝíáíôé ðëåõñÜò óå óçìåßï ðïõ ÷ùñßæåé ôçí

áðÝíáíôé ðëåõñÜ åîùôåñéêÜ óå ëüãï ßóï ìå ôï ëüãï ôùí

ðñïóêåßìåíùí ðëåõñþí.

Áðüäåéîç

¸óôù ÁÅ ç åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò Á
�

ôñéãþíïõ ÁÂÃ.

Áðü ôï Â öÝñïõìå ôç ÂÈ//ÁÅ. Ó÷çìáôßæåôáé ðÜëé Ýíá éóïóêåëÝò

ôñßãùíï ÁÂÈ (Â Á Á È1 2 1 1

� � � �

� � � ) ìå ÁÂ=ÁÈ. Óýìöùíá ìå ôï

èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ Ý÷ïõìå

ÅÂ

ÅÃ

ÁÈ

ÁÃ
� . ÔåëéêÜ

ÅÂ

ÅÃ

ÁÂ

ÁÃ
� �

ÐáñáôÞñçóç

• Ôï èåþñçìá ôçò åóùôåñéêÞò äé÷ïôüìïõ éó÷ýåé ãéá êÜèå ôñßãùíï
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7.2

êáé ãéá êÜèå äé÷ïôüìï. Ôï áíôßóôïé÷ï èåþñçìá ôçò åîùôåñéêÞò

äé÷ïôüìïõ éó÷ýåé, ìå ôçí ðñïûðüèåóç üôé ïé ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÁÃ

åßíáé Üíéóåò. Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ÁÂ=ÁÃ ç åîùôåñéêÞ

äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò Á
�

åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ôç ÂÃ.

Íá áðïäåßîåôå üôé éó÷ýïõí ôá áíôßóôñïöá ôùí äýï èåùñçìÜôùí

ôùí äé÷ïôüìùí.

• Õðïëïãéóìüò ôùí åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí, óôá ïðïßá

÷ùñßæåé ç äé÷ïôüìïò ôçí áðÝíáíôé ðëåõñÜ óõíáñôÞóåé ôùí

ìçêþí á, â, ã.

Èåùñïýìå ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôçí åóùôåñéêÞ äé÷ïôüìï ÁÄ.

Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôùí äé÷ïôüìùí êáé ôéò éäéüôçôåò ôùí

áíáëïãéþí, äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìå

ÂÄ

ÄÃ

ã

â
� Þ

ÂÄ

ÄÃ ÂÄ

ã

â ã�
�

�
Þ

ÂÄ

á

ã

â ã
�

�

äçëáäÞ ÂÄ
áã

â ã
�

�

Åðßóçò ÄÃ ÂÃ ÂÄ á
áã

â ã

áâ áã áã

â ã
� � � �

�
�

� �

�

äçëáäÞ ÄÃ
áâ

â ã
�

�

Áí ÁÅ åßíáé ç åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò êáé â>ã, ôüôå äéáäï÷éêÜ

Ý÷ïõìå
ÂÅ

ÅÃ

ã

â
� Þ

ÂÅ

ÅÃ ÂÅ

ã

â ã�
�

�
Þ

ÂÅ

á

ã

â ã
�

�

äçëáäÞ ÂÅ
áã

â ã
�

�

Åðßóçò ÅÃ ÅÂ ÂÃ
áã

â ã
á

áã áâ áã

â ã
� � �

�
� �

� �

�

äçëáäÞ ÅÃ
áâ

â ã
�

�

¼ôáí åßíáé â<ã, ôüôå óôéò ðñïçãïýìåíåò éóüôçôåò áíôß ãéá â–ã

èá Ý÷ïõìå ã–â.
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ÓõæõãÞ áñìïíéêÜ óçìåßá

• Óå ôñßãùíï ÁÂÃ ôá ß÷íç Ä êáé Ç ôùí äé÷ïôüìùí ôçò ãùíßáò Á
�

÷ùñßæïõí ôçí ðëåõñÜ ÂÃ åóùôåñéêÜ êáé åîùôåñéêÜ óôï ßäéï

ëüãï, äçëáäÞ

ÄÂ

ÄÃ

ÇÂ

ÇÃ
�

Ôüôå ëÝìå üôé ôá óçìåßá Ä êáé Ç åßíáé áñìïíéêÜ óõæõãÞ ôùí Â êáé Ã.

Ôá óçìåßá Á êáé Ã åßíáé áñìïíéêÜ óõæõãÞ ôùí óçìåßùí Â êáé Ä üôáí

ôá Á,Â,Ã,Ä åßíáé óõíåõèåéáêÜ êáé éó÷ýåé ç áíáëïãßá
ÁÂ

ÁÄ

ÃÂ

ÃÄ
� .

Åðßóçò ëÝìå üôé ç ôåôñÜäá Á, Ã, Â, Ä åßíáé áñìïíéêÞ. Åßíáé

ðñïöáíÝò üôé, áí ôá Á, Ã åßíáé áñìïíéêÜ óõæõãÞ ôùí Â, Ä, ôüôå êáé ôá

Â, Ä åßíáé áñìïíéêÜ óõæõãÞ ôùí Á, Ã.

Ðñüâëçìá 7.4

Íá âñåèåß ï Ãåùìåôñéêüò Ôüðïò ôùí óçìåßùí ôùí ïðïßùí ï

ëüãïò ôùí áðïóôÜóåùí áðü äýï óôáèåñÜ óçìåßá ôïõ åðéðÝäïõ,

åßíáé
ì

í
1� .

¸óôù Á êáé Â ôá óôáèåñÜ óçìåßá êáé Ì Ýíá óçìåßï åêôüò ôçò

åõèåßáò ÁÂ ãéá ôï ïðïßï éó÷ýåé
ÌÁ

ÌÂ

ì

í
� . Áí ÌÄ êáé ÌÅ ç åóùôåñéêÞ

êáé åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò Ì
�

ôïõ ôñéãþíïõ ÌÁÂ, ôüôå ôá

ß÷íç ôïõò Ä êáé Å åßíáé åðßóçò óôáèåñÜ, äéüôé ÷ùñßæïõí ôï ÁÂ

åóùôåñéêÜ êáé åîùôåñéêÜ óå óôáèåñü ëüãï
ì

í
. Åðßóçò ç ãùíßá ÅÌÄ

�

åßíáé ïñèÞ, Üñá ôï óçìåßï Ì áíÞêåé óôïí êýêëï äéáìÝôñïõ ÄÅ.

Áíôéóôñüöùò

Èá áðïäåßîïõìå üôé Ýíá ôõ÷áßï óçìåßï Ì ôïõ êýêëïõ áõôïý Ý÷åé

ôçí éäéüôçôá
ÌÁ

ÌÂ

ì

í
� .

ÖÝñïõìå áðü ôï Á ôéò ÁÆ êáé ÁÇ ðáñÜëëçëåò ðñïò ôéò ÌÅ êáé

ÌÄ áíôßóôïé÷á, ïé ïðïßåò ôÝìíïõí ôçí åõèåßá ÌÂ óôá óçìåßá Æ êáé Ç.

Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ Ý÷ïõìå

ÌÆ

ÌÂ

ÅÁ

ÅÂ
� (1) êáé

ÌÇ

ÌÂ

ÄÁ

ÄÂ
� (2)
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7.3

Óôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ôá äåýôåñç ìÝëç åßíáé ßóá (äéüôé ôá Å êáé

Ä ÷ùñßæïõí ôï ôìÞìá ÁÂ óå ßóïõò ëüãïõò), Üñá èá åßíáé ßóá êáé ôá

ðñþôá. Ïðüôå
ÌÆ

ÌÂ

ÌÇ

ÌÂ
� , áð' üðïõ ðñïêýðôåé ÌÆ=ÌÇ äçëáäÞ ÁÌ

äéÜìåóïò ôïõ ôñéãþíïõ ÇÁÆ. ¼ìùò ç ãùíßá ÇÁÆ
�

åßíáé ïñèÞ, äéüôé ïé

ðëåõñÝò ôçò åßíáé ðáñÜëëçëåò ìå ôéò ðëåõñÝò ôçò ïñèÞò ãùíßáò ÅÌÄ
�

.

¢ñá ç äéÜìåóüò ÁÌ ôïõ ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ ÇÁÆ åßíáé ßóç ìå ôï

ìéóü ôçò õðïôåßíïõóáò ÇÆ, äçëáäÞ ÌÁ=ÌÇ=ÌÆ.

¸ôóé ç ó÷Ýóç (1) ãñÜöåôáé
ÌÁ

ÌÂ

ÅÁ

ÅÂ
� Þ

ÌÁ

ÌÂ

ì

í
�

¢ñá ï æçôïýìåíïò ãåùìåôñéêüò ôüðïò åßíáé ï êýêëïò äéáìÝôñïõ

ÅÄ. Ï êýêëïò áõôüò êáëåßôáé Áðïëëþíéïò êýêëïò.

ÊáôáóêåõÞ

Ç êáôáóêåõÞ ôïõ Áðïëëþíéïõ êýêëïõ, üôáí åßíáé ãíùóôÜ ôá

óçìåßá Á êáé Â êáé ï ëüãïò
ì

í
, óôçñßæåôáé óå ðñïçãïýìåíåò ãíùóôÝò

êáôáóêåõÝò. ×ùñßæïõìå áñ÷éêÜ ôï ôìÞìá ÁÂ åóùôåñéêÜ êáé

åîùôåñéêÜ óå ëüãï
ì

í
ïðüôå ðñïóäéïñßæïõìå Ýíá óçìåßï Ä åóùôåñéêü

ôïõ ÁÂ êáé Ýíá óçìåßï Å åîùôåñéêü ôïõ ÁÂ ôÝôïéá, þóôå
ÄÁ

ÄÂ

ì

í
� êáé

ÅÁ

ÅÂ

ì

í
� êáé óôç óõíÝ÷åéá ìå äéÜìåôñï ôï ôìÞìá ÄÅ ãñÜöïõìå êýêëï.

Óôï äéðëáíü ó÷Þìá ç åõèåßá å ðáñéóôÜíåé ìßá óéäçñïäñïìéêÞ

ãñáììÞ êáé ôá óçìåßá Á êáé Â ôéò èÝóåéò äýï ÷ùñéþí ìå ðëçèõ-

óìïýò 5.000 êáé 8.000 êáôïßêïõò áíôßóôïé÷á. Ðþò èá ðñïóäéï-

ñßóåôå ôç èÝóç ðïõ ðñÝðåé íá êôßóïõìå Ýíá óôáèìü Ó ãéá ôçí åîõðç-

ñÝôçóç ôùí äýï ÷ùñéþí þóôå ïé áðïóôÜóåéò ôïõ Ó áðü ôá ÷ùñéÜ íá

åßíáé áíôéóôñüöùò áíÜëïãåò ôùí ðëçèõóìþí ôïõò;
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Íá êáôáóêåõáóôåß ôñßãùíï ÁÂÃ, üôáí äßíåôáé ç ðëåõñÜ

ÂÃ=á, ôï ýøïò ÁÄ=õ êáé ãíùñßæïõìå üôé ç ðëåõñÜ ÁÃ åßíáé

äéðëÜóéá áðü ôçí ÁÂ.

ÁíÜëõóç

¸óôù üôé ôï ôñßãùíï ÁÂÃ êáôáóêåõÜóôçêå. Åöüóïí ÁÃ=2ÁÂ

èá Ý÷ïõìå
ÁÃ

ÁÂ
2� , Üñá ç êïñõöÞ Á èá áíÞêåé óôïí Áðïëëþíéï

êýêëï ôïõ ïðïßïõ ôá óçìåßá Ý÷ïõí ëüãï áðïóôÜóåùí áðü ôá Â êáé Ã

ßóï ìå 2. Áõôüò ï êýêëïò ìðïñåß íá êáôáóêåõáóôåß. Áêüìç ç

áðüóôáóç ôïõ óçìåßïõ Á áðü ôç ÂÃ åßíáé õ, Üñá ôï Á èá áíÞêåé êáé óå

ìßá åõèåßá å ðáñÜëëçëç ôçò ÂÃ óå áðüóôáóç õ. Ç ôïìÞ ôùí äýï

áõôþí ãåùìåôñéêþí ôüðùí èá ðñïóäéïñßóåé ôç èÝóç ôçò êïñõöÞò Á.

Óýíèåóç

Èåùñïýìå Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ÂÃ=á. ÃñÜöïõìå ôïí

Áðïëëþíéï êýêëï ôùí óçìåßùí ðïõ Ý÷ïõí ëüãï áðïóôÜóåùí áðü ôá

óçìåßá Ã êáé Â ßóï ìå 2. ÖÝñïõìå óôç óõíÝ÷åéá ìßá åõèåßá å

ðáñÜëëçëç ðñïò ôç ÂÃ êáé óå áðüóôáóç õ. Áí Á ç ôïìÞ ôçò å êáé ôïõ

êýêëïõ, ôï ÁÂÃ åßíáé ôï æçôïýìåíï ôñßãùíï.

Áðüäåéîç

ÐñïöáíÞò.

Äéåñåýíçóç

Ç åõèåßá å êáé ï êýêëïò ìðïñåß íá Ý÷ïõí 2 Þ 1 Þ êáé êáíÝíá

êïéíü óçìåßï. Óå êÜèå ìéá áðü áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò èá Ý÷ïõìå êáé

éóÜñéèìåò ëýóåéò óôï ðñüâëçìá, äçëáäÞ 2 ëýóåéò, 1 ëýóç, êáìßá

ëýóç.

ÕðÜñ÷åé üìùò áêüìç ìßá åõèåßá ðáñÜëëçëç ðñïò ôç ÂÃ êáé óå

áðüóôáóç õ áð' áõôü. Ôá êïéíÜ óçìåßá áõôÞò ôçò åõèåßáò ìå ôïí

êýêëï èá äþóïõí üìùò ôñßãùíá ðïõ èá åßíáé ßóá ìå ôá ðñïç-

ãïýìåíá êáé ãéá ôï ëüãï áõôü äå èåùñïýíôáé ëýóåéò äéáöïñåôéêÝò.
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Áí Ä óçìåßï ôçò ðëåõñÜò ÂÃ éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ ÁÂÃ ìå

ÁÂ=ÁÃ êáé ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí ÂÁÄ
�

êáé ÃÁÄ
�

ôÝìíïõí ôç ÂÃ

óôá óçìåßá Å êáé Æ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåé÷ôåß üôé
ÄÅ

ÅÂ

ÄÆ

ÆÃ
� .

Áðüäåéîç

Åöüóïí ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé éóïóêåëÝò Ý÷ïõìå ÁÂ=ÁÃ (1)

Óôï ôñßãùíï ÁÂÄ ç ÁÅ åßíáé åóùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò, Üñá

óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá åóùôåñéêÞò äé÷ïôüìïõ éó÷ýåé

ÄÅ

ÅÂ

ÁÄ

ÁÂ
� (2)

Ïìïßùò óôï ôñßãùíï ÁÃÄ éó÷ýåé
ÄÆ

ÆÃ

ÁÄ

ÁÃ
�

(3)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1), (2) êáé (3) ðñïêýðôåé üôé
ÄÅ

ÅÂ

ÄÆ

ÆÃ
�

Ï Áðïëëþíéïò, äéÜóçìïò ìáèçìáôéêüò ôçò

áñ÷áéüôçôáò êáôáãüìåíïò áðü ôçí Ðáìöõëßá ôçò

Ì. Áóßáò, Þêìáóå êáôÜ ôïí 3
ï

áé. ð.×. êáé Ýãñáøå

ðïëëÜ óõããñÜììáôá. Èåùñåßôáé åöÜìéëëïò ôïõ

Áñ÷éìÞäç. Ôï Ýñãï ôïõ "Ðåñß åðéðÝäùí ãåù-

ìåôñéêþí ôüðùí" ðåñéëáìâÜíåé ôç ìåëÝôç ãíùóôÞ

ùò "ðåñéöÝñåéá ôïõ Áðïëëþíéïõ". Ôï óðïõ-

äáéüôåñï üìùò Ýñãï ôïõ ðïõ áðïôåëåßôáé áðü

ïêôþ âéâëßá ìå ôïí ôßôëï "ÊùíéêÜ" áíáöÝñåôáé óôéò

êùíéêÝò ôïìÝò. Óôï Ýñãï áõôü ÷ñçóéìïðïßçóå ôá

óõæõãÞ áñìïíéêÜ óçìåßá ãéá ôçí êáôáóêåõÞ

åöáðôïìÝíùí óôçí õðåñâïëÞ êáé ôçí Ýëëåéøç.

Áðü ôï óýíïëï ôùí ïêôþ âéâëßùí óþèçêáí ôá

ôÝóóåñá ðñþôá óôçí åëëçíéêÞ ãëþóóá êáé ôñßá

óôçí áñáâéêÞ åíþ ôï üãäïï ÷Üèçêå.

×áñáêôçñéóôéêÞ åßíáé ç äÞëùóç ôïõ Leibniz:

"åêåßíïò, ï ïðïßïò êáôáíïåß ôïí Áñ÷éìÞäç êáé ôïí

Áðïëëþíéï, èáõìÜæåé ëéãüôåñï ôéò åðéíïÞóåéò ôùí

íåüôåñùí ìåãÜëùí áíäñþí".
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

1 Ðþò ìðïñïýìå ìå ôç âïÞèåéá ôïõ èåùñÞ-

ìáôïò ôçò åóùôåñéêÞò äé÷ïôüìïõ íá áðïäåß-

îïõìå üôé ç äé÷ïôüìïò óôï éóïóêåëÝò ôñßãùíï

åßíáé êáé äéÜìåóïò;

2 Ãéá ðïéï ëüãï áðïêëåßåôáé ç ÁÅ íá åßíáé ç

åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ;

3 Óôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ç ÂÄ åßíáé ç

äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò Â
�

. Íá áíôéêáôáóôÞóåôå

ôéò ôåëåßåò ìå ôá óýìâïëá > Þ < óôéò ðáñá-

êÜôù ðåñéðôþóåéò: á) ÄÁ....ÁÂ, ÄÁ....ÄÃ,

ÂÃ....ÄÃ

4 Óôï ó÷Þìá óçìåéþíïíôáé ôá ìÞêç ïñéóìÝíùí

ôìçìÜôùí. Íá åîçãÞóåôå ãéáôß ç ãùíßá ÁÅÃ
�

åßíáé ïñèÞ.

5 Óôï ó÷Þìá åßíáé äõíáôü íá éó÷ýåé:

ÁÄ

ÁÅ

ÂÄ

ÂÅ

ÃÄ

ÃÅ
� � ;

6 Ôá óçìåßá Á, Ã, Â, Ä áðïôåëïýí áñìïíéêÞ

ôåôñÜäá;

1 Ïé ðëåõñÝò åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ åßíáé ÁÂ=10

cm, ÂÃ=9 cm êáé ÁÃ=6 cm. Áí ÃÄ åßíáé ç

åóùôåñéêÞ êáé ÃÆ ç åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò ôçò

ãùíßáò Ã
�

, íá õðïëïãßóôå ôç ÆÄ.

2 Áí ÁÄ ç äé÷ïôüìïò êáé É ôï Ýãêåíôñï ôïõ

ôñéãþíïõ ÁÂÃ, íá õðïëïãßóåôå ôï ëüãï
ÉÄ

ÉÁ
óõíáñôÞóåé ôùí á, â, ã.

3 Èåùñïýìå ôéò äé÷ïôüìïõò ÁÄ, ÂÅ, ÃÆ

ôñéãþíïõ ÁÂÃ ïé ïðïßåò ôÝìíïíôáé óôï É.

á) Íá áðïäåßîåôå üôé

ÉÁ

ÉÄ

ÉÂ

ÉÅ

ÉÃ

ÉÆ

â ã

á

ã á

â

á â

ã
� � �

�
�

�
�

�

â) ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï åñþôçìá (á) êáé ôçí

ðñüôáóç "ôï Üèñïéóìá äõï áíôßóôñïöùí

áñéèìþí åßíáé ìåãáëýôåñï Þ ßóï ôïõ 2", íá

áðïäåßîåôå üôé
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

ÉÁ

ÉÄ

ÉÂ

ÉÅ

ÉÃ

ÉÆ
6� � �

4 Áí óå ôñßãùíï ÁÂÃ öÝñïõìå ôéò äé÷ïôüìïõò

ÁÄ, ÂÅ êáé ÃÆ, ðïõ ôÝìíïíôáé óôï Ï, íá

áðïäåßîåôå üôé ÁÏ>ÏÄ, ÂÏ>ÏÅ êáé

ÃÏ>ÏÆ.

5 Áí ÁÄ, ÂÅ êáé ÃÆ ïé åóùôåñéêÝò äé÷ïôüìïé

åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé

ÂÄ

ÃÄ

ÃÅ

ÁÅ

ÆÁ

ÂÆ
1� � �

6 ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ÁÄ ç äé÷ïôüìïò ôçò

ãùíßáò A
�

. Áí ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò Â
�

êáé ç

äé÷ïôüìïò ôçò åîùôåñéêÞò ôçò ãùíßáò Ã
�

ôÝìíïõí

ôçí ÁÄ óôá óçìåßá Å êáé Æ áíôßóôïé÷á, íá

áðïäåßîåôå üôé ôá óçìåßá Å êáé Æ åßíáé óõæõãÞ

áñìïíéêÜ ôùí Á êáé Ä.

7 ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ=6 cm, ÂÃ=10 cm

êáé ÁÃ=9 cm. Áí Ä, Å êáé Ì ôá ìÝóá ôùí ÁÂ, ÁÃ

êáé ÂÃ áíôßóôïé÷á êáé ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò

ÄÌÅ
�

ôÝìíåé ôç ÄÅ óôï Æ, íá õðïëïãßóåôå ôá

ôìÞìáôá ÆÄ êáé ÆÅ.

8 Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ìå A
�

� �90 êáé Â
�

� �60

öÝñïõìå ôç äé÷ïôüìï ÂÄ êáé ôç äéÜìåóï ÂÌ

ôïõ ôñéãþíïõ ÂÄÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé

ÁÄ=ÄÌ=ÌÃ.

1 Ïé äé÷ïôüìïé ÂÄ êáé ÃÅ ôñéãþíïõ ÁÂÃ

ôÝìíïõí ôç äéÜìåóï ÁÌ óôá óçìåßá Ê êáé Ë

áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé

ÁÊ

ÊÌ

ÁË

ËÌ
2� � .

2 ÔÝóóåñéò çìéåõèåßåò Ïx, Ïy, Ïæ, Ït

ó÷çìáôßæïõí äéáäï÷éêÝò ãùíßåò ßóåò ìå 45� ç

êáèåìéÜ. Åðß ôçò Ïx êáé Ït ðáßñíïõìå ôá

óçìåßá Á êáé Ä áíôßóôïé÷á Ýôóé, þóôå ÏÁ=ÏÄ.

Áí ç ÁÄ ôÝìíåé ôéò Ïy êáé Ïæ óôá óçìåßá Â êáé

Ã áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé:

á) Ôá Â, Ä åßíáé óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Á, Ã.

â) Ç ÁÂ åßíáé ìÝóç áíÜëïãïò ôùí ÁÄ êáé ÂÃ.

3 Äßíåôáé çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ ÁÂ. ÖÝñïõìå ôéò

åöáðôüìåíåò óôá Üêñá Á êáé Â ôçò äéáìÝôñïõ

êáé áðü Ýíá óçìåßï Ì ôïõ çìéêõêëßïõ

öÝñïõìå Üëëç åöáðôïìÝíç ðïõ ôÝìíåé ôéò

ðñþôåò óôá Ã êáé Ä, åíþ ôçí ðñïÝêôáóç ôçò

ÁÂ óôï Å. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá óçìåßá Ì êáé Å

åßíáé óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Ã êáé Ä.

4 Áðü óçìåßï Á åîùôåñéêü ôïõ êýêëïõ (Ï,R)

ö;eñïõìå ôéò åöáðôüìåíåò ÁÂ êáé ÁÃ êáé ôçí

ÁÏ ç ïðïßá ôÝìíåé ôïí êýêëï óôá Ä êáé Å êáé

ôç ÂÃ óôï Æ. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá óçìåßá Ä êáé

Å åßíáé óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Á êáé Æ.

5 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ=8 cm, ÂÃ=10 cm

êáé ÁÃ=12 cm êáé óçìåßï Ä ôçò ÂÃ ôÝôïéï þóôå

ÂÄ=4 cm êáé óçìåßï Å ôçò ÁÄ ôÝôïéï þóôå

ÁÅ=2ÅÄ. Áí ç ÂÅ ôÝìíåé ôçí ÁÃ óôï Æ:

á) Íá áðïäåßîåôå üôé ç ÁÄ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò

A
�

êáé ç ÂÅ äé÷ïôüìïò ôçò Â
�

.

â) Íá õðïëïãßóåôå ôï ìÞêïò ôïõ ÁÆ.

6 ¸óôù ÁÂ êáé ÃÄ äýï êÜèåôåò äéÜìåôñïé

êýêëïõ (Ï,R) êáé Ì ôï ìÝóï ôçò ÏÄ. Áí ç ÁÌ

ôÝìíåé ôïí êýêëï óôï Å, íá áðïäåßîåôå üôé

ÅÃ=3ÅÄ.

7 Áðü ôï ìÝóï Ì ôçò ðëåõñÜò ÂÃ ôñéãþíïõ ÁÂÃ

öÝñïõìå ðáñÜëëçëç ðñïò ôç äé÷ïôüìï ÁÄ ðïõ

ôÝìíåé ôçí ÁÂ óôï Ñ êáé ôçí ÁÃ óôï Ê. Íá äåé÷ôåß

üôé ÃÊ ÂÑ
1

2
(â ã)� � � .
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ7
ïõ

ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ 7
ïõ

ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

1 ¸óôù ÁÂÃ ôñßãùíï êáé ÁÄ ç åóùôåñéêÞ

äé÷ïôüìïò. ÖÝñïõìå ÄÅ//ÁÂ, ç ïðïßá ôÝìíåé

ôçí ÁÃ óôï óçìåßï Å. Íá áðïäåßîåôå üôé
1

ÁÅ

1

â

1

ã
� �

2 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé Ì ôï ìÝóï ôçò

ðëåõñÜò ÂÃ. Áí ÄÌ, ÌÅ ïé åóùôåñéêÝò

äé÷ïôüìïé ôùí ôñéãþíùí ÁÌÂ êáé ÁÌÃ

áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ÄÅ//ÂÃ.

3 ¸óôù ÁÂÃ ôñßãùíï åããåãñáììÝíï óå êýêëï.

Óôï ìÝóï Ì ôïõ ôüîïõ ÂÃ öÝñïõìå

åöáðôïìÝíç ç ïðïßá ôÝìíåé ôéò ÁÂ êáé ÁÃ óôá

Å êáé Ä áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé

ÂÅ

ÃÄ

ÌÅ

ÌÄ
� .

4 Äßíåôáé ïîõãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ åããåãñáììÝíï

óå êýêëï êáé Ê, Ë, Ì ôá ìÝóá ôùí êõñôþí

ôüîùí ÂÃ
�

, ÃÁ
�

êáé ÁÂ
�

áíôßóôïé÷á. Ïé ÊË êáé ÊÌ

ôÝìíïõí ôéò ðëåõñÝò ÁÃ êáé ÁÂ óôá óçìåßá Ä

êáé Å áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé ÄÅ//ÂÃ.

5 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå â+ã=2á, ç

äé÷ïôüìïò ÁÄ, ç äéÜìåóïò ÃÅ, ç äéÜìåóïò ÂÆ,

ôï âáñýêåíôñü ôïõ G êáé ôï Ýãêåíôñü ôïõ É.

á) Íá õðïëïãßóåôå ôï ëüãï
ÁÉ

ÉÄ
.

â) Íá äåßîåôå üôé ÉG//ÂÃ.

ã) Áöïý áðïäåßîåôå üôé ôá ôñßãùíá ÂÄÅ êáé

ÃÄÆ åßíáé éóïóêåëÞ, íá åîåôÜóåôå ôé ôñßãùíï

ðñÝðåé íá åßíáé ôï ÁÂÃ (éóïóêåëÝò, éóüðëåõñï

Þ ïñèïãþíéï) þóôå íá Ý÷ïõìå ÄÅ=ÄÆ.

6 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â Á
� �

� 2 . ÖÝñïõìå ôç

äé÷ïôüìï ÂÄ ôçò ãùíßáò Â
�

êáé ôç äé÷ïôüìï ÄÅ

ôçò ãùíßáò ÂÄÃ
�

, ç ïðïßá ôÝìíåé ôç ÂÃ óôï Å.

Íá áðïäåßîåôå üôé
ÂÅ

ÅÃ

ã

á
� .

7 Ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí Â
�

êáé Ã
�

ðáñáë-

ëçëïãñÜììïõ ÁÂÃÄ ôÝìíïõí ôéò ÁÃ êáé ÄÂ

óôá óçìåßá Ì êáé Í áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå

üôé ÌÍ//ÃÄ.

8 Óôéò ðëåõñÝò ÁÂ, ÂÃ êáé ÃÁ ôñéãþíïõ ÁÂÃ

èåùñïýìå ôá óçìåßá Ä, Å êáé Æ áíôßóôïé÷á. Íá

áðïäåßîåôå üôé ôá Ä, Å, Æ áíÞêïõí óôçí ßäéá

åõèåßá, áí êáé ìüíï áí, éó÷ýåé

ÄÁ

ÄÂ

ÅÂ

ÅÃ

ÆÃ

ÆÁ
1� � � (èåþñçìá ôïõ ÌåíåëÜïõ).

1 Óôï ôñßãùíï ÁÂÃ ç ÁÄ åßíáé äé÷ïôüìïò êáé ç

ÁÃ=2ÁÂ, ôüôå ôé áðü ôá ðáñáêÜôù éó÷ýåé;

Á.� ÂÄ
1

2
ÂÃ� Â.� ÂÄ

1

3
ÂÃ�

Ã. � ÂÄ
1

2
ÃÄ
 Ä.� ÂÄ

1

2
ÃÄ�

2 Ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò Á
�

ôïõ ðáñáëëç-

ëïãñÜììïõ ÁÂÃÄ ÷ùñßæåé ôç ÄÂ óå ëüãï í. Ç

äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò Ã
�

÷ùñßæåé ôç ÄÂ óå ëüãï

ì. Ôüôå ãéáôß ì�í=1;
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3 Ðïéá åßíáé ç ðåñßìåôñïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ;

4
Óôï ó÷Þìá áí éó÷ýïõí

ÁÂ

ÂÃ

ÁÆ

ÆÃ
� , ôüôå ï ëüãïò

ÁÂ

ÂÄ
åßíáé ßóïò ìå:

Á.�
ÁÅ

ÁÄ
Ã. �

ÁÄ

ÅÄ

Â. �
ÁÅ

ÅÄ
Ä. �

ÂÃ

ÃÄ

5 Ï ãåùìåôñéêüò ôñüðïò ôùí óçìåßùí ðïõ

Ý÷ïõí ëüãï áðïóôÜóåùí áðü äõï äïóìÝíá

óçìåßá Á êáé Â ßóï ìå 1 åßíáé:

Á.� Áðïëëþíéïò êýêëïò.

Â.� Åõèåßá ðáñÜëëçëç óôçí ÁÂ.

Ã. � Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ.

Ä.� Ç ìåóïêÜèåôïò ôïõ ÁÂ.

6 Íá åîçãÞóåôå ãéáôß åßíáé óùóôÞ Þ ëáíèáóìÝíç

êáèåìéÜ áðü ôéò ðñïôÜóåéò ðïõ áêïëïõèïýí.

á) Áí ïé ÁÄ êáé ÂÅ åßíáé ïé äé÷ïôüìïé ôïõ

ôñéãþíïõ ÁÂÃ, ôüôå ï ëüãïò
ÁÉ

ÉÄ
åßíáé ìåãá-

ëýôåñïò ôçò ìïíÜäáò.

� Óùóôü � ËÜèïò

â) Áí ç ÁÄ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò Á
�

, ôüôå

ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé éóïóêåëÝò.

� Óùóôü � ËÜèïò

ã) Ãéá êÜèå ôñßãùíï ÁÂÃ õðÜñ÷åé êýêëïò ãéá

êÜèå óçìåßï Ì ôïõ ïðïßïõ éó÷ýåé
ÌÂ

ÌÃ

ã

â
� .

� Óùóôü � ËÜèïò

ä) Óôï ó÷Þìá áí éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò ÄÅ//ÂÃ

êáé ÅÆ//ÁÂ, ôüôå èá éó÷ýåé êáé ÆÄ//ÁÃ.

� Óùóôü � ËÜèïò

å) Áí
á

â

â

ã

ã

ä
ë� � � , ôüôå

á

ä
ë

3� .

� Óùóôü � ËÜèïò

óô) Áí ôá óçìåßá ôïõ ó÷Þìáôïò áðïôåëïýí

áñìïíéêÞ ôåôñÜäá, ôüôå ÁÂ>ÂÃ.

� Óùóôü � ËÜèïò

æ) Áí óôï ôñßãùíï ÁÂÃ ôïõ ó÷Þìáôïò ç

äéÜìåóïò ÁÌ Ý÷åé ìÞêïò ÁÌ=2, ôüôå ç ÁÂ

åßíáé åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÌÃ.

� Óùóôü � ËÜèïò
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Óôçí áñ÷Þ ôïõ êåöáëáßïõ ïñßóáìå ôï ëüãï äýï åõèýãñáììùí

ôìçìÜôùí. Ãéá ôï ëüãï ôùí åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí äáíåéóôÞêáìå

óõìâïëéóìïýò êáé ïñïëïãßá áðü ôçí ¢ëãåâñá êáé åßäáìå üôé ïé éäéüôçôåò

ôùí áíáëïãéþí ôçò ¢ëãåâñáò éó÷ýïõí êáé óôéò áíáëïãßåò ôùí

åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí.

Ï ëüãïò äýï åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí ìáò êáèüñéóå ôá óýììåôñá

êáé ôá áóýììåôñá åõèýãñáììá ôìÞìáôá.

Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ëüãïõ äýï ôìçìÜôùí åðßóçò ïñßóáìå ôï ìÞêïò

åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò êáé áðïäåßîáìå üôé ï ëüãïò äýï ôìçìÜôùí åßíáé

ßóïò ìå ôï ëüãï ôùí ìçêþí ôïõò.

Ç åêôåíÞò áíáöïñÜ óôïõò ëüãïõò êáé óôéò áíáëïãßåò åõèýãñáììùí

ôìçìÜôùí Þôáí áðáñáßôçôç, ãéá íá ìåëåôÞóïõìå óôç óõíÝ÷åéá ôï

èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ.

Ôï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ ôï áðïäåßîáìå óôçí ðåñßðôùóç ôùí ôñéþí

ðáñáëëÞëùí åõèåéþí êáé óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçò ôÝìíïõóáò

ôñéãþíïõ.

Ôï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ ôï ÷ñçóéìïðïéÞóáìå óôçí êáôáóêåõÞ ôçò

ôÝôáñôçò áíáëüãïõ x ôñéþí åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí á, â êáé ã êáé óôç

äéáßñåóç åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ åóùôåñéêÜ êáé åîùôåñéêÜ óå

ëüãï
ì

í
1� .
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Åðßóçò åöáñìüæïíôáò ôï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ áðïäåßîáìå ôï

èåþñçìá ôçò åóùôåñéêÞò êáé ôçò åîùôåñéêÞò äé÷ïôüìïõ. Óôç óõíÝ÷åéá

õðïëïãßóáìå ôá ôìÞìáôá óôá ïðïßá ÷ùñßæåé ç åóùôåñéêÞ Þ ç åîùôåñéêÞ

äé÷ïôüìïò ôçí áðÝíáíôé ðëåõñÜ óõíáñôÞóåé ôùí ìçêþí ôùí ðëåõñþí ôïõ

ôñéãþíïõ.

Ìå ôá èåùñÞìáôá ôùí äé÷ïôüìùí ïñßóáìå êáé ôá áñìïíéêÜ óõæõãÞ

óçìåßá êáé ìáò äüèçêå ç åõêáéñßá íá ìåëåôÞóïõìå ôïí êýêëï ôïõ

Áðïëëþíéïõ (ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ðïõ ï ëüãïò ôùí

áðïóôÜóåùí áðü äýï óçìåßá åßíáé ßóïò ìå
ì

í
1� ).

Ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ êýêëïõ áõôïý ÷ùñßóáìå åóùôåñéêÜ êáé

åîùôåñéêÜ ôï ôìÞìá ÁÂ óå ëüãï
ì

í
ìå ôç âïÞèåéá ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ

ÈáëÞ, ïðüôå êáôáóêåõÜóôçêå ìéá áñìïíéêÞ ôåôñÜäá óçìåßùí (Å, Ä

óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Á, Â) êáé óôç óõíÝ÷åéá ìå äéÜìåôñï ÅÄ

êáôáóêåõÜóáìå êýêëï (Áðïëëþíéï êýêëï).
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