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6.1 ÅããåãñáììÝíåò ãùíßåò

ÅããåãñáììÝíåò ãùíßåò

Óôï êåöÜëáéï 5 åîåôÜóáìå ôïí ðåñéãåãñáììÝíï êýêëï åíüò

ôñéãþíïõ. Óôï óõãêåêñéìÝíï êåöÜëáéï èá ìåëåôÞóïõìå ôïí ðåñéãå-

ãñáììÝíï êýêëï åíüò ðïëõãþíïõ. Áðáñáßôçôç ðñïûðüèåóç ãéá ôç

ìåëÝôç áõôÞ åßíáé ç áðüäïóç ôïõ ïñéóìïý ôçò åããåãñáììÝíçò

ãùíßáò óå êýêëï.

ÅããåãñáììÝíç ãùíßá óå êýêëï ïíïìÜæïõìå ìßá ãùíßá ôçò

ïðïßáò ç êïñõöÞ åßíáé óçìåßï ôïõ êýêëïõ êáé ïé ðëåõñÝò ôçò

ôÝìíïõí áõôüí.

Óôï ó÷Þìá ç ãùíßá ÂÁÃ
�

åßíáé åããåãñáììÝíç óôïí êýêëï.

Áíôßóôïé÷ï ôüîï åããåãñáììÝíçò ãùíßáò êáëåßôáé ôï ôüîï ôïõ êýêëïõ

ðïõ âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü ôçò ãùíßáò, óôçí ðåñßðôùóç ôçò ÂÁÃ
�

áíôßóôïé÷ï ôüîï åßíáé ôï ÂÃ
�

. Áêüìç ëÝìå üôé ç ãùíßá ÂÁÃ
�

âáßíåé óôï

ôüîï ÂÃ
�

.

Ôçí ßäéá ïñïëïãßá (áíôßóôïé÷ï ôüîï, "âáßíåé") åß÷áìå óõíáíôÞóåé

êáé óôçí åðßêåíôñç ãùíßá. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ïñßóáìå ôï ìÝôñï

ôïõ ôüîïõ íá åßíáé êáé ìÝôñï ôçò ãùíßáò. Èá äéáðéóôþóïõìå ôþñá üôé

ôï áíôßóôïé÷ï ôüîï ðáßæåé åîßóïõ óçìáíôéêü ñüëï óôï ìÝôñï ôçò

åããåãñáììÝíçò ãùíßáò êáé ðáñÜëëçëá èá âñïýìå ôç ó÷Ýóç ìéáò

åããåãñáììÝíçò ìå ìéá åðßêåíôñç ðïõ âáßíïõí óôï ßäéï ôüîï.

ÓõãêåêñéìÝíá èá áðïäåßîïõìå ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá.
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ÊÜèå åããåãñáììÝíç ãùíßá åßíáé ßóç ìå ôï ìéóü ôçò åðßêåíôñçò

ðïõ âáßíåé óôï ßäéï ì´áõôÞí ôüîï.

Áðüäåéîç

¸óôù ç åããåãñáììÝíç ãùíßá ÁÃÂ
�

êáé ç áíôßóôïé÷ç åðßêåíôñç

ÁÊÂ
�

ðïõ âáßíïõí óôï ßäéï Ýëáóóïí ôüîï ÁÂ
�

. ÖÝñïõìå ôç äéÜìåôñï ÃÄ.

Óôï éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÊÁÃ áí ÊÁÃ ù
�

� , ôüôå ÊÃÁ ù
�

� êáé ç

åîùôåñéêÞ ôïõ ãùíßá ÁÊÄ 2ù
�

� . Óôï åðßóçò éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÊÃÂ

áí ÊÂÃ ö
�

� , ôüôå ÊÃÂ ö
�

� êáé ç åîùôåñéêÞ ôïõ ãùíßá ÄÊÂ 2ö
�

� .

¢ñá ç åðßêåíôñç ÁÊÂ ÄÊÂ ÄÊÁ 2ö 2ù 2(ö ù)
� � �

� � � � � � .

Ç åããåãñáììÝíç ÁÃÂ ÊÃÂ ÊÃÁ ö ù
1

2
ÁÊÂ

� � � �

� � � � � .

Åðßóçò áðïäåéêíýåôáé üôé êÜèå åããåãñáììÝíç ãùíßá åßíáé ßóç

ìå ôï ìéóü ôçò åðßêåíôñçò ðïõ âáßíåé óôï ßäéï ì' áõôÞí ìåßæïí ôüîï. �

á) Ïé åããåãñáììÝíåò ãùíßåò, ðïõ âáßíïõí óôï ßäéï ôüîï åíüò

êýêëïõ åßíáé ßóåò ìåôáîý ôïõò.

â) Ïé åããåãñáììÝíåò ãùíßåò ðïõ âáßíïõí óå ßóá ôüîá ôïõ

ßäéïõ Þ ßóùí êýêëùí åßíáé ßóåò ìåôáîý ôïõò.

Ôï ìÝôñï ìéáò åããåãñáììÝíçò ãùíßáò åßíáé ôï ìéóü ôïõ

ìÝôñïõ ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ôüîïõ ôçò.

Ç åããåãñáììÝíç ãùíßá ðïõ âáßíåé óå çìéêýêëéï åßíáé ïñèÞ.
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6.1

Íá áðïäåé÷ôåß ôï èåþñçìá 6.1 üôáí:

á) ç ìßá ðëåõñÜ ôçò åããåãñáììÝíçò ãùíßáò åßíáé äéÜìåôñïò ôïõ

êýêëïõ.

â) ôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ åßíáé åóùôåñéêü ôçò åããåãñáììÝíçò

ãùíßáò.

ã) ôï ôüîï ÁÂ
�

äåí åßíáé Ýëáóóïí áëëÜ ìåßæïí.

Ãùíßá õðü ÷ïñäÞò êáé åöáðôïìÝíçò

Èåùñïýìå ìßá ÷ïñäÞ, ôçí ÁÂ êáé óôï Üêñï Á áõôÞò ôçí åöá-

ðôüìåíç çìéåõèåßá Áx. Ìéá ôÝôïéá ãùíßá óáí ôç ÂÁx
�

êáëåßôáé ãùíßá

õðü ÷ïñäÞò êáé åöáðôïìÝíçò êáé ôï ôüîï ðïõ âñßóêåôáé óôï

åóùôåñéêü ôçò (óôï ó÷Þìá ôï ÁÂ
�

) êáëåßôáé áíôßóôïé÷ï ôüîï ôçò

ãùíßáò áõôÞò.

ÊÜèå ãùíßá õðü ÷ïñäÞ êáé åöáðôïìÝíçò éóïýôáé ìå ôçí

åããåãñáììÝíç ãùíßá ðïõ âáßíåé óôï áíôßóôïé÷ï ôüîï.

Áðüäåéîç

Åöüóïí üëåò ïé åããåãñáììÝíåò ãùíßåò ðïõ âáßíïõí óôï ôüîï

ÁÂ
�

åßíáé ßóåò, áñêåß íá äåßîïõìå üôé ìßá áð' üëåò åßíáé ßóç ìå ôç ÂÁx
�

.

ÖÝñïõìå ôç äéÜìåôñï ÁÃ êáé ó÷çìáôßæïõìå ôç ãùíßá ÂÃÁ
�

. Ç ãùíßá Â
�

åßíáé ïñèÞ ùò åããåãñáììÝíç ðïõ âáßíåé óå çìéêýêëéï.

Óôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýåé Ã 90 ÃÁÂ
� �

� �� . Ç áêôßíá ÊÁ

åßíáé êÜèåôç óôçí åöáðôïìÝíç Áx, Üñá ÂÁx 90 ÃÁÂ
� �

� �� . ÅðïìÝíùò

ÂÁx Ã
� �

� . �

Óôï äéðëáíü ó÷Þìá Ý÷ïõìå Ýíá áíôéêåßìåíï, ôï ÂÃ êáé óôï

óçìåßï Á Ýíáí ðáñáôçñçôÞ ôïõ áíôéêåéìÝíïõ áõôïý. Ïé áêñáßåò

öùôåéíÝò áêôßíåò, ÃÁ êáé ÂÁ, ó÷çìáôßæïõí ìßá ãùíßá ö ìå êïñõöÞ ôï

ìÜôé ôïõ ðáñáôçñçôÞ (ôï óçìåßï ðáñáôÞñçóçò).

Ôçí ðåñßðôùóç áõôÞ óôç ãëþóóá ôçò Ãåùìåôñßáò ôçí ðåñéãñÜ-

öïõìå ìå ôç öñÜóç "ôï óçìåßï Á âëÝðåé ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÂÃ

õðü ãùíßá ö" Þ "ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÂÃ öáßíåôáé áðü ôï óçìåßï Á

õðü ãùíßá ö".
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¸íá êëáóéêü êáé óçìáíôéêü ðñüâëçìá ôçò Ãåùìåôñßáò ãåííéÝôáé

áðü ôï åñþôçìá áí õðÜñ÷ïõí êé Üëëá óçìåßá ðïõ âëÝðïõí ôï ßäéï

åõèýãñáììï ôìÞìá õðü ôçí ßäéá ãùíßá.

Ðñüâëçìá 6.1

Íá âñåèåß ï Ã.Ô ôùí óçìåßùí ôïõ åðéðÝäïõ áðü ôá ïðïßá

åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ öáßíåôáé õðü ïñéóìÝíç ãùíßá ö.

¸óôù Ì Ýíá óçìåßï áðü ôï ïðïßï ôï ÁÂ öáßíåôáé õðü ãùíßá ö.

Ôüôå ÁÌÂ ö
�

� . Áí ó÷åäéÜóïõìå ôïí ðåñéãåãñáììÝíï êýêëï ôïõ

ôñéãþíïõ ÁÂÌ, ç ãùíßá ÁÌÂ
�

åßíáé åããåãñáììÝíç, êáé óôï ôüîï ÁÂ
�

ðïõ âáßíåé, âáßíïõí êé Üëëåò åããåãñáììÝíåò ãùíßåò, ðïõ èá åßíáé

ßóåò ì' áõôÞ. ¢ñá ãéá êÜèå óçìåßï Ô ôïõ ôüîïõ ÂÌÁ
�

èá åßíáé ÁÔÂ ö
�

�

Þ ôï ÁÂ öáßíåôáé áðü êÜèå óçìåßï ôïõ ôüîïõ áõôïý õðü ãùíßá ö.

ÕðÜñ÷ïõí Üñáãå êé Üëëá óçìåßá ðïõ Ý÷ïõí áõôÞí ôçí éäéüôçôá;

Óå ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï åßäáìå üôé ôá ó÷Þìáôá ôá óõììåôñéêÜ

ùò ðñïò Üîïíá åßíáé ßóá. Óõìðåñáßíïõìå ëïéðüí üôé êáé ôá óçìåßá

ôïõ ôüîïõ ÂÌ Á�
�

, ðïõ åßíáé óõììåôñéêü ôïõ ôüîïõ ÂÌÁ
�

ùò ðñïò ôçí

ÁÂ, âëÝðïõí ôï ÁÂ õðü ãùíßá ö.

Åßíáé ï Ã.Ô ôùí æçôïýìåíùí óçìåßùí ôï ó÷Þìá ðïõ áðïôåëïýí

ôá äýï áõôÜ ôüîá;

ÊáôáöáôéêÞ áðÜíôçóç èá Ý÷ïõìå ìüíï áí áðïäåßîïõìå üôé äåí

õðÜñ÷åé Üëëï óçìåßï ðïõ íá âëÝðåé ôï ÁÂ õðü ôçí ßäéá ãùíßá ö,

åêôüò áðü ôá óçìåßá ôùí ôüîùí áõôþí.

¸óôù üôé Ýíá óçìåßï Ô, ðïõ äåí áíÞêåé óå êáíÝíá áðü ôá ôüîá áõôÜ,

âëÝðåé ôï ÁÂ õðü ãùíßá ö. Óôï ó÷çìáôéæüìåíï ôñßãùíï ÂÑÔ ïé ãùíßåò

ÑÔÂ
�

êáé ÁÑÂ
�

èá ðñÝðåé íá åßíáé ßóåò, ðñÜãìá Üôïðï ãéáôß ç ìßá èá åßíáé

áðÝíáíôé åîùôåñéêÞ ôçò Üëëçò. ¢ñá êáíÝíá óçìåßï åêôüò áðü ôá óçìåßá

ôùí äýï ôüîùí äåí Ý÷åé ôçí éäéüôçôá íá âëÝðåé ôï ÁÂ õðü ãùíßá ö.

Äéåñåýíçóç

Ôá óçìåßá Á êáé Â èá ðñÝðåé íá åîáéñåèïýí áðü ôï Ã.Ô, äéüôé äåí

ìðïñåß êáíÝíá íá èåùñçèåß êïñõöÞ êáôÜëëçëçò ãùíßáò.

Áí ç ãùíßá ö åßíáé ïñèÞ ôá ôüîá ÁÂ
�

åßíáé çìéêýêëéá êáé ï Ã.Ô

åßíáé ï êýêëïò äéáìÝôñïõ ÁÂ, åêôüò öõóéêÜ áðü ôá óçìåßá Á êáé Â.

Áí ç ãùíßá ö åßíáé áìâëåßá, ôüôå ï Ã.Ô áðïôåëåßôáé áðü ôá äýï

åëÜóóïíá ôüîá, üðùò âëÝðïõìå óôï äéðëáíü ó÷Þìá.

ÔÝëïò, óôéò ðåñéðôþóåéò ö=0� Þ ö�180� äåí ìðïñåß íá ó÷çìáôéóôåß

êáôÜëëçëï ôñßãùíï, ïðüôå äåí õðÜñ÷åé êáíÝíá ôÝôïéï óçìåßï.
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Ðñüâëçìá 6.2

Äßíåôáé åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ êáé ãùíßá ö. Íá êáôáóêåõáóôåß

ï Ã.Ô ôùí óçìåßùí áðü ôá ïðïßá ôï ÁÂ öáßíåôáé õðü ãùíßá ö

üðïõ 0�<ö<180�.

¼ëá üóá áöïñïýí ôï óõãêåêñéìÝíï Ã.Ô Ý÷ïõí áíáöåñèåß óôï

ðñïçãïýìåíï ðñüâëçìá. ÌÝíåé ìüíï ç êáôáóêåõÞ ôïõò.Ãéá ôçí

êáôáóêåõÞ ôùí äýï ôüîùí áñêåß íá ðñïóäéïñßóïõìå ôá êÝíôñá ôùí

êýêëùí ôïõò êáé ôçí êïéíÞ ôïõò áêôßíá.

ÊáôáóêåõÞ

• ¸óôù ö<90�. Áí Ê ôï êÝíôñï ôïõ åíüò êýêëïõ, ôüôå éó÷ýåé

ÁÊÂ
�

� 2ö êáé ÊÁÂ ÊÂÁ 90 ö
� �

� � �� . Ó÷åäéÜæïõìå äýï ãùíßåò

ÁÂx
�

êáé ÂÁy
�

ßóåò ìå 90�–ö óôï ßäéï çìéåðßðåäï óå ó÷Ýóç ìå ôï

ÁÂ. Ïé Bx êáé Áy ôÝìíïíôáé óôï Ê. Óôç óõíÝ÷åéá ãñÜöïõìå

êýêëï (Ê,ÊÁ). Áðü ôá äýï ôüîá ðïõ ïñßæåé ç ÷ïñäÞ ÁÂ

åðéëÝãïõìå ôï ìåßæïí (ìç êõñôü) êáé ôï óõììåôñéêü ôïõ.

• ¸óôù ö>90�. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ áêïëïõèïýìå ôçí ßäéá

äéáäéêáóßá ãéá ôç ãùíßá 180�–ö áëëÜ åðéëÝãïõìå ôï Ýëáóóïí

ôüîï êáé ôï óõììåôñéêü ôïõ.

• ¸óôù ö=90�. Ôüôå ãñÜöïõìå êýêëï ìå äéÜìåôñï ÁÂ.

Óôéò ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò ÷ñçóéìï-

ðïéåßôáé åõñýôáôá ç ìÝèïäïò ôçò ÁíÜëõóçò êáé

Óýíèåóçò.

ÊáôÜ ôç ìÝèïäï áõôÞ îåêéíÜìå áðü ôï æç-

ôïýìåíï. Èåùñïýìå üôé ôï óõìðÝñáóìá q åßíáé

ðñüôáóç áëçèÞò êáé ðñïóðáèïýìå íá êáôáóêåõÜ-

óïõìå ðñïôÜóåéò q1,q2,... ôÝôïéåò, þóôå ïé ðñïôÜóåéò

q � q1, q1 � q2, ... , íá åßíáé áëçèåßò. Ç

äéáäéêáóßá áõôÞ óõíå÷ßæåôáé ìÝ÷ñé íá öôÜóïõìå óå

ìéá ðñüôáóç ðïõ åßíáé ãíùóôÞ Þ Ý÷åé ðñïç-

ãïõìÝíùò áðïäåé÷èåß. Ç ìÝèïäïò áõôÞ ëÝãåôáé

ÁíÜëõóç.

¼ìùò ç ÁíÜëõóç ìüíç ôçò óõíÞèùò äåí

åßíáé áñêåôÞ ãéá ôçí áðüäåéîç. Ãé' áõôü áêï-
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ëïõèïýìå êáé ôçí áíôßóôñïöç ðïñåßá ðïõ ëÝãåôáé

Óýíèåóç.

Ç ÁíÜëõóç ìáò äåß÷íåé áðü ðïõ ìðïñïýìå

íá îåêéíÞóïõìå êáé ðïéá ðïñåßá ðñÝðåé íá áêï-

ëïõèÞóïõìå, åíþ ç Óýíèåóç åëÝã÷åé ôçí áêñß-

âåéá áõôÞò ôçò ðïñåßáò.

Áí êáé ç ìÝèïäïò ôçò ÁíÜëõóçò - Óýíèåóçò

åöáñìüóôçêå óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ðñéí áðü

ôïí ÐëÜôùíá, åíôïýôïéò èåùñåßôáé äçìéïýñãçìá

ôïõ ôåëåõôáßïõ. Ç óõìâïëÞ ôïõ Áñ÷áßïõ ¸ëëçíá

öéëïóüöïõ óõíßóôáôáé:

• óôç äéáôýðùóç ôçò ìåèüäïõ ìå ãåíéêïýò

üñïõò

• óôç ìåèïäïëïãéêÞ äéáóáöÞíéóÞ ôçò.

Ï ÐÜððïò ï Áëåîáíäñéíüò (3ïò áé. ì.×.) óôï

7ï âéâëßï ôïõ Ýñãïõ ôïõ "ÓõíáãùãÞ" áíáöÝñåôáé

óå Ýíá êëÜäï ìåëÝôçò ðïõ ïíïìÜæåé áíáëõü-

ìåíïò. Åêåß ðåñéÝãñáøå ôïõò ðñþôïõò êáíüíåò

ôçò ÅõñåôéêÞò, ôçí "ÁíÜëõóç" êáé ôç "Óýíèåóç".

ÁñêåôÜ áñãüôåñá, óôïí Åõñùðáúêü Ìåóáß-

ùíá, ï èåìåëéùôÞò ôçò ÁíáëõôéêÞò Ãåùìåôñßáò êáé

öéëüóïöïò ÊáñôÝóéïò (1596-1650) õðïóôçñßæåé

üôé õðÜñ÷ïõí äýï ôñüðïé áðüäåéîçò óôç ãåùìå-

ôñßá: ìå ÁíÜëõóç Þ ìå Óýíèåóç.

ÁíáöÝñåé óõãêåêñéìÝíá:

• ç ÁíÜëõóç âáßíåé ìåèïäéêÜ áðü ôá áßôéá óôá

áðïôåëÝóìáôá, åíþ

• ç Óýíèåóç åîåôÜæåé ôá áßôéá áðü ôá

áðïôåëÝóìáôÜ ôïõò.

Áêüìç êáé ï ÖñáíóïõÜ ÂéÝô (Francois Viete,

1540-1603) óôï Ýñãï ôïõ "ÅéóáãùãÞ óôçí áíá-

ëõôéêÞ åðéóôÞìç" åðçñåáóìÝíïò áðü ôïí ÐëÜ-

ôùíá ÷ñçóéìïðïßçóå ôç ìÝèïäï ôçò ÁíÜëõóçò êáé

Óýíèåóçò Þ ôïõò äýï ôñüðïõò "æçôéêüí" êáé

"ðïñéóôéêüí", üðùò ÷áñáêôçñéóôéêÜ áíáöÝñåé ï

ÈÝùíáò ï Óìõñíáßïò (2ïò áé. ì.×.). Ï ÂéÝô åðßóçò

ðñüóèåóå êáé Ýíáí ôñßôï ôñüðï ôïí "åîçãçôéêü".

Áí äýï ÷ïñäÝò ÁÂ êáé ÃÄ ôÝìíïíôáé óå óçìåßï Ì åóùôåñéêü

ôïõ êýêëïõ, íá õðïëïãéóôåß ôï ìÝôñï ôçò ãùíßáò ÁÌÃ
�

óå ó÷Ýóç ìå

ôá ìÝôñá ôùí ôüîùí ÁÃ
�

êáé ÂÄ
�

.

Ëýóç

¸óôù ö êáé ù ôá ìÝôñá ôùí ôüîùí ÁÃ
�

êáé ÂÄ
�

áíôßóôïé÷á.

ÖÝñïõìå ôç ÂÃ, ïðüôå óôï ôñßãùíï ÂÃÌ ç ãùíßá ÁÌÃ
�

åßíáé åîù-
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6.1

1

A

Ä

Ì

ù

ö

Â

Ã



6.3

6.2

ôåñéêÞ, Üñá ÁÌÃ Ã Â
� � �

� � . Ïé ãùíßåò Ã
�

êáé Â
�

åßíáé åããåãñáììÝíåò ìå

ìÝôñá
ù

2
êáé

ö

2
áíôßóôïé÷á. ¢ñá ãéá ôç ãùíßá ÁÌÃ

�

èá éó÷ýåé

ÁÌÃ
ù ö

2

�

�
�

.

Íá åîåôÜóåôå ôçí ðåñßðôùóç ðïõ ïé ÷ïñäÝò ÁÂ êáé ÃÄ ôçò

åöáñìïãÞò 1 ôÝìíïíôáé óå óçìåßï Í åîùôåñéêü ôïõ êýêëïõ.

Ç åöáðôïìÝíç óå óçìåßï Á åíüò êýêëïõ ôÝìíåé ôçí ðñïÝêôáóç

ìéáò ÷ïñäÞò ÂÃ áõôïý óôï óçìåßï Ì. Íá õðïëïãßóåôå ôï ìÝôñï ôçò

ãùíßáò ÁÌÂ
�

óå ó÷Ýóç ìå ôá ìÝôñá ôùí ôüîùí ÁÂ
�

êáé ÁÃ
�

.

Ëýóç

¸óôù ö êáé ù ôá ìÝôñá ôùí ôüîùí ÁÂ
�

êáé ÁÃ
�

áíôßóôïé÷á.. Ç

ãùíßá ÃÁÌ
�

åßíáé ãùíßá ðïõ ó÷çìáôßæåôáé áðü ÷ïñäÞ êáé åöáðôïìÝíç

êáé éó÷ýåé ÃÁÌ
ù

2

�

� . Ç ãùíßá ÁÃÂ
�

åßíáé åããåãñáììÝíç, ïðüôå

ÁÃÂ
ö

2

�

� , åßíáé üìùò êáé åîùôåñéêÞ óôï ôñßãùíï ÁÌÃ. ¢ñá

ÁÃÂ ÁÌÃ ÃÁÌ
� � �

� � Þ
ö

2
ÁÌÃ

ù

2
� �

�

êáé ôåëéêÜ ÁÌÃ
ö ù

2

�

�
�

.

Íá åîåôÜóåôå ôçí ðåñßðôùóç ðïõ ïé ÌÁ êáé ÌÂ ôçò åöáñìïãÞò

2 åßíáé åöáðôüìåíåò óôïí êýêëï.
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6.4

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

Íá áðïäåßîåôå üôé ìåôáîý äýï ðáñÜëëçëùí ÷ïñäþí åíüò

êýêëïõ âñßóêïíôáé ßóá ôüîá.

Áðüäåéîç

¸óôù ïé äýï ðáñÜëëçëåò ÷ïñäÝò ÁÂ êáé ÃÄ, êáé ôá ôüîá ÁÄ
�

êáé

ÂÃ
�

ìåôáîý áõôþí. ÖÝñïõìå ôç ÂÄ. Ïé ãùíßåò ÁÂÄ
�

êáé ÂÄÃ
�

åßíáé

åíôüò åíáëëÜî óôéò ðáñÜëëçëåò ÁÂ êáé ÃÄ ìå ôÝìíïõóá ôç ÂÄ, Üñá

åßíáé ßóåò. Ïé ãùíßåò üìùò ÁÂÄ
�

êáé ÂÄÃ
�

åßíáé åããåãñáììÝíåò êáé

âáßíïõí óôá ôüîá ÁÄ
�

êáé ÂÃ
�

. ¢ñá êé áõôÜ åßíáé ßóá.

á) Íá äéáôõðþóåôå ôçí áíôßóôñïöç ðñüôáóç ôçò åöáñìïãÞò 3 êáé

íá åîåôÜóåôå áí áëçèåýåé.

â) Íá åîåôÜóåôå ôçí ðåñßðôùóç ðïõ ìßá áðü ôéò ÷ïñäÝò åßíáé

åöáðôüìåíç ôïõ êýêëïõ.

1 Óå êýêëï (Ê,ñ) ìéá ÷ïñäÞ ôïõ ÁÂ Ý÷åé ìÞêïò

ñ. Ðüóùí ìïéñþí åßíáé ç ãùíßá ÁÊÂ
�

;

2 Äßíåôáé êýêëïò (Ê,R) êáé åããåãñáììÝíç ãùíßá

ÁÏÂ
�

� �50 . Ïé åöáðôïìÝíåò ôïõ êýêëïõ óôá

óçìåßá Á êáé Â ôÝìíïíôáé óôï Ã. Íá

õðïëïãéóôåß ç ãùíßá ÁÃÂ
�

.

3 ¸íá óçìåßï Á âëÝðåé Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá

ÂÃ ìÞêïõò 12 cm õðü ãùíßá 90�. Íá

õðïëïãßóåôå ôçí áðüóôáóç ôïõ Á áðü ôï ìÝóï

ôïõ ÂÃ.

4 Áí ÏÁ êáé ÏÂ äýï êÜèåôåò áêôßíåò êáé Ã Ýíá

óçìåßï ôïõ êõñôïý ôüîïõ ÁÂ
�

, íá õðïëïãéóôåß

ôï Üèñïéóìá ÏÁÃ ÏÂÃ
� �

� .

5 Íá åîçãÞóåôå ãéáôß áí ôï áðüóôçìá ìéáò

÷ïñäÞò Ý÷åé ôï ìéóü ìÞêïò ôçò, ôüôå ôï ôüîï

áõôÞò ôçò ÷ïñäÞò åßíáé 90�.
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

6 Ðüóåò ìïßñåò åßíáé ç ãùíßá ö
�

êáé ãéáôß;

7 Íá åîçãÞóåôå ôï ëüãï ãéá ôïí ïðïßï åßíáé ßóåò ïé

ãùíßåò ðïõ óçìåéþíïíôáé êáé íá âñåßôå êáé Üëëåò

ãùíßåò óôï ó÷Þìá ðïõ åßíáé ìåôáîý ôïõò ßóåò.

8 Áí ç ÁÂ åßíáé äéÜìåôñïò ôïõ êýêëïõ, íá

åîçãÞóåôå ãéáôß ïé ÁÃ êáé ÂÄ äåí ìðïñåß íá

åßíáé êÜèåôåò.

1 Èåùñïýìå äýï êÜèåôåò ÷ïñäÝò ÁÂ, ÃÄ êýêëïõ

(Ï,R). Áí ÁÃ
�

� �40 , ÂÄÃ
�

� �30 , ôüôå íá

õðïëïãéóôïýí ïé ãùíßåò ôïõ ôåôñáðëåýñïõ ÁÃÂÄ

êáé ôá ôüîá ÂÃ
�

, ÂÄ
�

, ÁÄ
�

.

2 Áí Ì ôï ìÝóï êõñôïãþíéïõ ôüîïõ ÂÃ
�

êýêëïõ

(Ï,R) êáé Á óçìåßï ôïõ ìç êõñôïãþíéïõ ôüîïõ

ÂÃ
�

ôÝôïéï þóôå ÂÁÃ
�

� �50 , íá õðïëïãéóôïýí

ïé ãùíßåò ôùí ôñéãþíùí ÏÂÃ, ÌÂÃ.

3 Äýï êýêëïé ôÝìíïíôáé óôá Á êáé Â. Áí ôõ÷áßá

åõèåßá áðü ôï Â ôÝìíåé áõôïýò óôá óçìåßá Ã êáé

Ä, íá äåßîåôå üôé ç ìåóïêÜèåôç ôçò ÃÄ ðåñíÜ áðü

ôï óçìåßï Á.

4 Äßíåôáé ÁÄ äéÜìåôñïò êýêëïõ êáé ÷ïñäÞ

ÂÃ//ÁÄ. Íá äåßîåôå üôé ïé ãùíßåò Â
�

êáé Ã
�

ôïõ

ôñéãþíïõ ÁÂÃ äéáöÝñïõí êáôÜ 90�

5 Èåùñïýìå äýï êýêëïõò, ôïõò êýêëïõò (Ê,R)

êáé (Ë,ñ), ðïõ åöÜðôïíôáé åîùôåñéêÜ óôï Á.

Áí åõèåßá å åöÜðôåôáé óôïí êýêëï (Ê,R) óôï Â

êáé ç åõèåßá ÂÁ ôÝìíåé ôïí êýêëï (Ë,ñ) óôï Å,

íá äåßîåôå üôé ÅË�å.

6 Äýï êýêëïé ôÝìíïíôáé óôá óçìåßá Á êáé Â. Áí

Ã êáé Ä åßíáé ôá äéáìåôñéêÜ óçìåßá ôïõ Á óôïõò

äýï êýêëïõò, íá äåßîåôå üôé ç åõèåßá ÃÄ

äéÝñ÷åôáé áðü ôï Â.

7 Èåùñïýìå ôï ìÝóï Ì êõñôïãþíéïõ ôüîïõ ÁÂ
�

êýêëïõ (Ï,R) êáé óçìåßï Ó ôïõ ìç

êõñôïãþíéïõ ôüîïõ ÁÂ
�

. Áí ç êÜèåôç áðü ôï Á

óôç ÓÌ ôÝìíåé ôç ÓÂ óôï Ã, ôüôå íá äåßîåôå üôé

ÓÃ=ÓÁ.

8 Äßíåôáé êýêëïò ìå êÝíôñï Ï êáé áêôßíá ÏÁ.
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

Ìå äéÜìåôñï ôçí ÏÁ ãñÜöïõìå êýêëï. Áí ç

÷ïñäÞ ÁÂ ôïõ êýêëïõ ìå êÝíôñï Ï ôÝìíåé ôïí

Üëëï êýêëï óôï óçìåßï Ì, íá äåßîåôå üôé

ÁÌ=ÌÂ.

9 Ç åöáðôüìåíç óôï ìÝóï åíüò áðü ôá ôüîá ìå

÷ïñäÞ ÁÂ êýêëïõ (Ï,R) åßíáé ðáñÜëëçëç óôç

÷ïñäÞ ÁÂ êáé áíôéóôñüöùò.

10 Äýï êýêëïé åöÜðôïíôáé åîùôåñéêÜ óôï óçìåßï

Á êáé äýï åõèåßåò, ðïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï Á,

ôÝìíïõí ôïí Ýíá êýêëï óôá óçìåßá Â êáé Â~ êáé

ôïí Üëëï óôá óçìåßá Ã êáé Ã~. Íá áðïäåé÷èåß

üôé ÂÂ~//ÃÃ~.

1 Äßíåôáé ìßá ïñéóìÝíç äéÜìåôñïò ÁÂ åíüò

êýêëïõ (Ï,R) êáé ìéá ïðïéáäÞðïôå ÷ïñäÞ ôïõ

ÁÃ. ÖÝñïõìå áðü ôï êÝíôñï Ï åõèåßá

ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ÁÃ êáé ïíïìÜæïõìå Ì ôï

óçìåßï óôï ïðïßï ç ðáñÜëëçëç áõôÞ ôÝìíåé ôçí

åöáðôïìÝíç óôï Ã. Íá äåßîåôå üôé ç åõèåßá ÌÂ

åöÜðôåôáé óôïí êýêëï óôï Â.

2 Èåùñïýìå êýêëï (Ï,R) ìå äéÜìåôñï ÁÂ êáé

ôçí áêôßíá ÏÃ�ÁÂ. ¸óôù Ì ôï ìÝóï ôçò

áêôßíáò ÏÂ êáé Ä ôï óçìåßï ðïõ ç ÃÌ ôÝìíåé

ôïí êýêëï. Áí ç åöáðôïìÝíç ôïõ êýêëïõ óôï

Ä ôÝìíåé ôçí åõèåßá ÏÂ óôï óçìåßï Å, íá

áðïäåßîåôå üôé ÅÄ=ÅÌ.

3 Èåùñïýìå êýêëï (Ï,R), ôçí åöáðôïìÝíç å ó'

Ýíá óçìåßï ôïõ Á êáé Ýíá óçìåßï Ó ôçò å.

ÖÝñïõìå áðü ôï Ó ìßá åõèåßá ðïõ ôÝìíåé ôïí

êýêëï óôá Â êáé Ã. Áí ç äé÷ïôüìïò ôçò ÂÁÃ
�

ôÝìíåé ôç ÷ïñäÞ ÂÃ óôï É, íá äåßîåôå üôé

ÓÉ=ÓÁ.

4 Äßíåôáé êýêëïò äéáìÝôñïõ ÁÂ. ÖÝñïõìå ÂÃ

åöáðôüìåíï ôìÞìá êáé áðü ôï ìÝóï ôïõ Ä

öÝñïõìå ÄÍ åöáðôïìÝíç óôïí êýêëï. Íá

äåßîåôå üôé ôá óçìåßá Á, Í, Ã åßíáé

óõíåõèåéáêÜ.

5 Èåùñïýìå ÷ïñäÞ ÁÂ êýêëïõ (Ï,R) êáé ôçí

åöáðôïìÝíç x~x óôï óçìåßï Á. Áí Ã óçìåßï

x~x, ôÝôïéï þóôå ÁÃ=ÁÂ êáé Ä ôï óçìåßï ôïìÞò

ôçò ÂÃ ìå ôïí êýêëï, íá áðïäåßîåôå üôé

ÄÃ=ÄÁ.

6 Óå êýêëï (Ï,R) èåùñïýìå ìéá åðßêåíôñç

ãùíßá ÁÏÂ
�

êáé ìéá åããåãñáììÝíç ÃÌÄ
�

ßóåò

ìå 120�. Íá äåßîåôå üôé ÁÂ=ÃÄ.

7 Äßäïíôáé ÂÁ êáé ÂÃ äýï ÷ïñäÝò êýêëïõ êáé Ê,

Ë ôá ìÝóá ôïõò. Ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò Â
�

ôÝìíåé ôïí êýêëï óôï óçìåßï Ì. Íá äåßîåôå üôé

ç åöáðôïìÝíç å óôï Ì åßíáé ðáñÜëëçëç ìå ôçí

ÊË.

8 Äßíïíôáé Á, Â, Ã ôñßá óçìåßá åíüò êýêëïõ Ýôóé

þóôå ôï ôñßãùíï ÁÂÃ íá åßíáé ïîõãþíéï.

ÖÝñïõìå óôéò êïñõöÝò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ ôéò

ôñåéò åöáðôüìåíåò ôïõ êýêëïõ, ïé ïðïßåò

ôÝìíïíôáé êáé ó÷çìáôßæïõí ôñßãùíï ÊËÌ. Íá

äåßîåôå üôé êÜèå ãùíßá ôïõ ôñéãþíïõ ÊËÌ

åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÞ ìå ôï äéðëÜóéï ìéáò

ãùíßáò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.

9 Áí ïé êïñõöÝò ôñéãþíïõ ÁÂÃ âñßóêïíôáé óå

êýêëï êáé ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò Á
�

ôÝìíåé ôïí

êýêëï óôï Ì, åíþ ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò Â
�

ôÝìíåé ôçí ÁÌ óôï Ä, íá äåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï

ÌÂÄ åßíáé éóïóêåëÝò.
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6.2 ÅããåãñáììÝíá êáé åããñÜøéìá

ôåôñÜðëåõñá

Óôï êåöÜëáéï 5 äéáðéóôþóáìå üôé ïé êïñõöÝò ïðïéïõäÞðïôå ôñé-

ãþíïõ ðÜíôïôå åßíáé óçìåßá åíüò êáé ìüíïí êýêëïõ. Èá åîåôÜóïõìå

ôþñá ôï ßäéï ðñüâëçìá óôçí ðåñßðôùóç åíüò ôåôñáðëåýñïõ.

¸íá ðïëýãùíï ïíïìÜæåôáé åããåãñáììÝíï, üôáí üëåò ïé

êïñõöÝò ôïõ åßíáé óçìåßá åíüò êýêëïõ êáé ï êýêëïò áõôüò

ïíïìÜæåôáé ðåñéãåãñáììÝíïò.

ÅããñÜøéìï ðïëýãùíï êáëåßôáé ôï ðïëýãùíï ôï ïðïßï Ý÷åé ôç

äõíáôüôçôá íá ãßíåé åããåãñáììÝíï.

Ïé ðáñáðÜíù ïñéóìïß êáé ðáñáôçñÞóåéò áöïñïýí ðïëýãùíá ìå

ïóåóäÞðïôå ðëåõñÝò, áëëÜ ôï åíäéáöÝñïí ìáò ôï åóôéÜæïõìå óôá

ôåôñÜðëåõñá ãéá ôá ïðïßá éó÷ýïõí ôá ðáñáêÜôù èåùñÞìáôá.

Áí Ýíá ôåôñÜðëåõñï åßíáé åããåãñáììÝíï, ôüôå ïé áðÝíáíôé

ãùíßåò ôïõ åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

Áðüäåéîç

¸óôù ôï åããåãñáììÝíï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ êáé äýï áðÝíáíôé

ãùíßåò áõôïý ïé Á
�

êáé Ã
�

, ðïõ åßíáé åããåãñáììÝíåò. ¢ñá Ý÷ïõí ìÝôñá

ôá ìéóÜ ôùí ìÝôñùí ôùí áíôßóôïé÷ùí ôüîùí ôïõò. Áí ö ôï ìÝôñï ôïõ

ôüîïõ ÂÃÄ
�

, ôüôå ôï ìÝôñï ôïõ ôüîïõ ÂÁÄ
�

åßíáé 360�–ö. Óõíåðþò

Á Ã
ö

2

360 ö

2
180

� �

� � �
��

� �. �

Áí Ýíá ôåôñÜðëåõñï åßíáé åããåãñáììÝíï, ôüôå êÜèå ãùíßá ôïõ

åßíáé ßóç ìå ôçí åîùôåñéêÞ ôçò áðÝíáíôé ãùíßáò ôïõ.

Áí Ýíá ôåôñÜðëåõñï åßíáé åããåãñáììÝíï, ôüôå êÜèå ðëåõñÜ

ôïõ öáßíåôáé áðü ôéò áðÝíáíôé êïñõöÝò õðü ßóåò ãùíßåò.
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Ä

Á

Ã
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Áðüäåéîç

¸óôù ôï åããåãñáììÝíï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ êáé ìéá ôïõ ðëåõñÜ ç

ÁÄ. Ïé áðÝíáíôé êïñõöÝò ôçò åßíáé ïé Ã êáé Â êáé ïé ãùíßåò õðü ôéò ïðïßåò

öáßíåôáé åßíáé ïé ãùíßåò ÄÃÁ
�

êáé ÄÂÁ
�

. ÁõôÝò åßíáé åããåãñáììÝíåò óôïí

êýêëï êáé âáßíïõí óôï ßäéï ôüîï ÁÄ
�

, Üñá åßíáé ßóåò. �

Ðñïêýðôåé ôþñá ôï åñþôçìá áí üëá ôá ôåôñÜðëåõñá ìðïñïýí íá

åããñáöïýí óå êýêëï. Ôá èåùñÞìáôá ðïõ áêïëïõèïýí áðáíôïýí óôï

åñþôçìá áõôü. Áðïôåëïýí ôá êñéôÞñéá ãéá íá åßíáé Ýíá ôåôñÜðëåõñï

åããñÜøéìï óå êýêëï.

Áí ïé áðÝíáíôé ãùíßåò åíüò ôåôñáðëåýñïõ åßíáé ðáñáðëç-

ñùìáôéêÝò, ôüôå áõôü åßíáé åããñÜøéìï óå êýêëï.

Áðüäåéîç

¸óôù ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ óôï ïðïßï éó÷ýåé Â Ä 180
� �

� � �. Áðü

ôá ôñßá ìç óõíåõèåéáêÜ óçìåßá Á, Â, Ã äéÝñ÷åôáé Ýíáò êýêëïò. Èá

áðïäåßîïõìå üôé áõôüò äéÝñ÷åôáé êáé áðü ôï óçìåßï Ä.

¸óôù üôé äå äéÝñ÷åôáé áðü ôï Ä, áëëÜ ôÝìíåé ôç ÃÄ óôï Å. Ôï

ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÅ åßíáé åããåãñáììÝíï óôïí êýêëï áõôüí, Üñá

Â Å 180
� �

� � �, ïðüôå èá ðñÝðåé Ä Å
� �

� .

Áõôü åßíáé Üôïðï ãéá ôéò ãùíßåò Ä
�

êáé Å
�

, äéüôé ç ìßá åßíáé áðÝíáíôé

åîùôåñéêÞ ôçò Üëëçò óôï ôñßãùíï ÁÄÅ êáé áðïêëåßåôáé íá åßíáé ßóåò.

¢ñá ï êýêëïò ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôá Á, Â êáé Ã õðï÷ñåùôéêÜ äéÝñ÷åôáé

êáé áðü ôï Ä, äçëáäÞ ôï ÁÂÃÄ åßíáé åããñÜøéìï. �

Áí ìßá ãùíßá åíüò ôåôñáðëåýñïõ åßíáé ßóç ìå ôçí åîùôåñéêÞ

ôçò áðÝíáíôé ãùíßáò ôïõ, ôüôå áõôü åßíáé åããñÜøéìï.

Áí ìßá ðëåõñÜ åíüò ôåôñáðëåýñïõ öáßíåôáé áðü ôéò áðÝíáíôé

êïñõöÝò õðü ßóåò ãùíßåò, ôüôå áõôü åßíáé åããñÜøéìï.

Áðüäåéîç

¸óôù ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ ôïõ ïðïßïõ ç ðëåõñÜ ÁÂ öáßíåôáé

áðü ôéò êïñõöÝò Ã êáé Ä õðü ôéò ßóåò ãùíßåò ÁÃÂ
�

êáé ÁÄÂ
�

. Ôá óçìåßá

Ã êáé Ä, ëïéðüí, åßíáé óçìåßá ôïõ Ã.Ô ôïõ ðñïâëÞìáôïò 6.1. Ï

ãåùìåôñéêüò áõôüò ôüðïò áðïôåëåßôáé áðü äýï ôüîá óõììåôñéêÜ ùò

ðñïò ôçí ÁÂ. Õðï÷ñåùôéêÜ ôá óçìåßá Ã êáé Ä èá áíÞêïõí óôï ßäéï

ôüîï, äéüôé äéáöïñåôéêÜ ôï ÁÂÃÄ äå èá Þôáí êõñôü. Ôï ôüîï áõôü

ðåñéÝ÷åé ôá óçìåßá Á, Â, Ã êáé Ä, Üñá áõôÜ áíÞêïõí óôïí ßäéï êýêëï.
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6.5

Íá åîåôÜóåôå áí êáé ðüóïé êýêëïé ðåñíïýí:

á) áðü äýï óçìåßá Á êáé Â.

â) áðü ôñßá ìç óõíåõèåéáêÜ óçìåßá Á, Â êáé Ã.

ã) áðü ôÝóóåñá óçìåßá åê ôùí ïðïßùí ôñßá ïðïéáäÞðïôå äåí åßíáé

óõíåõèåéáêÜ.

Óå ïîõãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ öÝñïõìå ôá ýøç ÁÄ, ÂÅ êáé ÃÆ ôá

ïðïßá ôÝìíïíôáé óôï Ç. Íá áðïäåßîåôå üôé:

á) ôá ôåôñÜðëåõñá ÂÄÇÆ, ÃÄÇÅ êáé ÂÃÅÆ åßíáé åããñÜøéìá,

â) ïé ãùíßåò ÆÄÇ
�

êáé ÅÄÇ
�

åßíáé ßóåò.

Áðüäåéîç

á) Ôï ôåôñÜðëåõñï ÂÄÇÆ åßíáé åããñÜøéìï, äéüôé ïé áðÝíáíôé ãùíßåò

ôïõ ÂÄÇ
�

êáé ÂÆÇ
�

åßíáé ïñèÝò, Üñá êáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò. Ôá ßäéá

éó÷ýïõí ãéá ôï ôåôñÜðëåõñï ÃÄÇÅ êáé ôéò ãùíßåò ÃÄÇ
�

êáé ÃÅÇ
�

.

Óôï ôåôñÜðëåõñï ÂÃÅÆ ç ðëåõñÜ ÂÃ öáßíåôáé áðü ôéò êïñõöÝò Æ

êáé Å õðü ôéò ïñèÝò (Üñá ßóåò) ãùíßåò ÂÆÃ
�

êáé ÂÅÃ
�

. ÅðïìÝíùò êé

áõôü åßíáé åããñÜøéìï.

â) Ôï ôåôñÜðëåõñï ÂÄÃÆ åßíáé åããåãñáììÝíï, Üñá ç ðëåõñÜ ÆÇ

öáßíåôáé áðü ôéò êïñõöÝò Â êáé Ä õðü ßóåò ãùíßåò, ïðüôå

Ä Â
� �

1 1� . Ôï ôåôñÜðëåõñï ÂÃÅÆ åßíáé åããñÜøéìï, Üñá ç ÆÅ

öáßíåôáé áðü ôéò êïñõöÝò Â êáé Ã õðü ßóåò ãùíßåò, Üñá Â Ã
� �

1 1� .

ÔÝëïò êáé ôï ôåôñÜðëåõñï ÃÄÇÅ åßíáé åããåãñáììÝíï êáé ç

ðëåõñÜ ÇÅ öáßíåôáé áðü ôéò áðÝíáíôé êïñõöÝò ìå ßóåò ãùíßåò,

ïðüôå Ã Ä
� �

1 2� .

Óõíïøßæïíôáò Ä Â Ã Ä
� � � �

1 1 1 2� � � .

Äýï êýêëïé ôÝìíïíôáé óôá óçìåßá Á êáé Â. Äýï åõèåßåò
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

ðåñíïýí ç ìßá áðü ôï Á êáé ç Üëëç áðü ôï Â, ôÝìíïõí ôïí Ýíáí

êýêëï óôá óçìåßá Ã êáé Ä êáé ôïí Üëëï óôá Å êáé Æ. Íá áðïäåßîåôå

üôé ÃÄ//ÅÆ.

Áðüäåéîç

Óôï åããåãñáììÝíï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÄÃ êÜèå ãùíßá åßíáé ßóç ìå

ôçí áðÝíáíôé åîùôåñéêÞ, ïðüôå Â Ã
� �

1 1� .

Ïìïßùò óôï åããåãñáììÝíï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÆÅ åßíáé Å Â
� �

1 1� .

¢ñá ïé ãùíßåò Å
�

1 êáé Ã
�

1 åßíáé ßóåò. ¼ìùò áõôÝò åßíáé êáé åíôüò

åíáëëÜî óôéò ÃÄ êáé ÅÆ ìå ôÝìíïõóá ôç ÃÅ. Óõíåðþò ÃÄ//ÅÆ.

1 Áðü ôá åßäç ôùí ðáñáëëçëïãñÜììùí, ðïéá

åßíáé åããñÜøéìá;

2 Áí ç äéÜìåóïò åíüò ôñáðåæßïõ ÷ùñßæåé ôï

ôñáðÝæéï óå äýï åããñÜøéìá ôñáðÝæéá, íá

åîçãÞóåôå ãéáôß ôï áñ÷éêü ôñáðÝæéï åßíáé

åããñÜøéìï.

3 Áí ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ åßíáé åããñÜøéìï íá

õðïëïãßóåôå ôï x.

4 Íá åîçãÞóåôå ãéáôß Ýíáò åããñÜøéìïò ñüìâïò

åßíáé ôåôñÜãùíï.

5 Ãéáôß Ýíá åããñÜøéìï ôåôñÜðëåõñï äåí ìðïñåß

íá Ý÷åé ôñåéò áìâëåßåò ãùíßåò;

6 Áí ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ åßíáé åããñÜøéìï, íá

äåßîåôå üôé ïé ãùíßåò ÂÇÈ
�

êáé ÄÆÅ
�

Ý÷ïõí

Üèñïéóìá 270�.

1 Äýï êýêëïé ôÝìíïíôáé óôá óçìåßá Á êáé Â. Áðü

ôï Á öÝñïõìå ôõ÷áßá åõèåßá ðïõ ôÝìíåé ñïõò

êýêëïõò óôá Ã êáé Ä. Åðßóçò áðü ôï Â ôõ÷áßá

åõèåßá ðïõ ôÝìíåé ôïõò êýêëïõò óôá Å êáé Æ.

Íá áðïäåé÷ôåß üôé ÃÅ//ÄÆ.

2 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé äýï ôõ÷áßïé êýêëïé,

ðïõ ðåñíÜíå áðü ôéò êïñõöÝò Â êáé Ã áõôïý.

Áí Ä, Å ôá óçìåßá óôá ïðïßá ïé êýêëïé

ôÝìíïõí ôçí ÁÂ êáé Æ, Ç ôá óçìåßá ôïìÞò ìå

ôçí ÁÃ, íá áðïäåé÷ôåß üôé ÄÆ//ÅÇ.
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

3 Áí ÁÂÃÄ åßíáé ôåôñÜðëåõñï åããñÜøéìï óå

êýêëï êáé öÝñïõìå ÂÅ�ÃÄ êáé ÃÆ�ÁÂ, íá

áðïäåé÷ôåß üôé ÅÆ//ÁÄ.

4 Ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé åããåãñáììÝíï óå êýêëï

Ï. ÖÝñíïõìå ôçí åöáðôïìÝíç ôïõ êýêëïõ óôï

Á êáé ìßá ÷ïñäÞ ðáñÜëëçëç ó' áõôÞí. Áí Ä

êáé Å ôá óçìåßá ôïìÞò ôçò ÷ïñäÞò ìå ôéò ÁÂ

êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåé÷ôåß üôé ôï ÄÂÅÃ

åßíáé åããñÜøéìï.

5 Èåùñïýìå ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ. Áí ïé

äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí ôïõ äå óõíôñÝ÷ïõí

áëëÜ ó÷çìáôßæïõí ôåôñÜðëåõñï ÊËÌÍ íá

áðïäåßîåôå üôé áõôü åßíáé åããñÜøéìï.

6 Óå ôñßãùíï ÁÂÃ öÝñïõìå ôç äé÷ïôüìï ÂÊ êáé

áðü ôï Ê öÝñïõìå ôçí ÊÄ þóôå ÊÄÃ Á
� �

� , üðïõ

Ä ç ôïìÞ ôçò ÂÃ ìå ôçí ÊÄ. Íá äåé÷ôåß üôé ôï

ôñßãùíï ÁÊÄ åßíáé éóïóêåëÝò.

7 Áðü ôõ÷áßï óçìåßï Ì ôïõ ýøïõò ÁÄ ôñéãþíïõ

ÁÂÃ öÝñïõìå ÌÅ�ÁÂ êáé ÌÆ�ÁÃ. Íá

áðïäåé÷ôåß üôé ôï ÂÅÆÃ åßíáé åããñÜøéìï.

8 Äßíåôáé åããåãñáììÝíï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ.

ÖÝñïõìå ÃÆ�ÂÄ êáé ÂÅ�ÁÃ. Íá áðïäåé÷ôåß

üôé ÆÅ//ÁÄ.

1 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ åããåãñáììÝíï óå êýêëï

êáé öÝñïõìå ôéò åöáðôüìåíåò óôá óçìåßá Á

êáé Â ðïõ ôÝìíïíôáé óôï Ê. Áí öÝñïõìå

ÊË//ÂÃ ðïõ ôÝìíåé ôçí ÁÃ óôï Ë, íá äåßîåôå üôé

ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÊÂË åßíáé åããñÜøéìï.

2 Íá áðïäåé÷èåß üôé óå êÜèå ôñßãùíï ôá

óõììåôñéêÜ ôïõ ïñèüêåíôñïõ ùò ðñïò Üîïíåò

óõììåôñßáò ôéò ðëåõñÝò ôïõ ôñéãþíïõ,

âñßóêïíôáé åðÜíù óôïí ðåñéãåãñáììÝíï

êýêëï ôïõ ôñéãþíïõ.

3 Äßíåôáé ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ åããåãñáììÝíï óå

êýêëï (Ï,R). Áí Å åßíáé ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí

ìç ðáñáëëÞëùí ðëåõñþí, íá áðïäåé÷ôåß üôé

ôï ÅÁÏÃ åßíáé ôåôñÜðëåõñï åããñÜøéìï.

4 Ôï ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ åßíáé åããåãñáììÝíï óå

êýêëï. Áí ïé ìç ðáñÜëëçëåò ðëåõñÝò ÁÄ êáé

ÂÃ ôÝìíïíôáé óôï Å êáé ïé åöáðôüìåíåò óôá Á

êáé Ã ôÝìíïíôáé óôï Æ, íá áðïäåé÷ôåß üôé ôï

ÁÃÆÅ åßíáé åããñÜøéìï óå êýêëï.

5 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé öÝñïõìå ôá ýøç ôïõ

ÁÊ êáé ÂË, ðïõ ôÝìíïíôáé óôï Ç. Áí óôçí ÁÃ

ðÜñïõìå ôìÞìá ËÌ=ÁË, íá äåßîåôå üôé ôï

ôåôñÜðëåõñï ÂÇÌÃ åßíáé åããñÜøéìï.

6 Äßíåôáé çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ ÁÂ. Ðáßñíïõìå

äýï ßóá ôüîá ÂÃ ÃÄ
� �

� ìéêñüôåñá áðü

ôåôáñôçìüñéï êáé óçìåßï Å óôï ôüîï ÁÄ
�

. Áí Ï

åßíáé ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí ÁÃ êáé ÂÅ êáé Æ ôï

óçìåßï ôïìÞò ôùí ÁÄ êáé ÃÅ, íá áðïäåé÷ôåß üôé:

á) Ôï ÁÅÆÏ åßíáé åããñÜøéìï.

â) Ôï Ï éóáðÝ÷åé ßóåò áðïóôÜóåéò áðü ôï Æ êáé

ôçí ÁÂ.

7 Äßíåôáé ìßá äéÜìåôñïò ÁÂ åíüò êýêëïõ (Ï,R)

êáé äõï ÷ïñäÝò ÁÃ êáé ÁÄ ôïõ êýêëïõ

åêáôÝñùèåí ôçò äéáìÝôñïõ ÁÂ. Áí ç

åöáðôüìåíç óôï Â ôÝìíåé ôéò ðñïåêôÜóåéò ôùí

ÁÃ êáé ÁÄ óôá óçìåßá Ê êáé Ë, íá äåßîåôå üôé ôá

óçìåßá Ã, Ä, Ê, Ë åßíáé ïìïêõêëéêÜ.

8 Äßíåôáé Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ åããåãñáììÝíï óå

êýêëï êáé Ýíáí ïðïéïäÞðïôå óçìåßï Ì ôïõ

ðåñéãåãñáììÝíïõ êýêëïõ ôïõ. Íá äåßîåôå üôé

ïé ðñïâïëÝò ôïõ Ì óôéò ðëåõñÝò ôïõ ôñéãþíïõ

âñßóêïíôáé óôçí ßäéá åõèåßá (åõèåßá ôïõ

Simpson).
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6.3 ×ñÞóç ãåùìåôñéêþí ôüðùí óå

ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò

Èá ðáñïõóéÜóïõìå ôþñá ôñåéò êáôáóêåõÝò ðïõ óôçñßæïíôáé óôá

ðñïçãïýìåíá èåùñÞìáôá êáé óôï ãåùìåôñéêü ôüðï ôùí óçìåßùí ôïõ

ðñïâëÞìáôïò 6.1.

Ðñüâëçìá 6.3

Íá êáôáóêåõáóôåß ïñèïãþíéï ôñßãùíï, üôáí ãíùñßæïõìå ôçí

õðïôåßíïõóá êáé ìßá êÜèåôç ðëåõñÜ ôïõ.

ÁíÜëõóç

¸óôù üôé êáôáóêåõÜóôçêå Ýíá ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå

Á 90
�

� �, ÂÃ=á êáé ÁÂ=ã. Ðáñáôçñïýìå üôé ç ãùíßá Á
�

åßíáé ïñèÞ,

Üñá ôï Á èá âñßóêåôáé ó' Ýíáí êýêëï ìå äéÜìåôñï ôç ÂÃ. Áêüìç ôï Á

áðÝ÷åé áðü ôï óçìåßï Â áðüóôáóç ã. ¢ñá èá âñßóêåôáé ó' Ýíáí êýêëï

ìå êÝíôñï ôï Â êáé áêôßíá ã.

Óýíèåóç

Ìå äéÜìåôñï Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ÂÃ=á, ãñÜöïõìå Ýíáí êýêëï.

Ìå êÝíôñï ôï Üêñï ôïõ Â êáé áêôßíá ã ãñÜöïõìå Ýíá äåýôåñï êýêëï. Áí Á

Ýíá êïéíü óçìåßï ôùí äõï êýêëùí, ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé ôï æçôïýìåíï.

Áðüäåéîç

Ç ãùíßá Á 90
�

� � (åããåãñáììÝíç ðïõ âáßíåé óå çìéêýêëéï) êáé

ÂÃ=á êáé ÂÁ=ã. ¢ñá ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé ôï æçôïýìåíï

Äéåñåýíçóç

Ãéá íá õðÜñ÷åé ôï óçìåßï Á èá ðñÝðåé ïé äýï êýêëïé íá

ôÝìíïíôáé.

Ãéá íá ôÝìíïíôáé äýï êýêëïé èá ðñÝðåé R ñ ä R ñ� 	 	 � .

Åäþ Ý÷ïõìå R
á

2
� , ñ=ã, ä

á

2
� .

Ç ðñïçãïýìåíç äéðëÞ áíßóùóç ìáò ïäçãåß óôç ã>0 êáé ã<á,

ðñïûðüèåóç ãíùóôÞ ãéá íá åßíáé ç ã êÜèåôç ðëåõñÜ êáé ç á

õðïôåßíïõóá óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï.

Ìå ôçí ðñïçãïýìåíç ðñïûðüèåóç ç ëýóç åßíáé ìïíáäéêÞ, äéüôé
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áí äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá Ý÷ïõí ßóá ôá ðáñáðÜíù óôïé÷åßá åßíáé

ìåôáîý ôïõò ßóá.

Ðñüâëçìá 6.4

Áðü óçìåßï åêôüò êýêëïõ íá êáôáóêåõáóôåß ç åöáðôïìÝíç ôïõ

êýêëïõ áõôïý.

ÁíÜëõóç

¸óôù (Ê,ñ) ï äåäïìÝíïò êýêëïò, Á ôï óçìåßï åêôüò áõôïý êáé

ÁÂ åßíáé ç æçôïýìåíç åöáðôïìÝíç. Ðáñáôçñïýìå üôé ÊÂ ÁÂ� , Üñá

ðñÝðåé íá êáôáóêåõÜóïõìå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ìå õðïôåßíïõóá ôï

ãíùóôü ôìÞìá ÁÊ êáé ðëåõñÜ ßóç ìå ôçí áêôßíá ôïõ äåäïìÝíïõ

êýêëïõ (ðñïçãïýìåíç êáôáóêåõÞ).

Óýíèåóç

Ìå äéÜìåôñï ôï ÊÁ ãñÜöïõìå êýêëï ï ïðïßïò ôÝìíåé ôïí (Ê,ñ)

óôï Â. Ç ÁÂ åßíáé ç æçôïýìåíç åöáðôïìÝíç.

Áðüäåéîç

Ç ãùíßá ÁÂÊ 90
�

� �, äéüôé åßíáé åããåãñáììÝíç êáé âáßíåé óå

çìéêýêëéï. ÅðåéäÞ ÊÂ åßíáé áêôßíá êáé ÂÁ�ÂÊ, ç ÂÁ åßíáé

åöáðôïìÝíç ôïõ êýêëïõ.

Äéåñåýíçóç

Áñêåß ÁÊ>ñ, äçëáäÞ ôï Á íá åßíáé åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ

êýêëïõ (ðñïûðüèåóç ãíùóôÞ åê ôùí ðñïôÝñùí).

Ïé êýêëïé ôÝìíïíôáé óå äýï óçìåßá ôï Â êáé ôï Â~, ïðüôå Ý÷ïõìå

êáé äåýôåñç åöáðôïìÝíç áðü ôï Á, ôçí ÁÂ~. (Åäþ ïé äýï

åöáðôüìåíåò åßíáé ßóåò, áëëÜ èåùñïýíôáé äýï ëýóåéò, äéüôé ìáò

åíäéáöÝñåé ç óõãêåêñéìÝíç èÝóç ôçò êáèåìéÜò).

Ðñüâëçìá 6.5

Íá êáôáóêåõáóôåß ç êïéíÞ åöáðôïìÝíç äýï êýêëùí.

ÁíÜëõóç

¸óôù ïé êýêëïé (Ê,R) êáé (Ë,ñ), R>ñ, êáé ÁÂ ç êïéíÞ

åöáðôïìÝíç ôïõò. Ðñïöáíþò Á Â 90
� �

� � �. Áí öÝñïõìå ËÃ�ÊÂ, ôï

ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃË åßíáé ïñèïãþíéï, Üñá ËÃÊ 90
�

� �. Óõíåðþò ç ËÃ

åßíáé åöáðôïìÝíç óôïí êýêëï (Ê,ÊÃ). Ï êýêëïò áõôüò üìùò Ý÷åé

ãíùóôü êÝíôñï Ê êáé ãíùóôÞ áêôßíá ÊÃ=ÊÂ–ÂÃ=R–ñ.
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¢ñá ìðïñïýìå íá ôïí êáôáóêåõÜóïõìå.

Óýíèåóç

ÃñÜöïõìå ôïí êýêëï (Ê,R–ñ). Áðü ôï Ë öÝñïõìå ôçí

åöáðôïìÝíç ËÃ (ðñïçãïýìåíç êáôáóêåõÞ). Ðñïåêôåßíïõìå ôçí ÊÃ

êáé ðñïóäéïñßæïõìå ôï Â. ÖÝñïõìå ôçí áêôßíá ËÁ//ÊÂ. Ç ÁÂ åßíáé ç

æçôïýìåíç åöáðôïìÝíç.

Áðüäåéîç

Ç ãùíßá Ã 90
�

� �, äéüôé åßíáé åããåãñáììÝíç êáé âáßíåé óå

çìéêýêëéï.

Ç ÂÃ=ÂÊ–ÊÃ=R–(R–ñ)=ñ, äçëáäÞ ÁË//ÂÃ êáé ÁË=ÂÃ, ïðüôå

ôï ÁÂÃË åßíáé ïñèïãþíéï.

¢ñá Á Â 90
� �

� � � êáé óõíåðþò ç ÁÂ åöÜðôåôáé óôïõò äýï

êýêëïõò.

Äéåñåýíçóç

Ãåíéêüôåñá ôþñá ôï áí êáé ðüóåò êïéíÝò åöáðôüìåíåò Ý÷ïõí

äõï êýêëïé åîáñôÜôáé áðü ôç ó÷åôéêÞ ôïõò èÝóç. Åäþ åîåôÜóáìå ìßá

ìüíï ðåñßðôùóç êáé ãéá ìßá ìüíï åöáðôïìÝíç. Óôï ßäéï ó÷Þìá

õðÜñ÷ïõí áêüìç ôñåéò êïéíÝò åöáðôüìåíåò, åê ôùí ïðïßùí ç ìßá

åßíáé ç Á~Â~.

Ðñüâëçìá 6.6

Íá êáôáóêåõáóôåß ôñßãùíï ÁÂÃ, áí äßíïíôáé ç ðëåõñÜ ÂÃ=á,

ôï ýøïò ÁÄ=õ êáé ç ãùíßá Á ö
�

� .

ÁíÜëõóç

¸óôù üôé ôï æçôïýìåíï ôñßãùíï åßíáé ôï ÁÂÃ. Åöüóïí ÂÁÃ ö
�

� ,

ôï óçìåßï Á èá âñßóêåôáé óå Ýíá áðü ôá äýï ôüîá ìå ÷ïñäÞ ôç ÂÃ

(ãíùóôüò Ã.Ô, ðñüâëçìá 6.2).

Áêüìç åðåéäÞ ôï Á áðÝ÷åé áðü ôç ÂÃ áðüóôáóç õ, èá âñßóêåôáé

óå ìéá áðü ôéò äýï åõèåßåò ðïõ åßíáé ðáñÜëëçëåò óôç ÂÃ êáé áðÝ÷ïõí

áðüóôáóç õ áð' áõôÞ.

Óýíèåóç

Èåùñïýìå åõèýãñáììï ôìÞìá ÂÃ=á êáé êáôáóêåõÜæïõìå ôüîï

ðïõ ôá óçìåßá ôïõ âëÝðïõí ôï ÂÃ õðü ãùíßá ö. ÖÝñïõìå áêüìç

åõèåßá å//ÂÃ êáé óå áðüóôáóç õ áðü ôç ÂÃ. Ç åõèåßá å ôÝìíåé ôï ôüîï

óôï óçìåßï Á. Ôï ÁÂÃ åßíáé ôï æçôïýìåíïôñßãùíï.
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6.6

Áðüäåéîç

ÐñïöáíÞò.

Äéåñåýíçóç

Èá ðñÝðåé 0�<ö<180�. Ôï Á ðñïóäéïñßæåôáé óáí ôïìÞ ôçò

åõèåßáò å êáé ôïõ ôüîïõ ÂÌÃ
�

. ¢ñá äéáêñßíïõìå ôñåéò ðåñéðôþóåéò.

• Áí ç å äåí Ý÷åé êáíÝíá êïéíü óçìåßï ìå ôï ôüîï ÂÌÃ
�

, äçëáäÞ

üôáí ôï ìÝóï Ì ôïõ ôüîïõ áðÝ÷åé áðü ôç ÂÃ áðüóôáóç ìéêñüôåñç

ôïõ õ, äåí Ý÷ïõìå êáìéÜ ëýóç.

• Áí ç å åöÜðôåôáé óôï ôüîï ÂÌÃ
�

, äçëáäÞ üôáí ôï ìÝóï Ì ôïõ

ôüîïõ áðÝ÷åé áðü ôç ÂÃ áðüóôáóç ßóç ìå õ, ôüôå Ý÷ïõìå ìßá

ëýóç.

• Áí ç å ôÝìíåé ôï ôüîï ÂÌÃ
�

, äçëáäÞ üôáí ôï ìÝóï Ì ôïõ ôüîïõ

áðÝ÷åé áðü ôç ÂÃ áðüóôáóç ìåãáëýôåñç ôïõ õ, ôüôå Ý÷ïõìå ìßá

ëýóç. Áí Á êáé Á~ ôá óçìåßá ôïìÞò ôçò å ìå ôï ôüîï ÂÌÃ
�

,

ðáßñíïõìå äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á~ÂÃ. ÅðåéäÞ üìùò ôá ôñßãùíá

ÁÂÃ êáé Á~ÂÃ åßíáé ßóá êáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôç ÂÃ, äå

èåùñïýìå üôé Ý÷ïõìå äýï ëýóåéò óôï ðñüâëçìá, áëëÜ ìßá.

ºäéåò ðáñáôçñÞóéò êÜíïõìå êáé ãéá ôï ôüîï ÂÌ~Ã, ôï óõììåôñéêü

ôïõ ÂÌÃ ùò ðñïò ôç ÂÃ.

Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí ìÝóùí ôùí ÷ïñäþí åíüò

êýêëïõ üôáí:

á) ðåñíïýí áðü Ýíá óôáèåñü óçìåßï.

â) éóáðÝ÷ïõí áðü ôï êÝíôñï.

ã) åßíáé ðáñÜëëçëåò.

Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôïõ Ýãêåíôñïõ åíüò ôñé-

ãþíïõ ÁÂÃ, üôáí ç ðëåõñÜ ôïõ ÂÃ ìÝíåé áêßíçôç êáé ç êïñõöÞ Á

êéíåßôáé Ýôóé, þóôå ç ãùíßá Á
�

íá äéáôçñåß óôáèåñü ìÝôñï ö.
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Ëýóç

¸óôù ìßá ôõ÷áßá èÝóç ôçò êïñõöÞò Á. ÖÝñïõìå ôéò äé÷ïôüìïõò

ÂÄ êáé ÃÅ, êáé Ýóôù É ôï Ýãêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.

Óôï ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýåé Á Â Ã
� � �

� � � �180 Þ ö+2x+2ù=180�


Óôï ôñßãùíï ÂÉÃ éó÷ýåé x+ù=180�– É
�

1

¸ôóé ç ó÷Ýóç ö+2x+2ù=180� ãßíåôáé

ö+2(180�– É
�

1)=180� êáé ôåëéêÜ É 90
ö

2
1

�

� ��

ÅðïìÝíùò ôï óçìåßï É âëÝðåé ôçí ðëåõñÜ ÂÃ õðü óôáèåñÞ ãùíßá

90
ö

2
�� , Üñá âñßóêåôáé óå äýï ôüîá êïéíÞò ÷ïñäÞò ÂÃ óõììåôñéêÜ ùò

ðñïò áõôÞí ðïõ ôá óçìåßá ôçò âëÝðïõí ôç ÂÃ õðü ãùíßá 90
ö

2
�� .

Óõíåðþò, ôï Ýãêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ áíÞêåé ðÜíôá óôá ôüîá

áõôÜ.

Áíôéóôñüöùò

Áí Ê Ýíá óçìåßï ôùí ôüîùí áõôþí, êáôáóêåõÜæïõìå ìßá ãùíßá

ÊÂx
�

ßóç êáé äéáäï÷éêÞ ôçò ÊÂÃ
�

êáé ìßá ãùíßá ÊÃy
�

ßóç êáé äéáäï÷éêÞ

ôçò ÊÃÂ
�

. Ïé çìéåõèåßåò Â÷ êáé Ãy ôÝìíïíôáé (äéüôé

ÂÊÃ 90
ö

2
90

�

� �� � �, Üñá ÊÂÃ ÊÃÂ
� �

� 	 �90 , Üñá ÃÂx ÂÃy
� �

� 	 �180 )

óôï Á. Ôï Ê åßíáé Ýãêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ ïðüôå äéáðéóôþíïõìå

üôé ÂÁÃ ö
�

� . ¢ñá êÜèå óçìåßï ôùí ôüîùí áõôþí åßíáé Ýãêåíôñï åíüò

ôÝôïéïõ ôñéãþíïõ.

¿óôå ï æçôïýìåíïò ãåùìåôñéêüò ôüðïò åßíáé ôï ó÷Þìá ðïõ

áðïôåëïýí ôá äýï áõôÜ ôüîá.

Íá êáôáóêåõáóôåß ôñßãùíï ÁÂÃ, üôáí ãíùñßæïõìå ôï ìÝôñï

ôçò ãùíßáò Á ö
�

� , ôï ìÞêïò ôçò ðëåõñÜò ÂÃ=á êáé ôï ìÞêïò ôçò

äéáìÝóïõ ìá=ê.

ÁíÜëõóç

Áí èåùñÞóïõìå Ýíá ôìÞìá ÂÃ=á, ç êïñõöÞ Á èá âëÝðåé ôç ÂÃ

õðü ãíùóôÞ ãùíßá ö. ¢ñá èá áíÞêåé ó' Ýíá áðü ôá ôüîá ðïõ

áíáöÝñáìå óôçí ðáñÜãñáöï 6.1. Áí Ì ôï ìÝóï ôçò ÂÃ, ôüôå ç

áðüóôáóç ÌÁ=ê åßíáé ãíùóôÞ, Üñá ôï Á èá âñßóêåôáé ó' Ýíáí êýêëï

ìå êÝíôñï ôï Ì êáé áêôßíá ê.
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

Óýíèåóç

Ðáßñíïõìå ôìÞìá ÂÃ=á. Óôç óõíÝ÷åéá ãñÜöïõìå ôá äýï ôüîá

áðü ôá óçìåßá ôùí ïðïßùí ôï ÂÃ öáßíåôáé õðü ãùíßá ö. Êáé ôÝëïò,

ãñÜöïõìå êýêëï áêôßíáò ê ìå êÝíôñï ôï ìÝóï Ì ôïõ ÂÃ. Ç ôïìÞ ôïõ

êýêëïõ ìå ôá ðñïçãïýìåíá ôüîá ðñïóäéïñßæåé ôç èÝóç ôçò êïñõöÞò Á.

Áðüäåéîç

ÐñïöáíÞò.

Äéåñåýíçóç

Ï êýêëïò (Ì,ê) åíäå÷ïìÝíùò íá ðåñíÜ áðü ôá óçìåßá Â êáé Ã Þ

íá ìçí Ý÷åé êáíÝíá êïéíü óçìåßï ìå ôá ôüîá. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ

ôÝôïéï ôñßãùíï äåí õðÜñ÷åé. Áí ï êýêëïò (Ì,ê) Ý÷åé ðåñéóóüôåñá

êïéíÜ óçìåßá ìå ôá åí ëüãù ôüîá, ïé èÝóåéò ôçò êïñõöÞò Á åßíáé

äéáöïñåôéêÝò áëëÜ ôá ôñßãùíá áõôÜ åßíáé üëá ßóá ìåôáîý ôïõò êáé

èåùñïýìå üôé Ý÷ïõìå ìßá ëýóç óôï ðñüâëçìá.

1 Ðþò ìðïñïýìå íá âñïýìå ôç èÝóç ôïõ

óçìåßïõ Ä þóôå ôï ôñßãùíï ÂÃÄ íá åßíáé

éóïóêåëÝò

á) ìå âÜóç ôç ÂÃ,

â) ìå âÜóç ôç ÂÄ;

2 Ìå ðïéá êáôáóêåõÞ èá ðñïóäéïñßóïõìå Ýíá

óçìåßï Ã ôïõ êýêëïõ ðïõ íá éóáðÝ÷åé áðü ôá

óçìåßá Á êáé Â;

3 Ðþò ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå äýï

óçìåßá ôïõ êýêëïõ ðïõ íá éóáðÝ÷ïõí áðü ôï

Á; Ðüóá ôÝôïéá æåýãç óçìåßùí õðÜñ÷ïõí;

4 Ìå ðïéá êáôáóêåõÞ ìðïñïýìå íá

ðñïóäéïñßóïõìå Ýíá óçìåßï ôï ïðïßï èá

éóáðÝ÷åé áðü ôá óçìåßá Á êáé Ï, áëëÜ èá

éóáðÝ÷åé êáé áðü ôéò ðëåõñÝò Ïx êáé Ïy.
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ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ 6
ïõ

ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

1 Äßíåôáé ìßá åõèåßá å, Ýíá óçìåßï Á åêôüò

áõôÞò êáé Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ë. Íá

êáôáóêåõÜóåôå Ýíáí êýêëï, ðïõ íá Ý÷åé

êÝíôñï ôï Á êáé íá êüâåé ÷ïñäÞ ìÞêïõò ë áðü

ôçí åõèåßá å.

2 Íá êáôáóêåõÜóåôå Ýíá ðáñáëëçëüãñáììï

üôáí äßíïíôáé ïé äýï äéáãþíéÝò ôïõ ä1 êáé ä2

êáé ìßá ðëåõñÜ á.

3 Íá êáôáóêåõáóôåß ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ,

üôáí ãíùñßæïõìå ôçí ïîåéá ãùíßá Ã ö
�

� êáé ôç

äéÜìåóï ìá ðñïò ôçí õðïôåßíïõóá.

4 Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôïõ êÝíôñïõ

åíüò ðáñáëëçëïãñÜììïõ ÁÂÃÄ üôáí ïé

ðëåõñÝò ôïõ ÁÂ êáé ÃÄ êéíïýíôáé ðÜíù óå äýï

äïóìÝíåò ðáñÜëëçëåò åõèåßåò å1 êáé å2.

5 Óå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ ç ðëåõñÜ ÂÃ åßíáé

óôáèåñÞ ùò ðñïò ôç èÝóç êáé ùò ðñïò ôï

ìÝãåèïò (áêßíçôç) êáé ç ãùíßá Á
�

äéáôçñåß

óôáèåñü ìÝôñï ù. Íá âñåßôå ôï ãåùìåôñéêü

ôüðï ôïõ ìÝóïõ Ì ôçò ðëåõñÜò ÁÃ.

6 Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí êÝíôñùí

ôùí êýêëùí ïé ïðïßïé åöÜðôïíôáé óôéò

ðëåõñÝò äïóìÝíçò ãùíßáò xOy
�

.

1 Íá âñåßôå ôï ãåùìåôñéêü ôüðï ôùí óçìåßùí Ì

áðü ôá ïðïßá ôá åöáðôüìåíá ôìÞìáôá ðïõ

öÝñïõìå ðñïò äïóìÝíï êýêëï (Ï,R) Ý÷ïõí

óôáèåñü ìÞêïò ë.

2 Óå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ ç ðëåõñÜ ÂÃ åßíáé

óôáèåñÞ êáôÜ èÝóç êáé ìÝãåèïò êáé ç ãùíßá Á
�

äéáôçñåß óôáèåñü ìÝôñï ö. Íá âñåßôå ôï

ãåùìåôñéêü ôüðï ôïõ Ýãêåíôñïõ ôïõ ôñéãþíïõ.

3 Íá êáôáóêåõÜóåôå Ýíá ðáñáëëçëüãñáììï

üôáí ãíùñßæïõìå ôéò äýï äéáãþíéåò ä1 êáé ä2

êáé ìéá ôïõ ãùíßá Â ö
�

� .

4 Íá êáôáóêåõáóôåß Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ üôáí

ãíùñßæïõìå ôá ìÞêç ôùí ôñéþí äéáìÝóùí ôïõ.

5 Íá êáôáóêåõáóôåß ôñßãùíï ÁÂÃ üôáí ãíù-

ñßæïõìå ôçí ðëåõñÜ á, ôï ýøïò õá êáé ôçí

áêôßíá R ôïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ êýêëïõ.

1 Áí Ä, Å êáé Æ óçìåßá ôùí ðëåõñþí ÁÂ, ÂÃ êáé

ÃÁ åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé ïé

ðåñéãåãñáììÝíïé êýêëïé ôùí ôñéãþíùí ÁÄÆ,

ÂÄÅ êáé ÃÅÆ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï

(óçìåßï Miquel),

2 Èåùñïýìå ôïí ðåñéãåãñáììÝíï êýêëï (Ï,R)

ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé ôï ïñèüêåíôñü ôïõ Ç. Áðü

ôçí êïñõöÞ Â öÝñïõìå ôç ÷ïñäÞ ÂÄ ôïõ

êýêëïõ Ýôóé, þóôå ÂÄ�ÂÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé:

á) ÁÄ êÜèåôç óôçí ÁÃ.

â) ÂÄ=ÁÇ.

ã) ÏÌ
ÁÇ

2
� , üðïõ Ì ìÝóï ôçò ÂÃ.

3 Íá áðïäåßîåôå üôé óå êÜèå ôñßãùíï ôï

ïñèüêåíôñï, ôï âáñýêåíôñï êáé ôï ðåñß-

êåíôñï âñßóêïíôáé óôçí ßäéá åõèåßá (åõèåßá

ôïõ Euler).

4 Íá áðïäåé÷ôåß üôé óå êÜèå ôñßãùíï ôá ß÷íç ôùí
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ6
ïõ

ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

õøþí, ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí êáé ôá ìÝóá ôùí

åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí, ðïõ óõíäÝïõí ôï

ïñèüêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ ìå ôéò êïñõöÝò ôïõ,

áíÞêïõí óôïí ßäéï êýêëï (êýêëïò ôïõ Euler Þ

êýêëïò ôùí åííéÜ óçìåßùí).

5 Ìå ðëåõñÝò ôéò ðëåõñÝò ÁÂ, ÂÃ, ÃÁ ôñéãþíïõ

ÁÂÃ êáôáóêåõÜæïõìå ôá éóüðëåõñá ôñßãùíá

ÁÂÄ, ÂÃÅ, ÁÃÆ åîùôåñéêÜ ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.

Íá áðïäåßîåôå üôé ïé ÂÆ, ÄÃ, ÁÅ óõíôñÝ÷ïõí.

6 Äßíåôáé ôüîï ÂÃ
�

êáé ÂÃ=á ç áíôßóôïé÷ç ÷ïñäÞ

ôïõ. Íá êáôáóêåõÜóåôå ôñßãùíï ÁÂÃ, áí åßíáé

ãíùóôÜ ç ðëåõñÜ ôïõ ÂÃ=á, ôï ýøïò ôïõ

ÁÄ=õá êáé áí ãíùñßæïõìå üôé ôï ïñèüêåíôñï

ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ âñßóêåôáé óôï ôüîï ÂÃ
�

,

üðïõ á, õá ãíùóôÜ åõèýãñáììá ôìÞìáôá.

7 Óå Ýíá ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ åããñÜöïõìå

ôåôñÜãùíï ÄÅÆÇ Ýôóé, þóôå ç ðëåõñÜ ÄÅ íá

âñßóêåôáé ðÜíù óôç ÂÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé áí

Ï åßíáé ôï êÝíôñï ôïõ ôåôñáãþíïõ, ç ÁÏ

äé÷ïôïìåß ôç ãùíßá Á
�

ôïõ ôñéãþíïõ.

8 Èåùñïýìå Ýíá çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ ÁÂ êáé

äýï åóùôåñéêÜ ôïõ óçìåßá Ã êáé Ä. Áí ïé

åöáðôüìåíåò ôïõ çìéêõêëßïõ áõôïý óôá Ã êáé

Ä ôÝìíïíôáé óôï Ì, íá áðïäåßîåôå üôé ïé

åõèåßåò ÁÃ êáé ÂÄ ôÝìíïíôáé óôçí êÜèåôï áðü

ôï Ì ðñïò ôçí ÁÂ.

9 Èåùñïýìå Ýíá êýêëï, Ýíá ôüîï ôïõ ÁÂ
�

� �120

êáé Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï Ì ôïõ ôüîïõ áõôïý.

Ïé åöáðôüìåíåò ôïõ êýêëïõ óôá óçìåßá Á êáé

Â ôÝìíïíôáé óôï Ã. Ç åõèåßá ÁÌ ôÝìíåé ôç ÂÃ

óôï Ä êáé ç åõèåßá ÂÌ ôÝìíåé ôçí ÁÃ óôï Å. Íá

äåßîåôå üôé ÁÄ=ÂÅ.

10 ¸óôù Ýíá ôåôñÜãùíï ÁÂÃÄ. Ìßá åóùôåñéêÞ

çìéåõèåßá Âx ôçò ãùíßáò ÁÂÃ
�

ôÝìíåé ôïí

êýêëï äéáìÝôñïõ ÁÂ óôï Å êáé ôïí êýêëï

(Â,ÂÁ) óôï Æ. ÖÝñïõìå ôï êÜèåôï ôìÞìá ÆÇ

ðñïò ôçí ÁÄ. Íá äåßîåôå üôé ÆÅ=ÆÇ.

11 Èåùñïýìå Ýíá ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ êáé

ãñÜöïõìå ôïõò êýêëïõò ìå äéáìÝôñïõò ôéò

ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÃÄ. Áí Ì êáé Í ôá ìÝóá ôùí

çìéêõêëßùí ðïõ âñßóêïíôáé óôï åóùôåñéêü

ôïõ ôåôñáðëåýñïõ, ç åõèåßá ÌÍ ôÝìíåé ôá

Üëëá çìéêýêëéá óôá Å êáé Æ áíôßóôïé÷á. Ïé

åõèåßåò ÅÁ êáé ÆÄ ôÝìíïíôáé óôïÇ êáé ïé

åõèåßåò ÅÂ êáé ÆÃ ôÝìíïíôáé óôï È. Íá äåßîåôå

üôé ôï ÅÈÆÇ åßíáé ôåôñÜãùíï.

12 Óå êýêëï êÝíôñïõ Ï öÝñïõìå äýï êÜèåôåò

÷ïñäÝò ÁÂ êáé ÃÄ, ðïõ ôÝìíïíôáé óôï óçìåßï

Ê. Íá äåßîåôå üôé ç áðüóôáóç ôïõ Ï áðü ôç ÂÄ

åßíá ßóç ìå ôï ìéóü ôçò ÃÁ.

1 Áí óå êýêëï ìå êÝíôñï Ï Ý÷ïõìå ôá äéáäï-

÷éêÜ ôüîá ÁÂ ÂÃ ÃÄ
� � �

� � � �60 , ôüôå ÁÂ�ÂÄ.

� Óùóôü � ËÜèïò

2 Áí Ýíá ðáñáëëçëüãñáììï åßíáé åããñÜøéìï,

ôüôå åßíáé ïñèïãþíéï.

� Óùóôü � ËÜèïò

3 Áí Ýíáò ñüìâïò åßíáé åããñÜøéìï ôåôñÜ-

ðëåõñï, ôüôå åßíáé ôåôñÜãùíï.

� Óùóôü � ËÜèïò

4
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Áí ôá ìÝôñá ôùí ãùíéþí Á Â Ã Ä
� � � �

, , , åíüò

ôåôñáðëåýñïõ ÁÂÃÄ åßíáé áíÜëïãá ðñïò ôïõò

áñéèìïýò 10, 11, 13, 12, ôüôå ôï ôåôñÜðëåõñï

åßíáé åããñÜøéìï

� Óùóôü � ËÜèïò

5 Áí Ýíá ðáñáëëçëüãñáììï åßíáé åããñÜøéìï,

ôüôå ïé äéáãþíéÝò ôïõ ðåñíïýí áð' ôï êÝíôñï

ôïõ êýêëïõ.

� Óùóôü � ËÜèïò

6 Áí ÁÂÃÄ åããñåãñáììÝíï ôåôñÜðëåõñï, ôüôå

Á.� Á Â
� �

� � �180

Â.� Á Ã
� �

� � �180

Ã. � Â Ä
� �

� � �180

Ä.� ÁÂ+ÄÃ=ÁÄ+ÂÃ

7 ¸íá ôñáðÝæéï åßíáé åããñÜøéìï óå êýêëï

Á.� ÐïôÝ.

Â.� ÐÜíôá.

Ã. � Áí åßíáé éóïóêåëÝò.

Ä.� Áí ç ìéêñÞ âÜóç åßíáé ôï ìéóü ôçò

ìåãÜëçò.
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Óôçí ðñþôç åíüôçôá ôïõ êåöáëáßïõ 6 äþóáìå ôïí ïñéóìü ôçò

åããåãñáììÝíçò ãùíßáò óå êýêëï (ç êïñõöÞ ôçò åßíáé óçìåßï ôïõ êýêëïõ

êáé ïé ðëåõñÝò ôçò ôÝìíïõí áõôüí). ÂáóéêÞ ó÷Ýóç ôçò åíüôçôáò áõôÞò

åßíáé ç ó÷Ýóç ìåôáîý åããåãñáììÝíçò êáé åðßêåíôñçò ãùíßáò ðïõ

âáßíïõí óôï ßäéï ôüîï (ç åããåãñáììÝíç ãùíßá åßíáé ßóç ìå ôï ìéóü ôçò

áíôßóôïé÷çò åðßêåíôñçò ðïõ âáßíåé óôï ßäéï ì' áõôÞí ôüîï).

ÊëáóéêÞ ðåñßðôùóç åããåãñáììÝíçò ãùíßáò åßíáé áõôÞ ðïõ âáßíåé

óå çìéêýêëéï, ðïõ öõóéêÜ åßíáé ïñèÞ êáé ðïõ åìöáíßæåôáé ó÷åäüí

"ôáõôü÷ñïíá" ìå ôçí åìöÜíéóç ìéáò äéáìÝôñïõ.

Ìéá Üëëç ãùíßá, ðïõ ìåëåôÞóáìå, åßíáé ç ãùíßá ðïõ ó÷çìáôßæåôáé

áðü ÷ïñäÞ êýêëïõ êáé ôçí åöáðôïìÝíç ôïõ êýêëïõ óôï Ýíá Üêñï ôçò

÷ïñäÞò. Ç ãùíßá áõôÞ éóïýôáé ìå êÜèå åããåãñáìÝíç ðïõ âáßíåé óôï ôüîï

ôçò ÷ïñäÞò.

Ç Ýííïéá ôçò åããåãñáììÝíçò ãùíßáò êáé ç ó÷Ýóç ôçò ìå ôï

áíôßóôïé÷ï ôüîï ìáò Ýäùóå ôçí åõêáéñßá íá åíôïðßóïõìå Ýíáí áêüìç

ãåùìåôñéêü ôüðï (ôùí óçìåßùí ðïõ âëÝðïõí Ýíá ôìÞìá õðü ïñéóìÝíç

ãùíßá) êáé íá áó÷ïëçèïýìå êáé ìå ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ. Ùò ãíùóôü ï

ôüðïò áõôüò áðïôåëåßôáé áðü äýï ôüîá ìå êïéíÞ ÷ïñäÞ ôï ôìÞìá êáé

óõììåôñéêÜ ùò ðñïò áõôü.

Óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï ôïõ êåöáëáßïõ ãíùñßóáìå ôéò éäéüôçôåò

ôùí åããåãñáììÝíùí ôåôñáðëåýñùí óå êýêëï. ¸ôóé áí Ýíá ôåôñÜðëåõñï

åßíáé åããåãñáììÝíï óå êýêëï, ôüôå:

• ïé áðÝíáíôé ãùíßåò ôïõ åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

• êÜèå ãùíßá ôïõ åßíáé ßóç ìå ôçí åîùôåñéêÞ ôçò áðÝíáíôé ãùíßáò ôïõ.

• êÜèå ðëåõñÜ ôïõ öáßíåôáé áðü ôéò áðÝíáíôé êïñõöÝò õðü ßóåò

ãùíßåò.
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Óôçí ßäéá ðáñÜãñáöï ìåëåôÞóáìå ôá êñéôÞñéá åããñÜøéìïõ

ôåôñáðëåýñïõ. ¸íá ôåôñÜðëåõñï åßíáé åããñÜøéìï óå êýêëï áí

• ïé áðÝíáíôé ãùíßåò ôïõ åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

• êÜèå ãùíßá ôïõ åßíáé ßóç ìå ôçí åîùôåñéêÞ ôçò áðÝíáíôé ãùíßáò ôïõ.

• êÜèå ðëåõñÜ ôïõ öáßíåôáé áðü ôéò áðÝíáíôé êïñõöÝò õðü ßóåò

ãùíßåò.

Êëåßóáìå ôï 6ï êåöÜëáéï ìå ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò ðïõ âáóß-

æïíôáé óôéò åããåãñáììÝíåò ãùíßåò óå êýêëï. ¸ôóé êáôáóêåõÜóáìå

ôñßãùíï áðü ãùíßá, áðÝíáíôé ðëåõñÜ êáé áíôßóôïé÷ï ðñïò áõôÞí ýøïò,

êáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï áðü õðïôåßíïõóá êáé ìéá êÜèåôç ðëåõñÜ

(óôçñéæüìåíïé óôçí êëáóéêÞ üðùò ôç ÷áñáêôçñßóáìå ðåñßðôùóç ôçò

åããåãñáììÝíçò ðïõ âáßíåé óå çìéêýêëéï).

Áêüìç êáôáóêåõÜóáìå ôçí åöáðôïìÝíç êýêëïõ áðü óçìåßï åêôüò

áõôïý êáé ôçò êïéíÞò åöáðôïìÝíçò äýï êýêëùí óå ìéá áðü ôéò äéÜöïñåò

ðåñéðôþóåéò ðïõ ìðïñïýìå íá óõíáíôÞóïõìå.
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