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ÐÁÑÁËËÇËÅÓ ÅÕÈÅÉÅÓ

4.1 ÐáñÜëëçëåò åõèåßåò

Äýï åõèåßåò ïíïìÜæïíôáé ðáñÜëëçëåò, üôáí áíÞêïõí óôï ßäéï

åðßðåäï êáé äåí Ý÷ïõí êáíÝíá êïéíü óçìåßï.

Ãéá íá äçëþóïõìå üôé äýï åõèåßåò á êáé â åßíáé ðáñÜëëçëåò

÷ñçóéìïðïéïýìå ôï óõìâïëéóìü ä//å.

Ãùíßåò äýï åõèåéþí ðïõ ôÝìíïíôáé áðü ìßá ôñßôç

Óôï äéðëáíü ó÷Þìá Ý÷ïõìå äýï åõèåßåò, ôéò ä êáé å ðïõ

ôÝìíïíôáé áðü ìßá ôñßôç ôç æ óôá óçìåßá Á êáé Â áíôßóôïé÷á.

Ó÷çìáôßæïíôáé Ýôóé 8 ãùíßåò, 4 ìå êïñõöÞ ôï Á ôéò ïðïßåò

óõìâïëßæïõìå ìå Á Á Á Á
� � � �

1 2 3 4, , , êáé 4 ìå êïñõöÞ ôï Â, ôéò ïðïßåò

óõìâïëßæïõìå ìå Â Â Â Â
� � � �

1 2 3 4, , , . ÏñéóìÝíá áðü ôá æåýãç ôùí ãùíéþí

áõôþí ðáñïõóéÜæïõí åíäéáöÝñïí ãéá ôç ìåëÝôç ôùí ðáñÜëëçëùí

åõèåéþí, ãé' áõôü èá åðé÷åéñÞóïõìå ìéá óõóôçìáôéêÞ ôáîéíüìçóÞ

ôïõò.

Ôá æåýãç óôá ïðïßá èá áíáöåñèïýìå ðåñéÝ÷ïõí ìéá ãùíßá ìå

êïñõöÞ ôï Á êáé ìßá ãùíßá ìå êïñõöÞ ôï Â. ÐñïóÝ÷ïõìå ôá åîÞò

óçìåßá:

á) áí ïé ãùíßåò äßíïõí ôçí åíôýðùóç üôé âñßóêïíôáé åíôüò (áíÜ-

ìåóá) ôùí åõèåéþí ä êáé å (üðùò ïé A 3

�

, A 4

�

, Â3

�

, Â4

�

) Þ åêôüò

(áðÝîù) ôùí åõèåéþí ä êáé å (üðùò ïé A 1

�

, A 2

�

, Â1

�

, Â2

�

),

â) áí ïé ãùíßåò âñßóêïíôáé ðñïò ôï áõôü (ßäéï) ìÝñïò ôçò ôÝìíïõ-

óáò æ (üðùò ïé A 1

�

, Â2

�

, A 3

�

, Â4

�

Þ A 2

�

, Â3

�

, A 4

�

, Â1

�

) Þ áí âñßóêïíôáé

åíáëëÜî (óå äéáöïñåôéêÜ ìÝñç) ôçò ôÝìíïõóáò æ (üðùò ïé A 3

�

êáé

Â3

�

).
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Ïé èÝóåéò ôùí ðáñáðÜíù ãùíéþí êáèïñßæïõí ôçí ïíïìáóßá ôïõò,

êáé ïé óõíäõáóìïß ðïõ èá ìáò áðáó÷ïëÞóïõí éäéáßôåñá åßíáé ïé:

á) Åíôüò åíáëëÜî ãùíßåò, üðùò ïé ãùíßåò A 3

�

êáé Â3

�

Þ ïé A 4

�

êáé Â4

�

.

â) Ïé åíôüò åðß ôá áõôÜ ãùíßåò, üðùò ïé ãùíßåò A 3

�

êáé Â
�

4 Þ ïé A 4

�

êáé Â3

�

.

ã) Ïé åíôüò åêôüò êé åðß ôá áõôÜ ãùíßåò, üðùò ïé ãùíßåò A 3

�

êáé Â2

�

Þ

ïé A 4

�

êáé Â1

�

Þ ïé A 1

�

êáé Â
�

4 Þ ïé A 2

�

êáé Â
�

3 .

Áí äýï åõèåßåò ôÝìíïíôáé áðü ìßá ôñßôç êáé ó÷çìáôßæïõí ôéò

åíôüò åíáëëÜî ãùíßåò ßóåò, ôüôå åßíáé ðáñÜëëçëåò.

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ôéò åõèåßåò ä êáé å ðïõ ôÝìíïíôáé áðü ôç æ óôá óçìåßá

Á êáé Â áíôßóôïé÷á êáé ó÷çìáôßæïõí ôéò åíôüò åíáëëÜî ãùíßåò A 1

�

êáé

Â1

�

ßóåò.

¸óôù üôé ïé åõèåßåò ä êáé å ôÝìíïíôáé ó' Ýíá óçìåßï Ã. Ó÷çìá-

ôßæåôáé Ýôóé Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ óôï ïðïßï ç ãùíßá A 1

�

åßíáé åîùôåñéêÞ

êáé ç Â1

�

áðÝíáíôé åóùôåñéêÞ. Óýìöùíá ìå ãíùóôü èåþñçìá ôïõ 3ïõ

êåöáëáßïõ, èá éó÷ýåé A Â1 1

� �

� . Áõôü üìùò åßíáé Üôïðï, åðåéäÞ

A Â1 1

� �

� , ïðüôå óõìðåñáßíïõìå üôé ä//å. �

Äýï åõèåßåò êÜèåôåò óå ôñßôç åõèåßá åßíáé ìåôáîý ôïõò

ðáñÜëëçëåò.

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå äýï åõèåßåò ä êáé å êÜèåôåò óôçí åõèåßá æ. Ôüôå ïé

åíôüò åíáëëÜî ãùíßåò A 1

�

êáé Â1

�

åßíáé ßóåò, ùò ïñèÝò, Üñá ä//å. �

Ôï ìÞêïò ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ ïíïìÜæåôáé áðüóôáóç

ôùí ðáñÜëëçëùí ä êáé å.

á) Áí äýï åõèåßåò ôÝìíïíôáé áðü ìßá ôñßôç êáé ó÷çìáôßæïõí ôéò

åíôüò åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíßåò ßóåò, ôüôå åßíáé

ðáñÜëëçëåò.

â) Áí äýï åõèåßåò ôÝìíïíôáé áðü ìßá ôñßôç êáé ó÷çìáôßæïõí ôéò

åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíßåò ðáñáðëçñùìáôéêÝò, ôüôå

åßíáé ðáñÜëëçëåò.
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Áîßùìá ðáñáëëçëßáò

Ìå ôï èåþñçìá 4.1 êáé ôá ðïñßóìáôá 4.1 êáé 4.2 êáôï÷õñþíåôáé

ç ýðáñîç ìéáò ôïõëÜ÷éóôïí ðáñÜëëçëçò áðü Ýíá óçìåßï, Ýóôù Á

ðñïò ìßá åõèåßá å. Ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå áõôÞ ôçí ðáñÜëëçëç áðü

ôï Á ðñïò ôçí å, öÝñïõìå áñ÷éêÜ ìßá åõèåßá æ ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Á

êáé åßíáé êÜèåôç óôçí å. Ç åõèåßá æ ôÝìíåé ôçí å óôï Â. Óôç óõíÝ÷åéá

öÝñïõìå åõèåßá ä êÜèåôç óôç æ óôï Á. Ó÷çìáôßæïíôáé Ýôóé ïé åíôüò

åíáëëÜî ãùíßåò A 1

�

êáé Â1

�

, ïé ïðïßåò ùò ïñèÝò, åßíáé ßóåò êáé åðïìÝ-

íùò ä//å. Äå öáßíåôáé üìùò ôßðïôá íá áðïêëåßåé ôçí ýðáñîç êáé ìßáò

Üëëçò åõèåßáò ä~ ðáñÜëëçëçò ðñïò ôçí å ðïõ íá äéÝñ÷åôáé áðü ôï óç-

ìåßï Á. Ç åðïðôåßá üìùò äßíåé ôçí åíôýðùóç üôé ç ä åßíáé ç ìïíáäéêÞ

ðáñÜëëçëç áðü ôï Á ðñïò ôçí å. Áíáãêáæüìáóôå äçëáäÞ êáôÜ êÜðïéïí

ôñüðï íá äå÷ôïýìå ôï ðáñáêÜôù áîßùìá, ôï ïðïßï ïíïìÜæåôáé áîßùìá

ôçò ðáñáëëçëßáò.

Áðü Ýíá óçìåßï åêôüò åõèåßáò Üãåôáé ìßá ìüíï ðáñÜëëçëç

ðñïò ôçí åõèåßá áõôÞ.

Ôï 5ï áßôçìá ôùí «Óôïé÷åßùí» ôïõ Åõêëåßäç

Ôï 1ï âéâëßï ôùí «Óôïé÷åßùí» ôïõ Åõêëåßäç ðåñéÝ÷åé ðÝíôå

«êïéíÝò Ýííïéåò» (ðåñß éóüôçôáò ó÷çìÜôùí) êáé ðÝíôå «áéôÞìáôá»,

äçëáäÞ áîéþìáôá, áðü ôá ïðïßá ôï ðÝìðôï (ãíùóôü êáé ùò

crux-geometrica - ãåùìåôñéêü âÜóáíï) åßíáé ôï ðåñßöçìï áßôçìá

ôùí ðáñáëëÞëùí:

"Êáß [åÜí äýï å[õèåßáò å[õèå~éá [åìðßðôïõóá ôÜò [åíôüò êáß [åðß ôÜ

á[õôÜ ìÝñç ãùíßáò äýï [ïñè~ùí [åëÜóóïíáò ðïé~ç, [åêâáëëïìÝíáò

ôÜò äýï å[[[õèåßáò [åð' [Üðåéñïí óõìðßðôåéí, [åö' ]Ü ìÝñç å[éóßí á]é ô~ùí

äýï [ïñè~ùí [åëÜóóïíåò".

(Áí äýï åõèåßåò ôÝìíïíôáé áðü ìéá åõèåßá Ýôóé, þóôå ïé åíôüò

êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíßåò íá Ý÷ïõí Üèñïéóìá ìéêñüôåñï áðü äýï
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ïñèÝò, ôüôå ïé äýï åõèåßåò ðñïåêôåéíüìåíåò óôï Üðåéñï èá

óõíáíôçèïýí ðñïò ôï ìÝñïò ðïõ âñßóêïíôáé ïé ãùíßåò ìå Üèñïéóìá

ìéêñüôåñï áðü äýï ïñèÝò).

Ôï 5ï áõôü áßôçìá ðáñáìÝíåé áíáðüäåéêôï, áíôßèåôá, ôï

áíôßóôñïöï áðïäåéêíýåôáé ùò åîÞò:

Óå êÜèå ôñßãùíï ôï Üèñïéóìá äýï ïðïéùíäÞðïôå ãùíéþí

åßíáé ìéêñüôåñï áðü äýï ïñèÝò ãùíßåò.

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ôñßãùíï ÁÂÃ. Áñêåß íá áðïäåßîïõìå ð.÷. üôé åßíáé

Á Â
� �

� � �180 . Ó÷çìáôßæïõìå ôçí åîùôåñéêÞ ãùíßá xÂÁ
�

ôçò ãùíßáò Â
�

.

Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 3.11 èá åßíáé Á xÂÁ
� �

� Þ Á Â xÂÁ Â
� � � �

� � � .

ÅðåéäÞ üìùò xÂÁ Â
� �

� � �180 , óõìðåñáßíïõìå ôåëéêÜ üôé

Á Â
� �

� � �180 . �

Áðü ôçí áñ÷áéüôçôá ðñïóðáèïýí íá áðïäåßîïõí ôï 5ï áßôçìá

ôïõ Åõêëåßäç áíôéêáèéóôþíôáò ôï ìå ðñïôÜóåéò ðïõ ßóùò Þôáí ðéï

áëçèïöáíåßò. ¼ëåò üìùò áõôÝò ïé ìáêñï÷ñüíéåò ðñïóðÜèåéåò,

êáôÝëçãáí ðÜíôïôå óå áðïôõ÷ßá. Ï ëüãïò áðïôõ÷ßáò Þôáí ôï üôé ôï

5ï áßôçìá äéáôõðþíåé Ýíá éó÷õñéóìü, ç åðáëÞèåõóç ôïõ ïðïßïõ

áíáöÝñåôáé óå ÷þñï ðïõ ìðïñåß íá âñßóêåôáé áðåßñùò ìáêñéÜ ìáò

êáé óõíåðþò Ýîù áðü ôçí Üìåóç åðïðôåßá ìáò.

Ç ðéï ðáëéÜ ðñïóðÜèåéá áðïäßäåôáé óôïí Ðôïëåìáßï, Ýíáí

ìåãÜëï áëåîáíäñéíü ¸ëëçíá ìáèçìáôéêü. Ìå ôï ßäéï áßôçìá áó÷ï-

ëÞèçêå êáé ï ¢ñáâáò ÏìÜñ ÊáãéÜì (1100 ì.×.). Ðïëý áñãüôåñá ï

Ñþóïò ËïìðáôóÝöóêé (Nikolai I. Lobatchevski, 1826) Ýäåéîå üôé ôï

5ï áßôçìá ôùí ðáñáëëÞëùí åßíáé áíåîÜñôçôï áðü ôá Üëëá áéôÞìáôá.

Óôï óçìåßï áõôü èá ðñÝðåé íá ôïíßóïõìå ôçí éóïäõíáìßá

ìåôáîý ôïõ 5ïõ áéôÞìáôïò ôïõ Åõêëåßäç êáé ôïõ áîéþìáôïò ôçò

ðáñáëëçëßáò.
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Áõôü óçìáßíåé üôé éó÷ýïõí ôáõôü÷ñïíá ïé äýï ðñïôÜóåéò.

á) Áðü ôï áîßùìá ôçò ðáñáëëçëßáò óõíåðÜãåôáé ôï 5ï áßôçìá (âë.

ðáñáêÜôù èåþñçìá 4.6).

â) Áðü ôï 5ï áßôçìá åîÜãåôáé åýêïëá ôï «áîßùìá ôçò ðáñáëëçëßáò»

– ôï ïðïßï äéáôýðùóå ï Ôæïí ÐëÝéöåñ (John Playfair) –êáé

áðïäåéêíýåôáé ùò åîÞò:

¸óôù åõèåßá å êáé óçìåßï Á åêôüò áõôÞò. ÖÝñïõìå áðü ôï Á

åõèåßá æ êÜèåôç ðñïò ôçí å, ðïõ ôÝìíåé ôçí å óôï Â êáé åõèåßá ä

êÜèåôç óôç æ óôï Á. Ôüôå åßíáé ä//å óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá 4.1.

Èåùñïýìå ôþñá ôõ÷áßá åõèåßá ä~ ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Á.

ÅðåéäÞ äÁÂ
�

� �90 êáé ä~�ä, ç ä~ èá ó÷çìáôßæåé ìå ôç æ ìßá ïîåßá ãùíßá

�ä ÁÂ
�

, äçëáäÞ � � �ä ÁÂ
�

90 . ¢ñá � � � �ä ÁÂ ÁÂå
� �

180 . Óõíåðþò,

óýìöùíá ìå ôï 5ï áßôçìá ôïõ Åõêëåßäç, ïé ä~ êáé å ôÝìíïíôáé.

Óõìðåñáßíïõìå ëïéðüí üôé ç ä åßíáé ç ìïíáäéêÞ ðáñÜëëçëç ðñïò

ôçí å, ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï Á.

Ìå ôçí Üñíçóç ôïõ "5ïõ áéôÞìáôïò" êáé åðïìÝíùò ôïõ áîéþ-

ìáôïò ôçò ðáñáëëçëßáò, åéóáãüìáóôå áìÝóùò óôç óöáßñá ôùí ìç

Åõêëåßäåéùí Ãåùìåôñéþí.

¸ôóé, óýìöùíá ìå ôç Ãåùìåôñßá ôïõ ËïìðáôóÝöêóé (Nicolai I.

Lobatchevski 1826) Þ ÕðåñâïëéêÞ Ãåùìåôñßá, äå÷üìáóôå üôé áðü

Ýíá óçìåßï åêôüò åõèåßáò äéÝñ÷ïíôáé äýï ðáñÜëëçëåò.

Åíþ, óýìöùíá ìå ôç Ãåùìåôñßá ôïõ ÑÞìáí (Bernand Riemann,

1866) Þ ÐñïâïëéêÞ Ãåùìåôñßá, äå÷üìáóôå üôé äå äéÝñ÷åôáé êáìßá

ðáñÜëëçëç áðü Ýíá óçìåßï åêôüò åõèåßáò. Ç Ãåùìåôñßá áõôÞ

ôáéñéÜæåé êáëýôåñá óôï ÷þñï ôïõ óýìðáíôïò, óýìöùíá ìå ôç

èåùñßá ôçò ãåíéêÞò ó÷åôéêüôçôáò ôïõ Á. Einstein.
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4.2 Éäéüôçôåò ðáñÜëëçëùí åõèåéþí

Áí äõï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ôÝìíïíôáé áðü ôñßôç, ôüôå ó÷çìá-

ôßæïõí ôéò åíôüò åíáëëÜî ãùíßåò ßóåò.

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ä êáé å ðïõ ôÝìíïíôáé áðü

ôç æ óôá óçìåßá Á êáé Â áíôßóôïé÷á. ¸óôù üôé ïé åíôüò åíáëëÜî ãùíßåò

A 1

�

êáé Â1

�

äåí åßíáé ßóåò áëëÜ A Â1 1

� �

� . Ôüôå õðÜñ÷åé åõèåßá ä~ ðïõ

äéÝñ÷åôáé áðü ôï Á ôÝôïéá, þóôå � �ä ÁÂ Â1

� �

. ¸ôóé Ý÷ïõìå ôéò åõèåßåò ä~

êáé å íá ôÝìíïíôáé óôá óçìåßá Á êáé Â áðü ôç æ êáé íá ó÷çìáôßæïõí ôéò

åíôüò åíáëëÜî ãùíßåò ôïõò �ä ÁÂ
�

êáé Â1

�

ßóåò. Èá ðñÝðåé åðïìÝíùò

ä~//å, äçëáäÞ áðü ôï Á äéÝñ÷åôáé êáé äåýôåñç åõèåßá, ç ä~,

ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí å. Áõôü üìùò åßíáé Üôïðï. Óå Üôïðï åðßóçò

êáôáëÞãïõìå áí õðïèÝóïõìå üôé A Â1 1

� �

� . Óõìðåñáßíïõìå ëïéðüí üôé

ïé ãùíßåò A
�

1 êáé Â
�

1 åßíáé ßóåò. �

Áí äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ôÝìíïíôáé áðü ôñßôç, ôüôå ó÷çìá-

ôßæïõí ôéò åíôüò åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíßåò ßóåò.

Áí äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ôÝìíïíôáé áðü ôñßôç, ôüôå ó÷çìá-

ôßæïõí ôéò åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíßåò ðáñáðëç-

ñùìáôéêÝò.

Áí äýï åõèåßåò åßíáé ðáñÜëëçëåò ðñïò ôñßôç, ôüôå èá åßíáé êáé

ìåôáîý ôïõò ðáñÜëëçëåò.

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ôéò åõèåßåò ä, å êáé æ ãéá ôéò ïðïßåò ãíùñßæïõìå üôé ä//æ

êáé å//æ. Èá áðïäåßîïõìå üôé êáé ä//å. ¸óôù üôé ïé åõèåßåò ä êáé å ôÝìíï-

íôáé óå óçìåßï Á. Ôüôå áðü ôï Á äéÝñ÷ïíôáé äýï åõèåßåò ðáñÜëëçëåò

ðñïò ôç æ, ïé ä êáé å. Áõôü üìùò åßíáé Üôïðï. ¢ñá ä//å. �
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Áí ìéá åõèåßá ôÝìíåé ôç ìéá áðü äýï ðáñÜëëçëåò, ôüôå èá

ôÝìíåé êáé ôçí Üëëç.

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ôéò ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ä êáé å êáèþò êáé åõèåßá æ,

ðïõ ôÝìíåé ôç ä óôï Á. Áí ç æ äåí Ýôåìíå ôçí å èá Þôáí ðáñÜëëçëç

ðñïò áõôÞí. ¢ñá èá åß÷áìå áðü ôï Á äýï åõèåßåò ðáñÜëëçëåò ðñïò

ôçí å, ôéò ä êáé æ, ðïõ åßíáé Üôïðï. Óõíåðþò ç æ ôÝìíåé ôçí å. �

Áí äýï åõèåßåò ôÝìíïíôáé áðü ôñßôç åõèåßá êáé ó÷çìáôßæïõí

äýï åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíßåò ìå Üèñïéóìá ìéêñüôå-

ñï áðü 180�, ôüôå ïé åõèåßåò ôÝìíïíôáé ðñïò ôï ìÝñïò ðïõ

âñßóêïíôáé ïé ãùíßåò áõôÝò.

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ôéò åõèåßåò ä êáé å ðïõ ôÝìíïíôáé áðü ôç æ óôá óçìåßá

Á êáé Â áíôßóôïé÷á, êáé ãéá ôéò åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ãùíßåò A 1

�

êáé Â1

�

éó÷ýåé A Â 1801 1

� �

� � �. Ïé åõèåßåò ä êáé å ôÝìíïíôáé, äéüôé áí Þôáí

ðáñÜëëçëåò èá åß÷áìå A Â 1801 1

� �

� � �. Ïé åõèåßåò ä êáé å ôÝìíïíôáé

ðñïò ôï ìÝñïò ðïõ âñßóêïíôáé ïé ãùíßåò A
�

1 êáé Â
�

1, ãéáôß áí

ôÝìíïíôáí óå óçìåßï Ã ðñïò ôï ìÝñïò ðïõ âñßóêïíôáé ïé ãùíßåò A 2

�

êáé Â2

�

, ôüôå èá ó÷çìáôéæüôáí ôñßãùíï ÁÂÃ óôï ïðïßï ç Â1

�

èá Þôáí

áðÝíáíôé åîùôåñéêÞ ôçò A 2

�

. ¢ñá èá åß÷áìå Â A1 2

� �

� ïðüôå

A Â A A1 1 1 2

� � � �

� � � äçëáäÞ A Â 1801 1

� �

� � � ðïõ åßíáé Üôïðï, äéüôé

A Â 1801 1

� �

� � �. ¢ñá ïé åõèåßåò á êáé â ôÝìíïíôáé ðñïò ôï ìÝñïò ðïõ

âñßóêïíôáé ïé ãùíßåò A 1

�

êáé Â1

�

. �

4.2.1 ÊáôáóêåõÞ ðáñÜëëçëçò åõèåßáò

Ðñüâëçìá

Áðü óçìåßï Á ðïõ âñßóêåôáé åêôüò åõèåßáò å, íá êáôáóêåõá-

óôåß åõèåßá ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí å.

ÁíÜëõóç

¸óôù å ç äïèåßóá åõèåßá êáé Á Ýíá óçìåßï åêôüò áõôÞò. Áí ä ç

æçôïýìåíç ðáñÜëëçëç êáé Â Ýíá ôõ÷áßï óçìåßï ôçò å, ôüôå ïé ãùíßåò

A 1

�

êáé Â1

�

åßíáé ßóåò, ùò åíôüò åíáëëÜî. Ôï Â åßíáé ôõ÷áßï óçìåßï ôçò å

êáé ç êáôáóêåõÞ ôçò A 1

�

ßóçò ìå ôç Â1

�

åßíáé äõíáôÞ.
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Óýíèåóç

Ðáßñíïõìå Ýíá ôõ÷áßï óçìåßï Â ôçò åõèåßáò å. Åíþíïõìå ôï Â

ìå ôï Á, êáé ìå êïñõöÞ ôï Á êáé ðëåõñÜ ôçí ÁÂ êáôáóêåõÜæïõìå ìßá

ãùíßá ÂÁä�
�

ßóç ðñïò ôç Â1

�

, óôï áíôéêåßìåíï çìéåðßðåäï áðü áõôü ðïõ

âñßóêåôáé ç Â1

�

. Ç äåýôåñç ðëåõñÜ ôçò ãùíßáò ðïõ êáôáóêåõÜóáìå

åßíáé ç æçôïýìåíç åõèåßá.

Áðüäåéîç

Ïé åõèåßåò ä êáé å ôÝìíïíôáé áðü ôçí ÁÂ êáé ïé ãùíßåò A 1

�

êáé Â1

�

åßíáé ßóåò êáé åíôüò åíáëëÜî. ¢ñá ä//å.

Äéåñåýíçóç

Ç åõèåßá ä åßíáé ìïíáäéêÞ óýìöùíá ìå ôï áßôçìá ôçò ðáñáëëçëßáò.

4.2.2 Ãùíßåò ìå ðëåõñÝò ðáñÜëëçëåò Þ

êÜèåôåò

Áí äýï ãùíßåò Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò ðáñÜëëçëåò ìßá ðñïò

ìßá, ôüôå ïé ãùíßåò áõôÝò åßíáé ßóåò Þ ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ôéò ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ä êáé å üðùò åðßóçò êáé ôéò

ðáñÜëëçëåò åõèåßåò è êáé æ ïé ïðïßåò ôÝìíïõí ôéò ä êáé å óôá óçìåßá

Á, Â êáé Ã üðùò öáßíåôáé óôï äéðëáíü ó÷Þìá. Ó÷çìáôßæïíôáé Ýôóé

ãùíßåò ìå ðëåõñÝò ðáñÜëëçëåò ìßá ðñïò ìßá. Ðáñáôçñïýìå ôá

áêüëïõèá:

A Ã1 1

� �

� êáé Ã Â1 1

� �

� (åíôüò åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ), Üñá A Â1 1

� �

�

A Â2 2

� �

� (ùò ðáñáðëçñùìáôéêÝò ôùí ßóùí ãùíéþí A 1

�

êáé Â1

�

)

A A 1802 1

� �

� � � êáé A Â1 1

� �

� ïðüôå A Â 1802 1

� �

� � �

Óõìðåñáßíïõìå, ôåëéêÜ, üôé

• áí êáé ïé äýï ãùíßåò ðïõ Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò ðáñÜëëçëåò

åßíáé ïîåßåò, üðùò ïé A 1

�

êáé Â1

�

, ôüôå åßíáé ßóåò.

• áí êáé ïé äýï ãùíßåò ðïõ Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò ðáñÜëëçëåò

åßíáé áìâëåßåò, üðùò ïé A
�

2 êáé Â
�

2 , ôüôå åßíáé ßóåò, êáé

• áí ç ìßá ãùíßá áðü áõôÝò åßíáé ïîåßá êáé ç Üëëç áìâëåßá üðùò ïé

Á
�

2 êáé Â
�

1, ôüôå åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò. �
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Áí äýï ãùíßåò Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò êÜèåôåò ìßá ðñïò ìßá,

ôüôå ïé ãùíßåò áõôÝò åßíáé ßóåò Þ ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ôéò êÜèåôåò åõèåßåò á êáé â üðùò åðßóçò êáé ôéò êÜèå-

ôåò åõèåßåò ã êáé ä, ïé ïðïßåò ôÝìíïõí ôéò â êáé á óôá óçìåßá Â êáé Á

áíôßóôïé÷á üðùò öáßíåôáé óôï äéðëáíü ó÷Þìá ó÷çìáôßæïíôáé Ýôóé

ãùíßåò ìå ðëåõñÝò êÜèåôåò ìßá ðñïò ìßá.

ÖÝñïõìå áðü ôï Â ôéò Âå êáé Âæ ðáñÜëëçëåò áíôßóôïé÷á ðñïò ôéò

ä êáé á, ïðüôå èá åßíáé êÜèåôåò áíôßóôïé÷á ðñïò ôéò ã êáé â.

ÅðïìÝíùò ðáñáôçñïýìå ôá áêüëïõèá:

Â Â 904 3

� �

� � � êáé Â Â 901 3

� �

� � �, Üñá Â B4 1

� �

� .

Â A4 1

� �

� (ïîåßåò ãùíßåò ìå ðëåõñÝò ðáñÜëëçëåò), Üñá Â A1 1

� �

�

ïðüôå êáé Â A2 2

� �

� (ùò ðáñáðëçñùìáôéêÝò ôùí ßóùí ãùíéþí Â1

�

êáé

A 1

�

). ¼ìùò A A 1801 2

� �

� � � êáé A Â1 1

� �

� ïðüôå Â A 1801 2

� �

� � �.

Óõìðåñáßíïõìå ôåëéêÜ üôé:

• áí ïé ãùíßåò ðïõ Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò êÜèåôåò åßíáé êáé ïé äýï

ïîåßåò, üðùò ïé A 1

�

êáé Â1

�

, ôüôå åßíáé ßóåò.

• áí åßíáé êáé ïé äýï áìâëåßåò, üðùò ïé A 2

�

êáé Â2

�

, ôüôå åßíáé ßóåò.

• áí åßíáé ç ìéá áðü áõôÝò áìâëåßá êáé ç Üëëç ïîåßá, üðùò ïé A 2

�

êáé Â1

�

, ôüôå åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò. �

4.2.3 ¢èñïéóìá ãùíéþí ôñéãþíïõ êáé

êõñôïý ðïëõãþíïõ

Ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí åíüò ôñéãþíïõ åßíáé ßóï ìå 180�.

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ôï ôñßãùíï ÁÂÃ, ðñïåêôåßíïõìå ôçí ðëåõñÜ ôïõ ÂÃ

êáôÜ ôçí çìéåõèåßá Ãx êáé öÝñïõìå ôçí çìéåõèåßá Ãy//ÂÁ. Ôüôå:

A Ã 1

� �

� (ùò åíôüò åíáëëÜî ôùí ðáñáëëÞëùí ÁÂ êáé Ãy ìå ôÝìíïõóá

ôçí ÁÃ) êáé Â Ã 2

� �

� (ùò åíôüò åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ ôùí ðáñáëëÞëùí

ÁÂ êáé Ãy ìå ôÝìíïõóá ôç Âx).

¢ñá A Â Ã Ã Ã Ã xÃB 1801 2

� � � � � � �

� � � � � � � � �
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ÊÜèå åîùôåñéêÞ ãùíßá ôñéãþíïõ åßíáé ßóç ìå ôï Üèñïéóìá ôùí

äýï áðÝíáíôé åóùôåñéêþí ãùíéþí.

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí ôéò äýï ôïõò ãùíßåò ßóåò ìéá ðñïò ìéá,

ôüôå èá Ý÷ïõí êáé ôéò ôñßôåò ôïõò ãùíßåò ßóåò.

Óå êÜèå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ïé ïîåßåò ãùíßåò ôïõ åßíáé

óõìðëçñùìáôéêÝò.

Óôï éóüðëåõñï ôñßãùíï êÜèå ãùíßá åßíáé 60�.

Ôï Üèñïéóìá ôùí åóùôåñéêþí ãùíéþí åíüò êõñôïý í-ãùíïõ

åßíáé ßóï ìå 2í–4 ïñèÝò.

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå Ýíá êõñôü ðïëýãùíï A1A2...Aí, Ýíá ôõ÷áßï åóùôå-

ñéêü ôïõ óçìåßï Ï êáé ôá í ôñßãùíá Á1ÏÁ2, Á2ÏÁ3, ..., Áí-1ÏÁí. Ôï

Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí ôùí í áõôþí ôñéãþíùí éóïýôáé óõíïëéêÜ ìå ôï

Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí ôïõ í-ãþíïõ áõîçìÝíï êáôÜ ôï Üèñïéóìá ôùí

ãùíéþí ðïõ Ý÷ïõí êïñõöÞ ôï Ï. Ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí ðïõ

Ý÷ïõí êïñõöÞ ôï Ï åßíáé ßóï ìå 4 ïñèÝò êáé ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí

ôùí í ôñéãþíùí åßíáé 2�í ïñèÝò.

¢ñá A Á Á 41 2 í

� � �

� � � �� ïñèÝò = 2í ïñèÝò Þ

A Á Á 2í 41 2 í

� � �

� � � � 	� ïñèÝò ãùíßåò �

Ôï Üèñïéóìá ôùí åîùôåñéêþí ãùíéþí êõñôïý í-ãùíïõ åßíáé

ßóï ìå 4 ïñèÝò.

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ôï êõñôü í-ãùíï Á1Á2...Áí êáé ìå ôéò ðñïåêôÜóåéò ôùí

ðëåõñþí ôïõ ó÷çìáôßæïõìå ôéò åîùôåñéêÝò ãùíßåò ôïõ A 1åî

�

, Á ...A2åî íåî

� �

ìå A 2 ïñèÝò A1åî 1

� �

� 	 , Á 2 ïñèÝò Á2åî 2

� �

� 	 ê.ï.ê. ¢ñá

Á Á Á1åî 2åî íåî

� � �

� � � ��

� 	 � 	 � 	 � � 	(2 ïñèÝò Á ) (2 ïñèÝò Á ) (2 ïñèÝò Á ) (2 ïñèÝò1 2 3

� � �

� Á )í

�

�

=2í ïñèÝò– (Á Á Á )1 2 í

� � �

� � ��

=2í ïñèÝò –(2í–4) ïñèÝò =4 ïñèÝò �

Áí äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá Ý÷ïõí áðü ìßá êÜèåôç ðëåõñÜ êáé

ôçí áðÝíáíôé ïîåßá ãùíßá ßóåò ìéá ðñïò ìéá, ôüôå åßíáé ßóá.
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4.2

4.1

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ôá äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÊËÌ ìå ÁÃ=ÊÌ

êáé Â Ë
� �

� . Ôá ôñßãùíá áõôÜ èá Ý÷ïõí ßóåò êáé ôéò ôñßôåò ãùíßåò ôïõò,

äçëáäÞ Ã Ì
� �

� .. ¸ôóé èá Ý÷ïõí áðü ìßá ðëåõñÜ (ÁÃ=ÊÌ) êáé ôéò

ðñïóêåßìåíåò ôïõò ãùíßåò ßóåò ìßá ðñïò ìßá. ¢ñá èá åßíáé ßóá. �

Áí äýï ãùíßåò ôñéãþíïõ åßíáé ßóåò, ôüôå ôï ôñßãùíï åßíáé

éóïóêåëÝò.

Áí ìéá äéÜìåóïò ôñéãþíïõ åßíáé êáé äé÷ïôüìïò ôïõ, ôüôå ôï

ôñßãùíï åßíáé éóïóêåëÝò.

Íá áðïäåßîåôå ôï ðüñéóìá 4.10 áêïëïõèþíôáò ôá ðáñáêÜôù

âÞìáôá:

á) Íá ðñïåêôåßíåôå ôç äéÜìåóï ÁÄ åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáôÜ

ôìÞìá ÄÅ=ÄÁ.

â) Íá óõãêñßíåôå ôá ôñßãùíá ÁÄÂ êáé ÃÄÅ.

ã) Íá óôçñé÷ôåßôå óôï ðüñéóìá 4.9.

Óôï äéðëáíü ó÷Þìá Ý÷ïõìå ìéá ðßóôá äïêéìþí áõôïêéíÞôùí

ó÷Þìáôïò ðåíôáãþíïõ ÂÃÄÅÆ. Ç áöåôçñßá ôùí áõôïêéíÞôùí åßíáé

óôï ìÝóï Á ôïõ ôìÞìáôïò ÂÆ. ¸íá áõôïêßíçôï áêïëïõèåß ôç

äéáäñïìÞ ÁÂÃÄÅÆÁ, äçëáäÞ îåêéíÜ áðü ôï óçìåßï Á êáé óôáìáôÜ

óôçí ßäéá áêñéâþò èÝóç. ÊáôÜ ôç äéáäñïìÞ, üôáí öôÜóåé óôï óçìåßï

Â óôñßâåé êáôÜ ìßá ãùíßá, ôï ßäéï ãßíåôáé êáé óôá óçìåßá Ã, Ä, Å êáé Æ.

Ç ãùíßá áõôÞ ôé ãùíßá åßíáé ãéá ôï ðïëýãùíï; Ìå äåäïìÝíï üôé

üëåò ïé ãùíßåò áõôÝò åßíáé "áñéóôåñÝò" ãéá ôï áõôïêßíçôï ðþò åðé-

äñïýí óõíïëéêÜ óôïí ðñáóáíáôïëéóìü ôïõ; ËáìâÜíïíôáò õðüøç

ôï ãåãïíüò üôé ôï áõôïêßíçôï ìåôÜ ôç äéáäñïìÞ âñßóêåôáé áêñéâþò

óôçí ßäéá êáôåýèõíóç, ðïéï èåþñçìá ó÷åôéêü ìå ãùíßåò óôá ðïëý-

ãùíá åðáëçèåýåôáé óôçí ðñÜîç;
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Óå äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ðïõ ôÝìíïíôáé áðü ìßá ôñßôç, íá

áðïäåßîåôå üôé ïé äé÷ïôüìïé äýï åíôüò åíáëëÜî ãùíéþí åßíáé

ðáñÜëëçëåò êáé ïé äé÷ïôüìïé äýï åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ãùíéþí

åßíáé êÜèåôåò

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ôéò ðáñÜëëçëåò åõèåßåò å êáé æ ðïõ ôÝìíïíôáé áðü ôçí

åõèåßá ã óôá óçìåßá Á êáé Â áíôßóôïé÷á. ÖÝñïõìå ôéò äé÷ïôüìïõò Áä2

êáé Âä1 ôùí åíôüò åíáëëÜî ãùíéþí �å ÁÂ
�

êáé ÁÂæ
�

. ÅðåéäÞ ïé ãùíßåò

�å ÁÂ
�

êáé ÁÂæ
�

åßíáé ßóåò, èá åßíáé ßóá êáé ôá ìéóÜ ôùí ßóùí áõôþí

ãùíéþí, äçëáäÞ ù ö
� �

� . Ðáñáôçñïýìå, ëïéðüí, üôé ïé Áä2 êáé Âä1

ôÝìíïíôáé áðü ôçí åõèåßá ã êáé ó÷çìáôßæïõí ôéò åíôüò åíáëëÜî ãùíßåò

ù
�

êáé ö
�

ßóåò. ÅðïìÝíùò Áä2//Âä1.

Åðßóçò Ýóôù Âä3 ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò ÁÂæ�
�

. ÅðåéäÞ å//æ ïé

ãùíßåò �å ÁÂ
�

êáé ÁÂæ�
�

åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò äçëáäÞ

� � � � �å ÁÂ ÁÂæ
� �

180 Þ 2 2 180ù x
� �

� � � Þ ù x
� �

� � �90 , ðïõ óç-

ìáßíåé üôé Áä2
Âä3.

Íá áðïäåßîåôå üôé ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí Â
�

êáé Ã
�

ôñéãþíïõ

ÁÂÃ ôÝìíïíôáé êáé ó÷çìáôßæïõí ãùíßá ßóç ìå 90
Á

2
��

�

.

Áðüäåéîç

Ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí Â
�

êáé Ã
�

ôïõ

ôñéãþíïõ ÁÂÃ ôÝìíïíôáé, áñêåß íá äåßîïõìå üôé Â Ã
� �

1 1 180� � �.

ÐñÜãìáôé

Â Ã
Â

2

Ã

2

Â Ã

2

Á

2

Á

2

� �

� � � � � �

1 1

180
90 180� � � �

�
�

�	
� �	 � �

¸óôù üôé ïé äé÷ïôüìïé ôùí Â
�

êáé Ã
�

ôÝìíïíôáé óôï Ê. Ôüôå
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

ÂÊÃ Â Ã
Â

2

Ã

2

Â Ã

2
1

� � �

� � � �

� �	 	 � �	 	 � �	
�

�180 180 1801

� �	
�	

� �	 �� � ��180
180

180 90 90
Á

2

Á

2

Á

2

� � �

1 Íá åîçãÞóåôå ãéáôß áí Ýíá ôåôñÜðëåõñï äåí

Ý÷åé êáìßá ãùíßá ïîåßá, ôüôå äå èá Ý÷åé êáé

êáìßá ãùíßá áìâëåßá. Ó' Ýíá ôÝôïéï ôåôñÜ-

ðëåõñï õðÜñ÷ïõí ïðùóäÞðïôå ðáñÜëëçëåò

ðëåõñÝò;

2 Óôï ó÷Þìá ïé åõèåßåò å1 êáé å2 åßíáé

ðáñÜëëçëåò. Íá õðïëïãßóåôå ôá ìÝôñá ôùí

ãùíéþí x
�

, y
�

êáé ù
�

.

3 Áí ïé ÷ïñäÝò ÁÃ êáé ÂÄ ôïõ êýêëïõ ìå êÝíôñï

Ï åßíáé ðáñÜëëçëåò, ôüôå èá åßíáé êáé ßóåò êáé

åðéðëÝïí ôá óçìåßá Ã, Ï êáé Ä èá åßíáé óçìåßá

ôçò ßäéáò åõèåßáò (óõíåõèåéáêÜ).

4 Óå Ýíá ðïëýãùíï êÜèå ãùíßá ôïõò åßíáé ßóç

ìå 120�. Ðüóåò ðëåõñÝò Ý÷åé ôï ðïëýãùíï;

5 Ðüóåò ôï ðïëý áìâëåßåò ãùíßåò ìðïñåß íá

Ý÷åé Ýíá ôåôñÜðëåõñï;

6 Óå Ýíá ó÷Þìá äýï ðáñÜëëçëùí åõèåéþí ðïõ

ôÝìíïíôáé áðü ìéá ôñßôç, äýï áðü ôéò ï÷ôþ

ãùíßåò ðïõ ó÷çìáôßæïíôáé Ý÷ïõí ìÝôñá, ç ìéá

äéðëÜóéï áðü ôï ìÝôñï ôçò Üëëçò. Ðüóùí

ìïéñþí åßíáé ç êÜèå ìßá áðü áõôÝò;

7 Äýï ãùíßåò Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò êÜèåôåò

ìßá ðñïò ìßá êáé ôá ìÝôñá ôïõò åßíáé 2x
�

–20�

êáé x
�

+20�. Ìðïñåßôå íá õðïëïãßóåôå ôï

ìÝôñï ôçò ãùíßáò x
�

;

8 Íá åîçãÞóåôå ôï ëüãï ãéá ôïí ïðïßï äõï

ôñßãùíá éóüðëåõñá ìå ßóá ýøç, åßíáé ßóá.

9 Äõï ãùíßåò åíüò ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ

äéáöÝñïõí êáôÜ 45�. Íá õðïëïãßóåôå ôéò

ãùíßåò ôïõ ôñéãþíïõ áõôïý.

10 Áí ïé åîùôåñéêÝò ãùíßåò åíüò ôñéãþíïõ Ý÷ïõí

ìÝôñá áíÜëïãá ôùí áñéèìþí 3, 4, 5, íá âñåßôå

ôï åßäïò ôïõ ôñéãþíïõ.
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

1 Äßíåôáé åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ êáé öÝñïõìå

äýï ðáñÜëëçëåò çìéåõèåßåò Áx êáé Ây ðñïò

ôï ßäéï çìéåðßðåäï. Áí èåùñÞóïõìå Ýíá óç-

ìåßï Ã óôï ßäéï çìéåðßðåäï ìåôáîý ôùí äýï

çìéåõèåéþí, íá áðïäåßîåôå üôé

ÁÃÂ ÃÁx ÃÂy
� � �

� � .

2 Áí áðü ôõ÷áßï óçìåßï Á ôçò äé÷ïôüìïõ Ïä

ìéáò ãùíßáò xÏy
�

öÝñïõìå ðáñÜëëçëç ÁÂ

ðñïò ôçí Ïx, ôüôå ôï ôñßãùíï ÁÂÏ ðïõ

ó÷çìáôßæåôáé åßíáé éóïóêåëÝò.

3 Äßíåôáé ôï ôñßãùíï ÁÂÃ êáé Ä ôï óçìåßï ôïìÞò

ôùí äé÷ïôüìùí ôùí ãùíéþí Â
�

, Ã
�

. Ç

ðáñÜëëçëç áðü ôï Ä ðñïò ôç ÂÃ ôÝìíåé ôéò

Üëëåò ðëåõñÝò óôá Å êáé Æ. Íá áðïäåßîåôå üôé

ÆÅ=ÅÂ+ÆÃ.

4 Áðü ïðïéïäÞðïôå óçìåßï Ä ôçò âÜóçò ÂÃ

éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ èåùñïýìå ôçí êÜèåôç

ÄÅ ðñïò ôçí ðëåõñÜ ÁÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé

Á ÅÄÃ
� �

� 2 .

5 Äßíåôáé ôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á
�

� �90 ).

Áðü ôçí êïñõöÞ Ã èåùñïýìå êÜèåôï óôç ÃÁ

åõèýãñáììï ôìÞìá ÃÄ=ÃÂ (ôï Ä äåí áíÞêåé

óôï çìéåðßðåäï ÁÃ, Â). Íá áðïäåßîåôå üôé ç

ÂÄ äé÷ïôïìåß ôç ãùíßá Â
�

.

6 Íá áðïäåßîåôå üôé óôï ôñßãùíï ÁÂÃ ïé äé÷ï-

ôüìïé ôùí åîùôåñéêþí ãùíéþí Â
�

êáé Ã
�

, ðïõ

ôÝìíïíôáé óôï Ê, ó÷çìáôßæïõí ãùíßá

Ê
Á

2

�

�

� �	90 .

7 Áí óå ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýåé Á Ã
� �

	 � �90 , íá

äåßîåôå üôé ç äé÷ïôüìïò ôçò Â
�

ó÷çìáôßæåé ìå ôçí

ÁÃ ãùíßá 45�.

8 Äßíåôáé ôñéãþíï ÁÂÃ êáé ç äé÷ïôüìïò ÁÄ

áõôïý. Íá äåßîåôå üôé:

á) ÁÄÂ
Â Ã

2

�

� �

� �	
	

90 .

â) ÁÄÃ
Â Ã

2

�

� �

� ��
	

90 .

9 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ<ÁÃ êáé ôï óçìåßï

Ä ôçò ÁÃ åßíáé ÁÄ=ÁÂ. Íá áðïäåßîåôå üôé:

i) ÂÄÃ
Á

2

�

�

� ��90 .

ii) ÄÂÃ
Â Ã

2

�

� �

�
	

.

10 Äßíåôáé ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ êáé ïé äé÷ïôüìïé

ôùí Á êáé Â ðïõ ôÝìíïíôáé óôï Ê. Íá äåßîåôå üôé

Ê
Ã Ä�

� �

�
�

2
.

11 Äßíåôáé ôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á
�

� �90 ) êáé

ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÅÃ=ÁÃ, þóôå ÅÃ êÜèåôç

óôç ÂÃ (ôï Å ðñïò ôï ìÝñïò ôçò êïñõöÞò Á). Óôçí

ðñïÝêôáóç ôçò ÃÂ ðáßñíïõìå ôï óçìåßï Ä þóôå

ÂÄ=ÂÁ. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá Ä, Á, Å åßíáé

óõíåõèåéáêÜ.

12 Óôï ôñßãùíï ÁÂÃ ïé äé÷ïôüìïé ôùí Â
�

êáé Ã
�

ôÝìíïíôáé óôï É. Áí ÉÅ//ÁÂ êáé ÉÆ//ÁÃ, íá

áðïäåßîåôå üôé ç ðåñßìåôñïò ôïõ ôñéãþíïõ ÉÅÆ

åßíáé ßóç ìå ôï ìÞêïò ôçò ÂÃ.

13 Äßíåôáé ìç ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå

ÁÂ=ÁÃ êáé ôï ýøïò ôïõ ÂÄ. Áðü ôï Ä

öÝñïõìå êÜèåôç óôçí ÁÂ ç ïðïßá ôÝìíåé ôçí

åõèåßá ÂÃ óôï óçìåßï Æ. Íá äåßîåôå üôé ôï

ôñßãùíï ÂÄÆ åßíáé éóïóêåëÝò.
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

1 Óôï ôñßãùíï ÁÂÃ, ÁÂ<ÁÃ. Èåùñïýìå ôï

óçìåßï Ä ôçò ÁÃ þóôå ÁÄ=ÁÂ êáé ôï óçìåßï Å

ðïõ ç ìåóïêÜèåôç ôïõ ÂÃ ôÝìíåé ôçí ÁÃ. Íá

áðïäåßîåôå üôé ÁÂÅ ÃÂÄ
� �

� 2 .

2 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â
�

� �90 þóôå Â Ã
� �

� 2 .

Áí ÁÇ ôï ýøïò ôïõ, íá áðïäåßîåôå üôé

ÁÂ=ÇÃ–ÇÂ.

3 Äßíåôáé ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ ðïõ ïé áðÝíáíôé

ðëåõñÝò ôïõ ÁÂ, ÄÃ êáé ÁÄ, ÂÃ ôÝìíïíôáé óôá

óçìåßá Æ êáé Å áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé

ïé äé÷ïôüìïé ôùí Å
�

êáé Æ
�

ðïõ ôÝìíïíôáé óôï

óçìåßï Ê ó÷çìáôßæïõí ãùíßá ÅÊÆ ö
Â Ä

2

� �

� �

� �
�

4 Äßíåôáé ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ êáé ôï ôõ÷áßï

óçìåßï Ã ôïõ ÁÂ. Óå ìéá çìéåõèåßá Ãx

ðáßñíïõìå ôá Ä êáé Å þóôå ÃÄ=ÃÁ êáé ÃÅ=ÃÂ.

Íá áðïäåé÷èåß üôé ÂÅ êáé ÁÄ åßíáé êÜèåôåò.

5 Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôåôñÜðëåõñï, ðïõ

ó÷çìáôßæåôáé áðü ôéò äé÷ïôüìïõò ôùí ãùíéþí

êõñôïý ôåôñáðëåýñïõ, Ý÷åé áðÝíáíôé ãùíßåò

ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

6 Èåùñïýìå ôïõò ïìüêåíôñïõò êýêëïõò (Ï,ñ)

êáé (Ï,R) ìå R>ñ. Ìéá åõèåßá ðïõ ðåñíÜåé

áðü ôï Ï ôÝìíåé ôïí åóùôåñéêü êýêëï óôá Â

êáé Ã êáé ôïí åîùôåñéêü óôá Á êáé Ä. Ìßá

áêôßíá ÏÅ ôïõ (Ï,ñ) ôÝìíåé ôïí (Ï,R) óôï Æ.

Íá äåßîåôå üôé ïé ãùíßåò ÁÅÄ
�

êáé ÂÆÃ
�

åßíáé

ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

7 Äßíåôáé ôï éóüðëåõñï ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôá

óçìåßá Ä êáé Å ôùí ÁÂ êáé ÂÃ þóôå

ÁÅ ÂÄ
1

3
ÁÂ� � . Íá äåßîåôå üôé ôï ÅÄ åßíáé

ýøïò ôïõ ôñéãþíïõ ÅÂÃ.

8 Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ=ÁÃ) ìå

Á
�

� �40 , ôï óçìåßï Ä ôçò ÂÃ þóôå ÄÁÃ
�

� �40 êáé

ôï óçìåßï Å ôçò ÁÂ þóôå ÁÅ=ÁÄ. Íá âñåèåß ôï

ìÝôñï ôçò ãùíßáò ÅÄÂ
�

.

9 Èåùñïýìå ìéá ãùíßá xÏy
�

� �60 . Ðáßñíïõìå

Ýíá óçìåßï Á ôçò ðëåõñÜò Ïx Ýôóé þóôå

ÏÁ=3á êáé Ýíá óçìåßï Â ôçò ðëåõñÜò Ïy

ôÝôïéï þóôå ÏÂ=2á. Áí Ì åßíáé ôï ìÝóï ôïõ

ôìÞìáôïò ÏÂ, ôüôå íá äåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï

ÁÌÂ åßíáé éóïóêåëÝò.

10 Íá áðïäåßîåôå üôé óå êÜèå ôñßãùíï ÁÂÃ ç ãùíßá

ôïõ ýøïõò ÁÄ êáé ôçò äé÷ïôüìïõ ÁÅ åßíáé ßóç ìå

ôçí çìéäéáöïñÜ ôùí ãùíéþí Â
�

êáé Ã
�

.

11 Ó' Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ ç ðëåõñÜ ÂÃ åßíáé äéðëÜ-

óéá áðü ôçí ðëåõñÜ ÁÂ. Áí ÁÌ ç äéÜìåóïò

ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé ÁÊ ç äéÜìåóïò ôïõ

ôñéãþíïõ ÁÂÌ, íá äåßîåôå üôé ç ÁÌ åßíáé

äé÷ïôüìïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÊÃ.

12 Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Á
�

� �90

öÝñïõìå ôï ýøïò ÁÄ êáé ôç äé÷ïôüìï ÃÅ ôçò

ãùíßáò Ã
�

, ç ïðïßá ôÝìíåé ôï ýøïò ÁÄ óôï óçìåßï

Æ. Áí öÝñïõìå áðü ôï Ä êÜèåôç óôçí ÁÃ, áõôÞ

ôÝìíåé ôç äé÷ïôüìï óôï óçìåßï Ç. Íá áðïäåßîåôå

üôé ôï ôñßãùíï ÄÆÇ åßíáé éóïóêåëÝò.

13 Äßíåôáé éóüðëåõñï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ìÞêïò

ðëåõñÜò á. ÖÝñïõìå åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÄ

ìÞêïõò á, êÜèåôï óôçí ðëåõñÜ ÁÃ. Íá

õðïëïãßóåôå ôá ìÝôñá ôùí ãùíéþí ôïõ

ôñéãþíïõ ÂÃÄ.

14 Íá äåßîåôå üôé ôï óõììåôñéêü ìéáò åõèåßáò å ùò

ðñïò óçìåßï Ï, åßíáé åõèåßá ðáñÜëëçëç ìå ôçí å.

15 Ôá ýøç ÂÄ êáé ÃÅ åíüò ìç ïñèïãùíßïõ

ôñéãþíïõ ÁÂÃ ôÝìíïõí ôçí åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìï

ôçò ãùíßáò Á
�

óôá óçìåßá Æ êáé È êáé ôá ßäéá

ôÝìíïíôáé óôï óçìåßï Ç. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï

ôñßãùíï ÈÇÆ åßíáé éóïóêåëÝò. Ôé ðáñáôçñåßôå

óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï ôñßãùíï ÁÂÃ Ý÷åé ôç

ãùíßá Á
�

� �90 .
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ4
ïõ

ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ 4
ïõ

ÊÅÖÁËÁÉÏÕ
1 ¸íá ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé éóïóêåëÝò ìå âÜóç ôç

ÂÃ, áí êáé ìüíï áí ç åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò ôçò

ãùíßáò Á
�

åßíáé ðáñÜëëçëç ìå ôç ÂÃ.

2 Äßíåôáé ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ óôï ïðïßï

Â Ä
� �

� . Íá áðïäåßîåôå üôé ïé äé÷ïôüìïé ôùí

Üëëùí ãùíéþí åßíáé ðáñÜëëçëåò.

3 Ïé ãùíßåò Á
�

, Â
�

, Ã
�

åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ åßíáé

áíÜëïãåò ôùí áñéèìþí 2, 3 êáé 4. Áí

öÝñïõìå ôç äé÷ïôüìï ÃÄ ôçò ãùíßáò Ã
�

, íá

áðïäåßîåôå üôé ç åîùôåñéêÞ ãùíßá Â
�

ôïõ

ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé ç ãùíßá ÁÃÄ
�

Ý÷ïõí

ðáñÜëëçëåò äé÷ïôüìïõò.

4 Áðü ôõ÷áßï óçìåßï Å ôçò ðëåõñÜò ÁÂ

ôñéãþíïõ ÁÂÃ öÝñïõìå åõèåßá ðáñÜëëçëç

ðñïò ôç äé÷ïôüìï ÂÄ ôçò ãùíßáò Â
�

, ç ïðïßá

ôÝìíåé ôçí åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìï ôçò Á
�

óôï Æ. Íá

äåßîåôå üôé ÁÆÅ
Ã

2

�

�

� .

5 Óå ïîõãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ç ãùíßá Â
�

åßíáé

äéðëÜóéá áðü ôç ãùíßá Ã
�

. ÖÝñïõìå ôï ýøïò

ÁÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé áí áðü ôï óçìåßï Ä

öÝñïõìå ìßá åõèåßá ðáñÜëëçëç ðñïò ôç

äé÷ïôüìï ôçò ãùíßáò Â
�

, áõôÞ ç åõèåßá

èáäé÷ïôïìåß ôçí ðëåõñÜ ÁÃ.

6 Äßíïíôáé äýï ßóïé êýêëïé (Ê,ñ) êáé (Ë,ñ)

ôåìíüìåíïé Ýôóé þóôå ôï êÝíôñï ôïõ êáèåíüò

íá åßíáé åîùôåñéêü ôïõ Üëëïõ. Áí ç ðñïÝ-

êôáóç ôïõ ÊÁ ôÝìíåé ôïí êýêëï (Ë,ñ) ó' Ýíá

áêüìç óçìåßï Â, êáé ç ðñïÝêôáóç ôçò äéá-

êÝíôñïõ ÊË ôÝìíåé ôïí ßäéï êýêëï ó' Ýíá

óçìåßï Ã, íá áðïäåßîåôå üôé ÃËÂ ÃÊÂ
� �

� 3 .

7 ¼ôáí ôï öùò áíáêëÜôáé ó' Ýíáí êáèñÝöôç

ôüôå ç áêôßíá ðïõ êáôåõèýíåôáé óôïí êáèñÝ-

öôç êáé ç áêôßíá ðïõ áðïìáêñýíåôáé áðü ôïí

êáèñÝðôç ó÷çìáôßæïõí ßóåò ãùíßåò ì' áõôüí.

Äýï êáèñÝðôåò Ê1 êáé Ê2 åßíáé ìåôáîý ôïõò

êÜèåôïé. Áí ìßá öùôåéíÞ áêôßíá ÁÂ ðñï-

óðßðôåé óôïí Ýíáí óôï óçìåßï Â, áíáêëÜôáé êáé

ðñïóðßðôåé óôïí Üëëï óôï óçìåßï Ã êáé

áíáêëÜôáé ãéá äåýôåñç öïñÜ, íá áðïäåßîåôå

üôé ç áñ÷éêÞ äéåýèõíóç ôçò áêôßíáò êáé ç

ôåëéêÞ åßíáé ðáñÜëëçëåò.

1 Íá åîåôÜóåôå áí åßíáé óùóôÞ (Ó) Þ ëáíèá-

óìÝíç (Ë) êáèåìéÜ áðü ôéò åðüìåíåò ðñï-

ôÜóåéò.

á) Äýï ãùíßåò ìå ðëåõñÝò êÜèåôåò ìßá ðñïò

ìßá áðïêëåßåôáé íá åßíáé óõìðëçñùìáôéêÝò.

� Óùóôü � ËÜèïò

â) Äýï ãùíßåò ìå ðëåõñÝò ðáñÜëëçëåò ìßá

ðñïò ìßá áðïêëåßåôáé íá åßíáé ðáñáðëç-

ñùìáôéêÝò.

� Óùóôü � ËÜèïò

ã) Áí ç ìéêñüôåñç ãùíßá åíüò ôñéãþíïõ åßíáé

60�, ôüôå ç ìåãáëýôåñç ãùíßá ôïõ èá åßíáé êáé

áõôÞ 60�.

� Óùóôü � ËÜèïò

ä) ¸óôù ïé åõèåßåò å1, å2, å3 êáé å4, ôÝôïéåò

þóôå å1//å2, å3
å1, å4
å2, ôüôå èá åßíáé å3
å4.

� Óùóôü � ËÜèïò

å) Óå êÜèå ôåôñÜðëåõñï ôï Üèñïéóìá ôñéþí

ãùíéþí ôïõ åßíáé ðÜíôá ìåãáëýôåñï áðü 180�.

� Óùóôü � ËÜèïò

óô) Ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí êõñôïý åîá-

ãþíïõ åßíáé 720�

� Óùóôü � ËÜèïò

2 Óå ôñßãùíï ÁÂÃ ç ãùíßá Á
�

� �62 . Ôï

Üèñïéóìá ôùí åîùôåñéêþí ãùíéþí ôïõ Â
�

êáé
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Ã
�

Ã
�

åßíáé

Á. � 242� Â. �180� Ã. �210�

Ä. �121� Å.�90�

3 Áí á//â, ôüôå ç ãùíßá x Ý÷åé ìÝôñï

Á. � 124� Â. � 108� Ã. � 120�

Ä. � 100� Å. � 112�

4 Áí Å åßíáé ôï óçìåßï ôïìÞò ôçò äé÷ïôüìïõ ôçò

ÄÁÂ
�

ìå ôç ÄÃ êáé ÅÁÂ
�

� �30 , ÁÂÃ
�

� �50 êáé

ÂÃÄ
�

� �130 , ôüôå ç ãùíßá ÁÅÄ
�

Ý÷åé ìÝôñï

Á. � 30� Â. � 60� Ã. � 120�

Ä. � 150� Å. � 160�

5 Áí á//â, ôüôå ç ãùíßá ÷ Ý÷åé ìÝôñï

Á. � 30� Â. � 80� Ã. � 90�

Ä. � 100� Å. � 110�

6 Ïé åõèåßåò å1 êáé å2 åßíáé ðáñÜëëçëåò êáé

á=70�. Ðüóï ðñÝðåé íá åßíáé ôï ìÝôñï ôçò â,

þóôå ïé åõèåßåò å3 êáé å4 íá åßíáé ðáñÜëëçëåò;

Á. � 70� Â. � 120� Ã. � 30�

Ä. � 130� Å. � 90�

7 Ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé éóüðëåõñï ðëåõñÜò 3.

Áí ÄÃ=ÃÅ=1, ôüôå ç ðåñßìåôñïò ôïõ ÁÂÅÄ

åßíáé

Á. � 6 Â. � 6,5 Ã. � 7

Ä. � 7,5 Å. � 8

8 Äýï ãùíßåò åíüò éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ åßíáé

óõìðëçñùìáôéêÝò. Ôüôå ôï ìÝôñï ôçò

ìéêñüôåñçò ãùíßáò ôïõ ôñéãþíïõ åßíáé

Á. � 35� Â. � 45� Ã. � 50�

Ä. � 46� Å. � 48�
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Ç ðñþôç Ýííïéá ìå ôçí ïðïßá áó÷ïëçèÞêáìå óôï 4ï êåöÜëáéï Þôáí

ïé äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò (ïìïåðßðåäåò ÷ùñßò êáíÝíá êïéíü óçìåßï).

ÁíáöåñèÞêáìå óôï áßôçìá ôçò ðáñáëëçëßáò ãéá ôç ìïíáäéêüôçôá

ôçò ðáñÜëëçëçò áðü óçìåßï ðñïò åõèåßá, êáé ôïíßóáìå ôïí êáèïñéóôéêü

ôïõ ñüëï óôçí éóôïñßá ôçò ãåùìåôñßáò.

Ìéá ôÝìíïõóá z äýï ðáñáëëÞëùí ä êáé å ìáò Ýäùóå ôéò åíôüò åíáë-

ëÜî ãùíßåò Á 4

�

, Â2

�

êáé Á 3

�

, Â1

�

, ôéò åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç Á 3

�

, Â2

�

êáé

Á 4

�

, Â1

�

, ôéò åíôüò åêôüò êé åðß ôá áõôÜ ìÝñç Â2

�

, Á 2

�

ê.ë.ð., üðùò åðßóçò êáé

ôéò ó÷Ýóåéò ðïõ Ý÷ïõí ïé ãùíßåò áõôÝò.

Åßäáìå áêüìç üôé êÜèå ìßá áðü ôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò åßíáé éêáíÞ ãéá

ôçí ðáñáëëçëßá ôùí åõèåéþí ä êáé å (êñéôÞñéá ðáñáëëçëßáò) êáé äþ-

óáìå Ýíáí ôñüðï êáôáóêåõÞò ðáñáëëÞëùí åõèåéþí ìå ôç âïÞèåéá ôùí

ßóùí åíôüò åíáëëÜî ãùíéþí.

Ó' áõôü ôï êåöÜëáéï áêüìç áó÷ïëçèÞêáìå ìå äýï ãùíßåò ðïõ Ý÷ïõí

ðëåõñÝò ðáñÜëëçëåò ìßá ðñïò ìßá Þ êÜèåôåò ìßá ðñïò ìßá êáé

áðïäåßîáìå üôé áõôÝò åßíáé ßóåò Þ ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

Ôï ôåëåõôáßï èÝìá ìåëÝôçò ôïõ êåöáëáßïõ áõôïý áöïñïýóå ôéò

ãùíßåò åíüò ðïëõãþíïõ. ÓõãêåêñéìÝíá åßäáìå üôé óå êÜèå ôñßãùíï

• ôï Üèñïéóìá ôùí åóùôåñéêþí ãùíéþí ôïõ åßíáé ßóï ìå 180��

• êÜèå åîùôåñéêÞ ãùíßá ôïõ åßíáé ßóç ìå ôï Üèñïéóìá ôùí äýï

áðÝíáíôé åóùôåñéêþí ãùíéþí ôïõ.

ÃåíéêÜ óå êÜèå êõñôü ðïëýãùíï ìå í ðëåõñÝò

• ôï Üèñïéóìá ôùí åóùôåñéêþí ãùíéþí ôïõ åßíáé ßóï ìå 180�í-360��

• ôï Üèñïéóìá ôùí åîùôåñéêþí ãùíéþí ôïõ åßíáé ßóï ìå 360�.

ÔÝëïò, áíáöÝñáìå êáé ôéò óõíÝðåéåò áõôþí ôùí ðñïôÜóåùí óôá

äéÜöïñá ôñßãùíá. ÄçëáäÞ åßäáìå üôé

• êÜèå ãùíßá éóïðëåýñïõ ôñéãþíïõ åßíáé ßóç ìå 60�

• ïé ïîåßåò ãùíßåò ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ åßíáé óõìðëçñùìáôéêÝò.
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