
3
ÔÑÉÃÙÍÁ

3.1 Óýãêñéóç Ôñéãþíùí

3.1.1 Åßäç ôñéãþíùí

¸íá ôñßãùíï åîåôáæüìåíï ùò ðñïò ôéò ó÷Ýóåéò ðïõ éêáíïðïéïýí

ôéò ðëåõñÝò ôïõ, ëÝãåôáé:

• éóüðëåõñï, üôáí Ý÷åé êáé ôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõ ßóåò,

• éóïóêåëÝò, üôáí Ý÷åé äýï ðëåõñÝò ßóåò,

• óêáëçíü, üôáí Ý÷åé ôñåéò Üíéóåò ðëåõñÝò.

¸íá ôñßãùíï åîåôáæüìåíï ùò ðñïò ôï åßäïò ôùí ãùíéþí ôïõ,

ëÝãåôáé:

• ïñèïãþíéï, üôáí Ý÷åé ìéá ãùíßá ïñèÞ,

• áìâëõãþíéï, üôáí Ý÷åé ìéá ãùíßá áìâëåßá,

• ïîõãþíéï, üôáí Ý÷åé êáé ôéò ôñåéò ãùíßåò ïîåßåò.

Óçìåßùóç

Ç áóõììåôñßá, ðïõ öáéíïìåíéêÜ õðÜñ÷åé óôïõò ïñéóìïýò ôùí

åéäþí ôùí ôñéãþíùí ùò ðñïò ôéò ãùíßåò, ïöåßëåôáé óôï üôé êÜèå

ôñßãùíï Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí äýï ïîåßåò ãùíßåò, åíþ ç ôñßôç ìðïñåß íá

åßíáé ïðïéïõäÞðïôå åßäïõò.

Óôï éóïóêåëÝò ôñßãùíï ïé äýï ðëåõñÝò åßíáé ßóåò. Äåí ãíùñß-

æïõìå ôé óõìâáßíåé ìå ôçí ôñßôç. ÄçëáäÞ, ôï éóüðëåõñï ôñßãùíï åßíáé

åéäéêÞ ðåñßðôùóç éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ.
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3.1.2 Óôïé÷åßá ôñéãþíïõ (êýñéá êáé

äåõôåñåýïíôá)

Ôá êýñéá óôïé÷åßá åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ åßíáé ïé ôñåéò ðëåõñÝò ôïõ

ÁÂ, ÂÃ, ÃÁ êáé ïé ôñåéò ãùíßåò ôïõ ÂÁÃ
�

, AÂÃ
�

, ÁÃÂ
�

. Ãéá óõíôïìßá

óõìâïëßæïõìå ôéò ðëåõñÝò ÁÂ=ã, ÂÃ=á, ÃÁ=â êáé ôéò ãùíßåò

ÂÁÃ A
� �

� , ÁÂÃ Â
� �

� , ÁÃÂ Ã
� �

� .

Ïé ãùíßåò åíüò ôñéãþíïõ, ðïõ Ý÷ïõí êïñõöÝò ôá Üêñá ìéáò

ðëåõñÜò ôïõ, ëÝãïíôáé ðñïóêåßìåíåò ãùíßåò óôçí ðëåõñÜ áõôÞ, åíþ

ç ãùíßá ðïõ äåí åßíáé ðñïóêåßìåíç óôçí ðëåõñÜ ëÝìå üôé åßíáé

áðÝíáíôß ôçò Þ üôé åßíáé ðåñéå÷üìåíç óôéò äýï Üëëåò ðëåõñÝò.

¸ôóé óôï ôñßãùíï ÁÂÃ ôïõ äéðëáíïý ó÷Þìáôïò, ïé ãùíßåò Â
�

, Ã
�

åßíáé ðñïóêåßìåíåò óôçí ðëåõñÜ ÂÃ, åíþ ç ãùíßá A
�

åßíáé ðåñéå÷ü-

ìåíç óôéò ðëåõñÝò ÁÂ, ÁÃ êáé áðÝíáíôé óôç ÂÃ.

Ç ðåñßìåôñïò åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ óõìâïëßæåôáé ìå 2ô, äçëáäÞ

á+â+ã=2ô.

Áí ðñïåêôåßíïõìå ôéò ðëåõñÝò ôçò ãùíßáò A
�

ôñéãþíïõ ÁÂÃ ðñïò

ôï Á, ôüôå êáèåìéÜ áðü ôéò ãùíßåò ðïõ ó÷çìáôßæïíôáé åîùôåñéêÜ ôïõ

ôñéãþíïõ, äçëáäÞ ç xÁÂ
�

êáé ç yÁÃ
�

, ëÝãåôáé åîùôåñéêÞ ãùíßá ôïõ

ôñéãþíïõ ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ãùíßá A
�

. Ç ôáõôüóçìç ïíïìáóßá

ïöåßëåôáé óôï üôé xÁÂ yÁÃ
� �

� , ùò êáôáêïñõöÞí. Ïé ãùíßåò Â
�

êáé Ã
�

ôïõ

ôñéãþíïõ ÁÂÃ ïíïìÜæïíôáé áðÝíáíôé åóùôåñéêÝò ôçò åîùôåñéêÞò

ãùíßáò xÁB
�

Þ yÁÃ
�

.

Óôá ïñèïãþíéá ôñßãùíá, ïé ðëåõñÝò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôçí ïñèÞ

ãùíßá ëÝãïíôáé êÜèåôåò, åíþ ç ðëåõñÜ ðïõ âñßóêåôáé áðÝíáíôé áðü

ôçí ïñèÞ ãùíßá ëÝãåôáé õðïôåßíïõóá.

Óôï éóïóêåëÝò ôñßãùíï, ç ðëåõñÜ, ãéá ôçí ïðïßá äå äßíåôáé

êáíÝíá óôïé÷åßï ëÝãåôáé âÜóç.

Óå êÜèå ôñßãùíï, åêôüò áðü ôéò ðëåõñÝò õðÜñ÷ïõí ïñéóìÝíá

åõèýãñáììá ôìÞìáôá üðùò ïé äéÜìåóïé, ïé äé÷ïôüìïé êáé ôá ýøç, ìå

áîéüëïãåò éäéüôçôåò.

• ÄéÜìåóïò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ðëåõñÜ á ïíïìÜæåôáé ôï åõèý-

ãñáììï ôìÞìá ðïõ Ý÷åé Üêñá ôçí êïñõöÞ Á êáé ôï ìÝóï Ì ôçò

ðëåõñÜò ÂÃ êáé óõìâïëßæåôáé ìå ìá. Ïìïßùò ïñßæïíôáé ïé

äéÜìåóïé ìâ, ìã.

• Äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò A
�

ïíïìÜæåôáé ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ

Ý÷åé Üêñá ôçí êïñõöÞ Á êáé ôï óçìåßï ôïìÞò ôçò äé÷ïôüìïõ ôçò
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A
�

ìå ôçí áðÝíáíôé ðëåõñÜ ÂÃ êáé óõìâïëßæåôáé ìå äá. Ïìïßùò

ïñßæïíôáé ïé äé÷ïôüìïé äâ, äã.

• ¾øïò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ðëåõñÜ á ïíïìÜæåôáé ôï êÜèåôï

åõèýãñáììï ôìÞìá áðü ôçí êïñõöÞ Á ðñïò ôçí áðÝíáíôé ðëåõñÜ

ÂÃ êáé óõìâïëßæåôáé ìå õá. Ïìïßùò ïñßæïíôáé ôá ýøç õâ, õã.

3.1.3 ÊñéôÞñéá éóüôçôáò ôñéãþíùíÊñéôÞñéá éóüôçôáò ôñéãþíùí

Äýï ôñßãùíá åßíáé ßóá, üôáí åßíáé äõíáôüí ìå êáôÜëëçëç ìåôáôü-

ðéóç, íá åöáñìüóåé ôï Ýíá åðß ôïõ Üëëïõ. ÊáôÜ óõíÝðåéá ãéá íá åßíáé

äýï ôñßãùíá ßóá ðñÝðåé íá Ý÷ïõí ôéò ãùíßåò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò

ìßá êáé ôéò ðëåõñÝò, ðïõ âñßóêïíôáé áðÝíáíôé áðü ôéò ßóåò ãùíßåò,

êáé áõôÝò ßóåò. Ç éóüôçôá ôùí ôñéãþíùí, üðùò ïñßóôçêå ìå ôç äõíá-

ôüôçôá ôáýôéóçò, äçìéïýñãçóå ôçí ðåðïßèçóç üôé ïé ãùíßåò êáé ïé

ðëåõñÝò äýï ôñéãþíùí ðñÝðåé íá åßíáé ßóåò ìßá ðñïò ìßá, êáé êáôÜ

óõíÝðåéá ãéá íá öôÜóïõìå óôï óõìðÝñáóìá üôé äýï ôñßãùíá åßíáé

ßóá èá ðñÝðåé íá ãíùñßæïõìå åê ôùí ðñïôÝñùí ôéò Ýîé áõôÝò éóüôçôåò.

Ìå ôá åðüìåíá èåùñÞìáôá èá äéáðéóôþóïõìå üôé óôï ßäéï óõ-

ìðÝñáóìá êáôáëÞãïõìå áí ãíùñßæïõìå ôñåéò ìüíï áð' áõôÝò ôéò

éóüôçôåò, ü÷é âÝâáéá ôñåéò ïðïéåóäÞðïôå, áëëÜ ôñåéò óõãêåêñéìÝíåò.

Ôá èåùñÞìáôá áõôÜ, ðïõ èá äéáôõðþóïõìå êáé èá áðïäåßîïõìå,

áðïôåëïýí ôá êñéôÞñéá éóüôçôáò ôñéãþíùí.

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí äýï ðëåõñÝò ßóåò ìßá ðñïò ìßá êáé ôéò

ðåñéå÷üìåíåò óôéò ðëåõñÝò áõôÝò ãùíßåò ßóåò, ôüôå ôá ôñßãùíá

åßíáé ßóá.

Áðüäåéîç

¸÷ïõìå äýï ôñßãùíá ôá ÁÂÃ êáé ÊËÌ ôá ïðïßá Ý÷ïõí ôéò

ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÊË ßóåò, ôéò ðëåõñÝò ÁÃ êáé ÊÌ ßóåò êáé ôéò ãùíßåò A
�

êáé Ê
�

ßóåò. Èá äéáðéóôþóïõìå ôþñá üôé ôá ôñßãùíá ìðïñïýí íá

ôáõôéóôïýí ìå êáôÜëëçëç ìåôáôüðéóç, äçëáäÞ üôé åßíáé ßóá.

Ãé' áõôü ôï ëüãï ôïðïèåôïýìå ôï ôñßãùíï ÁÂÃ Ýôóé, þóôå ôï

óçìåßï Á íá óõìðÝóåé ìå ôï Ê, ç çìéåõèåßá ÁÂ ìå ôçí ÊË êáé ç

çìéåõèåßá ÁÃ ìå ôçí çìéåõèåßá ÊÌ. (Áõôü åßíáé äõíáôü äéüôé ç ãùíßá

ÂAÃ
�

åßíáé ßóç ìå ôç ãùíßá ËÊÌ
�

). Óôç íÝá èÝóç åöüóïí ÁÂ=ÊË èá
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óõìðßðôåé êáé ôï óçìåßï Â ìå ôï Ë êáé ôï Ã ìå ôï Ì. ÔåëéêÜ ç ðëåõñÜ

ÂÃ èá óõìðßðôåé ìå ôçí ËÌ, êáé ïé ãùíßåò Â
�

êáé Ã
�

ìå ôéò Ë
�

êáé Ì
�

áíôßóôïé÷á.

ÅðïìÝíùò ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÊËÌ óõìðßðôïõí, Üñá åßíáé ßóá.�

Óçìåßùóç

Áðü ôï ðñïçãïýìåíï êñéôÞñéï, ðïõ áðïäßäåôáé óõíôïìï-

ãñáöéêÜ Ð-Ã-Ð, óõìðåñáßíïõìå üôé ïé éóüôçôåò ôùí ðëåõñþí êáé ôùí

ãùíéþí óôá äýï ßóá ôñßãùíá äåí åßíáé ôõ÷áßåò. Ïé ãùíßåò A
�

êáé Ê
�

åßíáé ßóåò, áëëÜ êáé ïé áðÝíáíôß ôïõò ðëåõñÝò ÂÃ êáé ËÌ åßíáé ßóåò.

ÄçëáäÞ, óå äýï ßóá ôñßãùíá áðÝíáíôé áðü ßóåò ãùíßåò âñßóêïíôáé

ßóåò ðëåõñÝò êáé áíôßóôñïöá. Ç ðñüôáóç áõôÞ Ý÷åé ìåãÜëç áîßá äéüôé

ðñïêýðôïõí íÝåò éóüôçôåò ìåôÜ ôç óýãêñéóç äýï ôñéãþíùí. ¼ðùò

èá öáíåß óôç óõíÝ÷åéá, áõôÞ åßíáé ìéá áðü ôéò âáóéêÝò ìåèüäïõò ãéá

áðüäåéîç éóüôçôáò ãùíéþí Þ åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí.

Óå ßóá ôüîá äýï ßóùí êýêëùí Þ åíüò êýêëïõ áíôéóôïé÷ïýí

ßóåò ÷ïñäÝò.

Áðüäåéîç

Óôïõò äýï ßóïõò êýêëïõò (Ê,ñ) êáé (Ë,ñ) ôïõ ó÷Þìáôïò, èåù-

ñïýìå ôá äýï ßóá ôüîá ÁÂ
�

êáé ÃÄ
�

. ÖÝñïõìå ôéò ÷ïñäÝò ôùí ôüîùí êáé

ôéò áêôßíåò ðïõ êáôáëÞãïõí óôá Üêñá ôïõò. Ôá ôñßãùíá ÊÁÂ êáé ËÃÄ

Ý÷ïõí Ê Ë
� �

� (ùò åðßêåíôñåò ãùíßåò ìå ßóá áíôßóôïé÷á ôüîá), ÊÁ=ËÃ

(ùò áêôßíåò ßóùí êýêëùí) êáé ÊÂ=ËÄ (ùò áêôßíåò ßóùí êýêëùí).

ÄçëáäÞ, ôá ôñßãùíá ÊÁÂ êáé ËÃÄ Ý÷ïõí äýï ðëåõñÝò êáé ôçí

ðåñéå÷üìåíÞ ôïõò ãùíßá ßóåò ìßá ðñïò ìßá, Üñá åßíáé ßóá. ÅðïìÝíùò

èá Ý÷ïõí ßóåò êáé ôéò ðëåõñÝò ÁÂ=ÃÄ (äéüôé áõôÝò áíÞêïõí óå ßóá

ôñßãùíá êáé âñßóêïíôáé áðÝíáíôé áðü ßóåò ãùíßåò). Ïé ÷ïñäÝò ÁÂ êáé

ÃÄ, ëïéðüí, åßíáé ßóåò.

Ç áðüäåéîç ãéá ôçí ðåñßðôùóç ßóùí ôüîùí åíüò êýêëïõ åßíáé

ßäéá. �

Ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò ôçò êïñõöÞò åíüò éóïóêåëïýò

ôñéãþíïõ åßíáé êáé äéÜìåóïò êáé ýøïò ôïõ ôñéãþíïõ.

Áðüäåéîç

Óôï éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ=ÁÃ) öÝñïõìå ôç äé÷ïôüìï ÁÄ

ôçò ãùíßáò A
�

. Ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÁÃÄ Ý÷ïõí ôçí ÁÂ=ÁÃ, ôçí
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ÁÄ=ÁÄ (êïéíÞ ðëåõñÜ) êáé ôéò ðåñéå÷üìåíÝò ôïõò ãùíßåò A 1

�

êáé A 2

�

ßóåò ùò ìéóÜ ôçò ßäéáò ãùíßáò A
�

. ÄçëáäÞ, ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÁÃÄ

Ý÷ïõí äýï ðëåõñÝò êáé ôéò ðåñéå÷üìåíåò óôéò ðëåõñÝò áõôÝò ãùíßåò

ßóåò ìßá ðñïò ìßá, Üñá åßíáé ßóá. Ïðüôå, êáé ïé ðëåõñÝò ÄÂ êáé ÄÃ èá

åßíáé ßóåò, äéüôé áíÞêïõí óå ßóá ôñßãùíá êáé âñßóêïíôáé áðÝíáíôé áðü

ôéò ßóåò ãùíßåò A 1

�

êáé A 2

�

. ¢ñá ç ÁÄ åßíáé äéÜìåóïò ôïõ ôñéãþíïõ

ÁÂÃ.

Áêüìç Ä Ä1 2

� �

� , äéüôé áíÞêïõí óå ßóá ôñßãùíá êáé âñßóêïíôáé

áðÝíáíôé áðü ßóåò ðëåõñÝò, ôéò ÁÂ êáé ÁÃ. ¼ìùò Ä Ä 1801 2

� �

� � �,

ïðüôå ôåëéêÜ Ä Ä1 2

� �

� =90�. ¢ñá, ôï ÁÄ åßíáé êáé ýøïò ôïõ ôñéãþíïõ

ÁÂÃ. �

Áí Ýíá ôñßãùíï åßíáé éóïóêåëÝò, ôüôå ïé ðñïóêåßìåíåò óôç

âÜóç ãùíßåò ôïõ åßíáé ßóåò.

Áðüäåéîç

Óôï éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ=ÂÃ) èåùñïýìå ôç äé÷ïôüìï

ÁÄ ôçò ãùíßáò A
�

. Ôüôå ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÁÃÄ åßíáé ßóá, äéüôé

ÁÂ=ÁÃ, ÁÄ=ÁÄ (êïéíÞ ðëåõñÜ) êáé A A
� �

1 2� . ¢ñá åßíáé êáé

Â Ã
� �

� . �

Ïé ãùíßåò åíüò éóüðëåõñïõ ôñéãþíïõ åßíáé ßóåò.

Áí äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá Ý÷ïõí ôéò êÜèåôåò ðëåõñÝò ôïõò

ßóåò ìßá ðñïò ìßá, ôüôå åßíáé ßóá.

Áðüäåéîç

Ôá ïñèïãþíéá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÄÅÆ Ý÷ïõí

ÁÃ=ÄÆ, ÁÂ=ÄÅ êáé A Ä
� �

� � �90 .

¢ñá, óýìöùíá ìå ôï ðñþôï êñéôÞñéï éóüôçôáò ôñéãþíùí

(Ð-Ã-Ð) åßíáé ßóá. �

ÊÜèå óçìåßï ôçò ìåóïêÜèåôçò åíüò ôìÞìáôïò áðÝ÷åé åîßóïõ

áðü ôá Üêñá ôïõ.

Áí ôï ýøïò ôñéãþíïõ åßíáé êáé äéÜìåóüò ôïõ, ôüôå ôï ôñßãùíï

åßíáé éóïóêåëÝò.
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Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí áðü ìéá ðëåõñÜ ßóç êáé ôéò

ðñïóêåßìåíåò ãùíßåò óôçí ðëåõñÜ áõôÞ ßóåò ìßá ðñïò ìßá,

ôüôå èá åßíáé ßóá.

Áðüäåéîç

Ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÊËÌ Ý÷ïõí ÂÃ=ËÌ, ÁÃÂ ÊÌË
� �

� êáé

ÁÂÃ ÊËÌ
� �

� .

Ãéá ôéò ðëåõñÝò ÃÁ êáé ÌÊ éó÷ýåé Þ ÃÁ�ÌÊ Þ ÃÁ�ÌÊ.

Áí ÃÁ>ÌÊ èåùñïýìå ðÜíù óôçí ðëåõñÜ ÃÁ óçìåßï Ä Ýôóé þóôå

ÃÄ=ÌÊ. Ôá ôñßãùíá ÂÃÄ êáé ËÊÌ Ý÷ïõí ÃÂ=ÌË, ÃÄ=ÌÊ êáé

Ì Ã
� �

� ïðüôå óýìöùíá ìå ôï Ð-Ã-Ð åßíáé ßóá êáé åðïìÝíùò êáé

ÄÂÃ ÊËÌ
� �

� . ÁëëÜ ÁÂÃ ÊËÌ
� �

� , ïðüôå èá Ýðñåðå ÁÂÃ ÄÂÃ
� �

� ,

ðñÜãìá Üôïðï, åöüóïí ôï Ä äå óõìðßðôåé ìå ôï Á. Áðïêëåßåôáé

ëïéðüí ÃÁ>ÌÊ. Ïìïßùò áðïêëåßåôáé êáé ÃÁ<ÌÊ. Õðï÷ñåùôéêÜ

ëïéðüí Ý÷ïõìå ÃÁ=ÌÊ, ïðüôå ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÊËÌ Ý÷ïõí äýï

ðëåõñÝò ßóåò ìßá ðñïò ìßá (ÃÁ=ÌÊ êáé ÃÂ=ÌË) êáé ôéò

ðåñéå÷üìåíÝò ôïõò ãùíßåò ßóåò (Ã Ì
� �

� ), Üñá åßíáé ßóá. �

Óçìåßùóç

Ôï ðñïçãïýìåíï êñéôÞñéï éóüôçôáò áðïäßäåôáé óõíôïìï-

ãñáöéêÜ Ã-Ð-Ã. Êáé ó' áõôü ôï êñéôÞñéï âëÝðïõìå ðùò ìå ôñåéò ìüíï

êáôÜëëçëåò éóüôçôåò êýñéùí óôïé÷åßùí ôùí äýï ôñéãþíùí óõìðå-

ñáßíïõìå ôçí éóüôçôÜ ôïõò.

Áí äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá Ý÷ïõí ìéá êÜèåôç ðëåõñÜ êáé ôçí

ðñïóêåßìåíç ó' áõôÞí ïîåßá ãùíßá ßóåò ìßá ðñïò ìßá, ôüôå

åßíáé ßóá.

Áðüäåéîç

Ôá ïñèïãþíéá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÄÅÆ Ý÷ïõí ÁÂ=ÄÅ, Â Å
� �

� êáé

A Ä
� �

� � �90 .

¢ñá, óýìöùíá ìå ôï 2
ï

êñéôÞñéï éóüôçôáò ôñéãþíùí (Ã-Ð-Ã),

åßíáé ßóá. �

Áí ôï ýøïò ôñéãþíïõ åßíáé êáé äé÷ïôüìïò ôïõ, ôüôå ôï ôñßãùíï

åßíáé éóïóêåëÝò.
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3.1

Áðüäåéîç

¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ÁÄ ôï ýøïò ôïõ ðïõ åßíáé êáé äé÷ïôüìïò.

Ôá ïñèïãþíéá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÁÄÃ Ý÷ïõí ÁÄ=ÁÄ (êïéíÞ ðëåõñÜ)

êáé A A
� �

1 2� . ¢ñá óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 3.5, ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé

ÁÄÃ åßíáé ßóá, ïðüôå ÁÂ=ÁÃ, äçëáäÞ ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé

éóïóêåëÝò. �

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí ôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò

ìßá, ôüôå åßíáé ßóá.

Áðüäåéîç

Èá êÜíïõìå ôçí áðüäåéîç ìüíï ãéá ôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôá äýï

ôñßãùíá åßíáé ïîõãþíéá. Óôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ ôá ôñßãùíá åßíáé

áìâëõãþíéá Þ ïñèïãþíéá, ïé áðïäåßîåéò åßíáé ðáñüìïéåò.

Ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÊËÌ Ý÷ïõí ÁÂ=ÊË, ÂÃ=ËÌ êáé ÃÁ=ÌÊ.

Ó÷çìáôßæïõìå ìßá ãùíßá ÌËx
�

åöåîÞò ìå ôç ÌËÊ
�

êáé ßóç ìå ôç ÃÂÁ
�

,

êáé ðÜíù óôç Ë÷ ðáßñíïõìå óçìåßï Ä ôÝôïéï, þóôå ËÄ=ÂÁ. Ôá ôñß-

ãùíá ÁÂÃ êáé ÄËÌ Ý÷ïõí ÂÃ=ËÌ, Â Ë
� �

� 1 êáé ÂÁ=ËÄ. Åßíáé

ëïéðüí, ßóá óýìöùíá ìå ôï êñéôÞñéï (Ð-Ã-Ð) ïðüôå ÁÃ=ÄÌ.¼ìùò

ÁÃ=ÌÊ, Üñá ÌÄ=ÌÊ êáé óôï éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÌÊÄ Ê Ä2 2

� �

� (1).

Áêüìç ÂÁ=ËÄ êáé ÂÁ=ËÊ, Üñá êáé ËÄ=ËÊ êáé Ê Ä1 1

� �

� (2). Áðü

ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé ËÊÌ ËÄÌ
� �

� (3). ¼ìùò

ÂAÃ ËÄÌ
� �

� (áíÞêïõí óôá ßóá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ËÌÄ êáé âñßóêïíôáé

áðÝíáíôé áðü ôéò ßóåò ðëåõñÝò ÂÃ êáé ËÌ), Üñá êáé ÂAÃ ËÊÌ
� �

� . Óôá

ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÊËÌ ôåëéêÜ Ý÷ïõìå A Ê
� �

� , ÁÂ=ÊË êáé ÁÃ=ÊÌ.

¢ñá ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÊËÌ åßíáé ßóá. �

Åîáóöáëßóáìå åðïìÝíùò, êáé ôñßôï êñéôÞñéï éóüôçôáò ôñéãþíùí

ðïõ áðïäßäåôáé óõíôïìïãñáöéêÜ Ð-Ð-Ð.

Íá êÜíåôå ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 3.6 (Ð-Ð-Ð), üôáí ôá

ôñßãùíá åßíáé

á) áìâëõãþíéá

â) ïñèïãþíéá.
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(Ð-Ð-Ð)

ÃÂ
Ä

Á

1 2



Óå ßóåò ÷ïñäÝò åíüò êýêëïõ Þ ßóùí êýêëùí áíôéóôïé÷ïýí ßóá

ôüîá.

Áðüäåéîç

Óôïí êýêëï (Ï,ñ) Ýóôù ïé äýï ßóåò ÷ïñäÝò ÁÂ êáé ÃÄ. Ôá

ôñßãùíá ÏÁÂ êáé ÏÃÄ åßíáé ßóá äéüôé Ý÷ïõí ôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõò

ßóåò ìßá ðñïò ìßá (ÏÁ=ÏÃ=ñ, ÏÂ=ÏÄ=ñ êáé ÁÂ=ÃÄ). ¢ñá ïé

ãùíßåò ôïõò ÁÏÂ
�

êáé ÃÏÄ
�

èá åßíáé ßóåò. Óõíåðþò êáé ôá áíôßóôïé÷á

ôüîá ôïõò èá åßíáé ßóá, äçëáäÞ ÁÂ
�

=ÃÄ
�

.

Ç áðüäåéîç ãéá ôçí ðåñßðôùóç ßóùí êýêëùí åßíáé ßäéá. �

Óå Ýíá éóïóêåëÝò ôñßãùíï ç äéÜìåóïò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç

âÜóç åßíáé êáé ýøïò êáé äé÷ïôüìïò.

Áðüäåéîç

Ôï ôñßãùíï ÁÂÃ Ý÷åé ÁÂ=ÁÃ êáé ç ÁÌ åßíáé äéÜìåóüò ôïõ,

äçëáäÞ ÌÂ=ÌÃ. Ôá äýï ôñßãùíá ÁÌÂ êáé ÁÂÃ Ý÷ïõí ôéò ôñåéò

ðëåõñÝò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò ìßá (ÁÌ=ÁÌ, ÁÂ=ÁÃ, ÌÂ=ÌÃ). ¢ñá ôá

ôñßãùíá áõôÜ åßíáé ßóá, ïðüôå êáé A A1 2

� �

� (ïé ãùíßåò A
�

1, A
�

2 áíÞêïõí

óå ßóá ôñßãùíá êáé âñßóêïíôáé áðÝíáíôé áðü ôéò ßóåò ðëåõñÝò ÌÂ êáé

ÌÃ). ÅðïìÝíùò ç ÁÌ åßíáé äé÷ïôüìïò, ïðüôå óýìöùíá ìå ôï Ðüñéóìá

3.2 ç ÁÌ åßíáé êáé ýøïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ. �

3.1.4 ÊñéôÞñéá éóüôçôáò ïñèïãùíßùíÊñéôÞñéá éóüôçôáò ïñèïãùíßùí

ôñéãþíùí

Áí äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá Ý÷ïõí ßóåò õðïôåßíïõóåò êáé áðü

ìßá êÜèåôç ðëåõñÜ ßóç, åßíáé ßóá.

Áðüäåéîç

¸óôù ôá ïñèïãþíéá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÊËÌ ìå ßóåò õðïôåß-

íïõóåò ÁÂ=ÊË êáé ôéò êÜèåôåò ðëåõñÝò ÂÃ êáé ËÌ åðßóçò ßóåò.

Ðñïåêôåßíïõìå ôç ÂÃ êáôÜ ôìÞìá ÃÄ=ÃÂ, êáé ôç ËÌ êáôÜ ôìÞìá

ÌÍ=ÌË. Ôï ôñßãùíï ÁÂÃ Ý÷åé ôï ÁÃ êáé ýøïò (Ã 90
�

� �) êáé äéÜìåóï

(ÃÂ=ÃÄ), Üñá åßíáé éóïóêåëÝò (Ðüñéóìá 3.5) äçëáäÞ ÁÂ=ÁÄ.

Ïìïßùò êáé ôï ôñßãùíï ÊËÍ åßíáé éóïóêåëÝò, äéüôé ôï ÊÌ åßíáé êáé

ýøïò êáé äéÜìåóïò, äçëáäÞ ÊË=ÊÍ.

Ôá äýï ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÊËÍ Ý÷ïõí ÁÂ=ÊË (áðü ôçí
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õðüèåóç), ÁÄ=ÊÍ (ßóåò ìå ôéò ðñïçãïýìåíåò ðëåõñÝò) êáé ÂÄ=ËÍ

(äéðëÜóéåò ôùí ßóùí ðëåõñþí ÂÃ êáé ËÌ). ÄçëáäÞ, ôá ôñßãùíá ÁÂÄ

êáé ÊËÍ Ý÷ïõí ôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò ìßá, Üñá åßíáé

ßóá. ÅðïìÝíùò Â Ë
� �

� . Ïðüôå ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÊËÌ Ý÷ïõí

ÁÂ=ÊË, ÂÃ=ËÌ êáé Â Ë
� �

� . ÅðïìÝíùò óýìöùíá ìå ôï 1
ï

êñéôÞñéï

éóüôçôáò ôñéãþíùí (Ð-Ã-Ð) åßíáé ßóá. �

Ôï ýøïò åíüò éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ, ðïõ Üãåôáé áðü ôçí

êïñõöÞ ôïõ, åßíáé äéÜìåóïò êáé äé÷ïôüìïò.

Ç êÜèåôç áðü ôï êÝíôñï åíüò êýêëïõ ðñïò ìéá ÷ïñäÞ ôïõ

äéÝñ÷åôáé áðü ôï ìÝóï ôçò ÷ïñäÞò êáé ôï ìÝóïí ôïõ áíôß-

óôïé÷ïõ ôüîïõ.

Óçìåßùóç

Ôï êÜèåôï ôìÞìá áðü ôï êÝíôñï åíüò êýêëïõ ðñïò ìéá ôïõ

÷ïñäÞ êáëåßôáé áðüóôçìá ôçò ÷ïñäÞò áõôÞò.

Áí äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá Ý÷ïõí ßóåò õðïôåßíïõóåò êé áðü

ìßá ïîåßá ãùíßá ßóç, ôüôå åßíáé ßóá.

Áðüäåéîç

Ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÊËÌ Ý÷ïõí ôéò ãùíßåò A
�

êáé Ê
�

ïñèÝò, ôéò

õðïôåßíïõóåò ÂÃ êáé ËÌ ßóåò êáé ôéò ïîåßåò ãùíßåò Ã
�

êáé Ì
�

ßóåò.

Èá áðïäåßîïõìå üôé åßíáé ßóá. ÕðïèÝôïõìå üôé ïé êÜèåôåò

ðëåõñÝò ÃÁ êáé ÌÊ äåí åßíáé ßóåò. Ôüôå óôçí çìéåõèåßá ÌÊ

èåùñïýìå óçìåßï Í ôÝôïéï þóôå ÌÍ=ÃÁ. Ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÍËÌ

Ý÷ïõí ÂÃ=ÌË, Ã Ì
� �

� êáé ÃÁ=ÌÍ. Åßíáé åðïìÝíùò ßóá óýìöùíá ìå

ôï êñéôÞñéï (Ð-Ã-Ð), Üñá èá Ý÷ïõí ßóåò êáé ôéò ãùíßåò ôïõò A
�

êáé Í
�

(âñßóêïíôáé áðÝíáíôé áðü ôéò ßóåò ðëåõñÝò ÂÃ êáé ËÌ). ¢ñá ç ãùíßá

Í
�

åßíáé ïñèÞ, äçëáäÞ áðü ôï óçìåßï Ë Üãïíôáé äýï êÜèåôåò ðñïò ôçí

åõèåßá ÌÊ, ïé ËÊ êáé ËÍ. Áõôü üìùò åßíáé Üôïðï. ¢ñá ç ÃÁ åßíáé ßóç

ìå ôç ÌÊ, ïðüôå ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÊËÌ Ý÷ïõí äýï ðëåõñÝò ßóåò

êáé ôéò ðåñéå÷üìåíåò ãùíßåò ßóåò ìßá ðñïò ìßá, åðïìÝíùò åßíáé ßóá. �

ÐáñáôÞñçóç

Óôçí ðáñÜãñáöï 4.2.3 èá áðïäåßîïõìå Üëëï Ýíá êñéôÞñéï éóü-

ôçôáò ïñèïãþíéùí ôñéãþíùí(ôï 5
ï

êñéôÞñéï ïñèïãþíéùí ôñéãþíùí)

êáé èá ïëïêëçñùèåß Ýôóé ç ôå÷íéêÞ óýãêñéóçò áõôþí ôùí ôñéãþíùí.
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3.2

¢ìåóåò óõíÝðåéåò ôùí êñéôçñßùí ôùí ïñèïãþíéùí ôñéãþíùí

åßíáé ôá ðáñáêÜôù ðïñßóìáôá.

Ôï êÝíôñï åíüò êýêëïõ áðÝ÷åé åîßóïõ áðü ôéò ÷ïñäÝò êáé

áíôéóôñüöùò.

Áðüäåéîç

¸óôù ïé ßóåò ÷ïñäÝò ÁÂ êáé ÃÄ åíüò êýêëïõ êÝíôñïõ Ï êáé ïé

áðïóôÜóåéò ÏÊ êáé ÏË ôïõ êÝíôñïõ Ï áðü ôéò ÷ïñäÝò. Ôá ïñèïãþíéá

ôñßãùíá ÏÊÁ êáé ÏËÃ Ý÷ïõí ßóåò õðïôåßíïõóåò ÏÁ êáé ÏÃ (åßíáé

áêôßíåò ôïõ êýêëïõ), ßóåò êÜèåôåò ðëåõñÝò ÊÁ êáé ËÃ (åßíáé ìéóÜ ôùí

ßóùí ÷ïñäþí, óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá 3.10). ¢ñá óýìöùíá ìå ôï

èåþñçìá 3.7 ôá ôñßãùí ÏÊÁ êáé ÏËÃ åßíáé ßóá ïðüôå èá Ý÷ïõí êáé ôéò

ôñßôåò ðëåõñÝò ôïõò ßóåò, äçëáäÞ ÏÊ=ÏË.

Áíôéóôñüöùò

¸óôù ôþñá üôé Ý÷ïõìå äýï ÷ïñäÝò ÁÂ êáé ÃÄ åíüò êýêëïõ Ï êáé

ôéò áðïóôÜóåéò ÏÊ êáé ÏË ôïõ êÝíôñïõ Ï ôïõ êýêëïõ áðü ôéò ÷ïñäÝò

áõôÝò ôÝôïéåò, þóôå ÏÊ=ÏË. Ôá ïñèïãþíéá ôñßãùíá ÊÏÁ êáé ËÏÃ

Ý÷ïõí ßóåò ôéò õðïôåßíïõóåò ÏÁ êáé ÏÃ (óáí áêôßíåò ôïõ ßäéïõ

êýêëïõ) êáé ßóåò ôéò êÜèåôåò ðëåõñÝò ÏÊ êáé ÏË. ¢ñá, óýìöùíá ìå

ôï èåþñçìá 3.7 ôá ôñßãùíá ÊÏÁ êáé ËÏÃ åßíáé ßóá ïðüôå èá Ý÷ïõí

ßóåò êáé ôéò ôñßôåò ôïõò ðëåõñÝò ÁÊ êáé ÄÃ. Óõíåðþò èá åßíáé ßóá êáé

ôá äéðëÜóéá ôùí ðëåõñþí áõôþí, äçëáäÞ ïé ÷ïñäÝò ÁÂ êáé ÄÃ. �

ÊÜèå óçìåßï ôçò äé÷ïôüìïõ ìéáò ãùíßáò áðÝ÷åé åîßóïõ áðü ôéò

ðëåõñÝò ôçò êáé áíôéóôñüöùò.

Íá áðïäåßîåôå ôï ðüñéóìá 3.12 óôçñéæüìåíïé óôá èåùñÞìáôá

3.7 êáé 3.8.
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ÊÜèå óçìåßï ðïõ áðÝ÷åé åîßóïõ áðü ôá Üêñá åõèýãñáììïõ

ôìÞìáôïò âñßóêåôáé óôç ìåóïêÜèåôÞ ôïõ.

Áðüäåéîç

Áí ÁÂ Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá êáé Ê Ýíá óçìåßï ôïõ åðéðÝäïõ,

ôÝôïéï, þóôå ÊÁ=ÊÂ êáé Ì ç ïñèÞ ðñïâïëÞ ôïõ Ê óôï ÁÂ, ôüôå ôï

óçìåßï Ì ìðïñåß íá åßíáé åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ ÁÂ åßôå áñéóôåñÜ ôïõ

Á, åßôå äåîéÜ ôïõ Â Þ íá åßíáé åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ ÁÂ. Êáé óôéò ôñåéò

ðñïçãïýìåíåò ðåñéðôþóåéò ôá ôñßãùíá ÁÊÌ êáé ÂÊÌ åßíáé ßóá

óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 3.7, Üñá ÁÌ=ÌÂ.

Ç éóüôçôá ÁÌ=ÌÂ äçëþíåé ðùò áðïêëåßåôáé ôï óçìåßï Ì íá

åßíáé åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ ÁÂ. ¢ñá ôï Ì âñßóêåôáé ìåôáîý ôùí Á êáé

Â êáé ìÜëéóôá åðåéäÞ ÁÌ=ÌÂ, ôï êÜèåôï ôìÞìá ÊÌ äéÝñ÷åôáé áðü ôï

ìÝóï Ì ôïõ ÁÂ. ÅðïìÝíùò, ôï óçìåßï Ê âñßóêåôáé óôç ìåóïêÜèåôç

ôïõ ÁÂ. �

Áí äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á~Â~Ã~ Ý÷ïõí ÁÃ=Á~Ã~, ÁÂ=Á~Â~ êáé

ôéò äéáìÝóïõò ôïõò ÂÄ êáé Â~Ä~ ßóåò, íá áðïäåßîåôå üôé åßíáé ßóá.

Áðüäåéîç

¸óôù ÂÄ êáé Â~Ä~ ïé áíôßóôïé÷åò äéÜìåóïé ôùí ôñéãþíùí ÁÂÃ êáé

Á~Â~Ã~. Ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé Á~Â~Ä~ Ý÷ïõí ÁÂ=Á~Â~, ÂÄ=Â~Ä~ êáé

ÁÄ=Á~Ä~
ÁÃ

2

Á Ã

2
�

� ��

�
�

	



� . ¢ñá ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé Á~Â~Ä~ åßíáé ßóá

óýìöùíá ìå ôï 3
ï

êñéôÞñéï éóüôçôáò ôñéãþíùí (Ð-Ð-Ð), ïðüôå êáé ïé

ãùíßåò A
�

êáé �A
�

åßíáé ßóåò.

Ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á~Â~Ã~ Ý÷ïõí ÁÂ=Á~Â~, ÁÃ=Á~Ã~ êáé

A A
� �

� �. ¢ñá óýìöùíá ìå ôï 1
ï

êñéôÞñéï éóüôçôáò ôñéãþíùí (Ð-Ã-Ð)

ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á~Â~Ã~ åßíáé ßóá.
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Ç êïñõöÞ Á åíüò éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ ÁÂÃ âñßóêåôáé óôï

êÝíôñï åíüò êýêëïõ ï ïðïßïò ôÝìíåé ôçí åõèåßá ôçò âÜóçò ÂÃ ôïõ

ôñéãþíïõ óôá óçìåßá Ä êáé Å. Íá áðïäåßîåôå üôé ÄÂ=ÃÅ.

Áðüäåéîç

ÖÝñïõìå ÁÊ�ÄÅ, ïðüôå ÄÊ=ÊÅ (1) óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá

3.10. ÁëëÜ ôï ÁÊ åßíáé ýøïò ôïõ éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ ÁÂÃ, Üñá êáé

äéÜìåóüò ôïõ ïðüôå ÂÊ=ÊÃ (2). Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ìå áöáß-

ñåóç êáôÜ ìÝëç ðñïêýðôåé ÄÊ–ÂÊ=ÊÅ–ÊÃ Þ ÄÂ=ÃÅ.

Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ç äéÜìåóüò ôïõ ÁÌ. Áðü ôéò êïñõ-

öÝò Â êáé Ã öÝñïõìå ôéò êÜèåôåò ÂÄ êáé ÃÅ ðñïò ôçí åõèåßá ÁÌ.

Íá áðïäåßîåôå üôé ÂÄ=ÃÅ.

Áðüäåéîç

¸óôù ÁÌ ç äéÜìåóïò ôñéãþíïõ ÁÂÃ. ÖÝñïõìå ôéò êÜèåôåò ÂÄ

êáé ÃÅ ðñïò ôçí åõèåßá ôçò äéáìÝóïõ. Ôá ïñèïãþíéá ôñßãùíá ÂÄÌ

êáé ÃÅÌ Ý÷ïõí ßóåò õðïôåßíïõóåò, ÂÌ=ÌÃ êáé áðü ìßá ïîåßá ãùíßá

ßóç ÄÌÂ ÅÌÃ
� �

� (ùò êáôáêïñõöÞí). ¢ñá ôá ôñßãùíá ÂÄÌ êáé ÃÅÌ

åßíáé ßóá êáé åðïìÝíùò ÂÄ=ÃÅ.
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

1 Ôé ó÷Ýóç Ý÷åé ç åóùôåñéêÞ ìå ôçí åîùôåñéêÞ

äé÷ïôüìï ôçò ãùíßáò A
�

ó' Ýíá ôñßãùíï;

2 Ãéáôß äýï éóüðëåõñá ôñßãùíá ìå ßóåò

ðåñéìÝôñïõò åßíáé ßóá;

3 Ãéá äýï ôñßãùíá ãíùñßæïõìå üôé åßíáé

ïñèïãþíéá, åßíáé éóïóêåëÞ êáé ìßá êÜèåôç

ðëåõñÜ ôïõ åíüò åßíáé ßóç ìå ìéá êÜèåôç

ðëåõñÜ ôïõ Üëëïõ. Åßíáé ßóá;

4 Ðþò ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôç èÝóç

åíüò óçìåßïõ Ó ðÜíù óôçí ðëåõñÜ ÁÃ ôïõ

ôñéãþíïõ ÁÂÃ, ôÝôïéï þóôå ïé áðïóôÜóåéò ÓÂ

êáé ÓÃ íá åßíáé ßóåò;

5 Ðþò ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôç èÝóç

åíüò óçìåßïõ Ó ðÜíù óôçí ðëåõñÜ ÁÃ ôïõ

ôñéãþíïõ ÁÃÂ, Ýôóé þóôå ïé áðïóôÜóåéò ôïõ Ó

áðü ôéò ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÂÃ íá åßíáé ßóåò;

6 ÕðÜñ÷åé ðïëýãùíï ðïõ äåí Ý÷åé äéáãþíéåò;

ÕðÜñ÷åé ðïëýãùíï ðïõ Ý÷åé ìüíï äýï

äéáãþíéåò;

7 Åßíáé óùóôü üôé óå äýï ôñßãùíá áðÝíáíôé áðü

ßóåò ðëåõñÝò âñßóêïíôáé ðÜíôïôå ßóåò ãùíßåò;

8 Ôé ôñßãùíï åßíáé åêåßíï óôï ïðïßï äýï

ðëåõñÝò ôïõ åßíáé êáé ýøç;

9 Íá åîçãÞóåôå ãéá ðïéï ëüãï üôáí äýï

éóïóêåëÞ ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÄÂÃ Ý÷ïõí êïéíÞ

âÜóç ôç ÂÃ, ç åõèåßá ÁÄ èá åßíáé ç

ìåóïêÜèåôïò ôçò âÜóçò áõôÞò.

1 Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ=ÁÃ) êáé

óôéò ðñïåêôÜóåéò ôçò âÜóçò ôïõ ÂÃ ðáßñíïõìå

óçìåßï Ä, Å ôÝôïéá þóôå ÄÂ=ÃÅ. Íá äåßîåôå

üôé ôï ôñßãùíï ÁÄÅ åßíáé åðßóçò éóïóêåëÝò.

2 ¸íá ðåíôÜãùíï ÁÂÃÄÅ Ý÷åé üëåò ôïõ ôéò

ðëåõñÝò êáé üëåò ôïõ ôéò ãùíßåò ßóåò. Íá

åîåôÜóåôå áí Ý÷åé ßóåò êáé üëåò ôéò äéáãþíéÝò

ôïõ.

3 Ðñïåêôåßíïõìå ôéò ðëåõñÝò ÁÂ, ÂÃ, ÃÁ

éóüðëåõñïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ ðñïò ôéò êïñõöÝò

Â, Ã, Á êáé ðáßñíïõìå óôéò ðñïåêôÜóåéò

ôìÞìáôá ÂÅ=ÃÆ=ÁÄ. Íá äåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï

ÄÅÆ åßíáé åðßóçò éóüðëåõñï.

4 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé äõï çìéåõèåßåò Áx

êáé Ây êÜèåôåò óôéò ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÁÃ êáé

ôÝôïéåò þóôå êÜèå ìßá áðü ôéò ãùíßåò xÁÂ
�

êáé

yÁÃ
�

íá åßíáé åöåîÞò ìå ôçí A
�

. Óôéò Áx êáé Áy

ðáßñíïõìå ôá ôìÞìáôá ÁÄ=ÁÂ êáé ÁÅ=ÁÃ.

Íá áðïäåßîåôå üôé ÄÃ=ÂÅ.

5 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ. Óôï öïñÝá ôçò åîù-

ôåñéêÞò äé÷ïôüìïõ ôçò ãùíßáò A
�

ðáßñíïõìå

äýï óçìåßá Ä êáé Å åêáôÝñùèåí ôïõ Á, ôÝôïéá
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

þóôå ÁÄ=ÁÂ êáé ÁÅ=ÁÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé

ÂÅ=ÃÄ.

6 Èåùñïýìå Ýíáí êýêëï êáé ìßá äéÜìåôñï ÁÂ

áõôïý. ÅêáôÝñùèåí ôçò ÁÂ ðáßñíïõìå äýï

ßóá ôüîá ÁÃ
�

êáé ÁÄ
�

êáé öÝñïõìå ôéò ÷ïñäÝò

áõôþí. Íá áðïäåßîåôå üôé ïé ãùíßåò ÃÁÂ
�

êáé

ÄÁÂ
�

åßíáé ßóåò.

7 Íá áðïäåßîåôå üôé óôéò áíôßóôïé÷åò ðëåõñÝò

äýï ßóùí ôñéãþíùí áíôéóôïé÷ïýí ßóåò

äé÷ïôüìïé.

8 Óå Ýíá éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ=ÁÃ

öÝñïõìå ôá äýï ôïõ ýøç ÂÄ êáé ÃÅ, ôá ïðïßá

ôÝìíïíôáé óôï óçìåßï Æ. Ôüôå ç ÁÆ èá åßíáé ç

äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò A
�

.

9 Óå Ýíáí êýêëï êÝíôñïõ Ï ÷áñÜóïõìå äýï

ßóåò ÷ïñäÝò ÁÂ êáé ÃÄ, ïé ïðïßåò ôÝìíïíôáé

óôï óçìåßï Ê. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ÏÊ åßíáé ç

äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò ôùí äýï áõôþí ÷ïñäþí.

10 Äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá Ý÷ïõí ìéá êÜèåôç

ðëåõñÜ ßóç êáé ßóåò ðåñéìÝôñïõò. Íá áðïäåßîåôå

üôé ôá ôñßãùíá áõôÜ åßíáé ßóá.

11 Äßíåôáé ãùíßá xOy
�

êáé ôá óçìåßá Á, Á~ ôùí

ðëåõñþí ôçò êáé Üëëá äýï óçìåßá Â, Â~ ôçò

äé÷ïôüìïõ Ïä, þóôå ÏÁ=ÏÂ, ÏÁ~=ÏÂ~. Íá

áðïäåßîåôå üôé ÁÂ~=Á~Â.

12 Áí Ì ôï ìÝóï ôçò âÜóçò ÂÃ éóïóêåëïýò

ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé Å, Æ óçìåßá ôùí ßóùí

ðëåõñþí ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á Ýôóé þóôå

ÁÅ=ÁÆ. Íá áðïäåßîåôå üôé ÌÅ=ÌÆ.

13 Íá áðïäåßîåôå üôé ôá ß÷íç ôùí õøþí

éóüðëåõñïõ ôñéãþíïõ ó÷çìáôßæïõí åðßóçò

éóüðëåõñï ôñßãùíï.

14 Äýï éóïóêåëÞ ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÁÄÅ ìå

âÜóåéò ÂÃ êáé ÄÅ Ý÷ïõí êïéíÞ ôçí êïñõöÞ

ôïõò Á êáé ôéò ãùíßåò ôçò êïñõöÞò Á ßóåò. Íá

äåßîåôå üôé ÂÄ=ÃÅ Þ ÂÅ=ÃÄ.

1 Èåùñïýìå êýêëï êÝíôñïõ Ï, ìéá áêôßíá

áõôïý ÏÁ êáé Ýíá ôõ÷áßï óçìåßï Ê áõôÞò.

ÃñÜöïõìå êýêëï ìå êÝíôñï Ê, ï ïðïßïò ôÝìíåé

ôïí êýêëï Ï óôá óçìåßá Â êáé Ã.

á) Íá áðïäåßîåôå üôé ÏÂÊ ÏÃÊ
� �

� .

â) Íá åîåôÜóåôå ôç èÝóç ôçò åõèåßáò ÏÁ ùò

ðñïò åõèýãñáììï ôìÞìá ÂÃ.

2 Áí óå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò

á=2ã êáé Â Ã
� �

� 2 , íá áðïäåßîåôå üôé A
�

� �90 .

3 Äßíåôáé ãùíßá xÏy
�

, äýï óçìåßá Á êáé Â ôçò Ïx

êáé äýï óçìåßá Ã êáé Ä ôçò Ïy ôÝôïéá þóôå

ÏÁ=ÏÃ êáé ÏÂ=ÏÄ. Áí É ôï óçìåßï ôïìÞò

ôùí ÂÃ êáé ÁÄ, íá äåßîåôå üôé:

á) ÁÄ=ÂÃ.

â) Ç ÏÉ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò xÏy
�

.

4 Óôéò ðñïåêôÜóåéò ôùí ðëåõñþí ÁÂ, ÁÃ

ôñéãþíïõ ÁÂÃ ðñïò ôï ìÝñïò ôïõ Á ðáßñíïõìå

ôìÞìáôá ÁÅ=ÁÂ êáé ÁÆ=ÁÃ áíôßóôïé÷á. Íá

äåßîåôå üôé ï öïñÝáò ôçò äéáìÝóïõ ÁÄ ôïõ

ôñéãþíïõ ÁÂÃ äéÝñ÷åôáé áðü ôï ìÝóï ôïõ ÆÅ.

5 Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí äýï ðëåõñÝò ßóåò ìßá

ðñïò ìßá êáé ôéò äéáìÝóïõò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí

óôéò Üëëåò ðëåõñÝò ßóåò, íá áðïäåé÷èåß üôé

åßíáé ßóá.

6 ¸íá óçìåßï Á âñßóêåôáé åêôüò êýêëïõ êáé

éóáðÝ÷åé áðü äýï óçìåßá Â êáé Ã áõôïý. Áí ïé

åõèåßåò ÁÂ êáé ÁÃ åðáíáôÝìíïõí ôïí êýêëï

óôá óçìåßá Ä êáé Å áíôßóôïé÷á, ôüôå ïé ÷ïñäÝò

ÂÄ êáé ÃÅ èá åßíáé ßóåò.
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7 Ôç óôéãìÞ ôçò Ýíáñîçò åíüò ðïäïóöáéñéêïý

áãþíá ïé åðüðôåò ôùí ãñáììþí âñßóêïíôáé

óôá Üêñá Å1 êáé Å2 ôçò ìåóáßáò ãñáììÞò. Ìå

ôï óöýñéãìá ï äéáéôçôÞò Ä ðáßñíåé èÝóç óôï

êÝíôñï ôïõ ãçðÝäïõ êáé ïé åðüðôåò êéíïýíôáé

ìå ôï ßäéï âÞìá (ßäéá ôá÷ýôçôá) ðñïò ôéò

ðåñéï÷Ýò åëÝã÷ïõ ôïõ ï êáèÝíáò. Íá åîçãÞ-

óåôå ôï ëüãï ãéá ôïí ïðïßï äåí ìðïñåß ï Ýíáò

åðüðôçò íá âëÝðåé ôïí Üëëï ëüãù ðáñåìâï-

ëÞò ôïõ äéáéôçôÞ áíÜìåóÜ ôïõò.

8 Ïé åñãÜôåò ôïõ ÄÞìïõ ãéá íá ðñïóäéïñßóïõí

ôï êÝíôñï ìéáò êõêëéêÞò ðëáôåßáò áêïëïý-

èçóáí ôçí ðáñáêÜôù äéáäéêáóßá. Óôçí áñ÷Þ

ìÝôñçóáí äýï ßóåò áðïóôÜóåéò ÂÁ êáé ÂÃ ìå

áñ÷Þ ôï óçìåßï Â. ÌåôÜ ÷Üñáîáí ôçí åõèåßá

ÁÃ êáé ðÞñáí ôï ìÝóï Ä ôïõ ÁÃ. Óôç óõíÝ÷åéá

÷Üñáîáí ôç ÂÄ ìÝ÷ñé ôçí áðÝíáíôé ìåñéÜ ôçò

ðëáôåßáò óôï óçìåßï Å, êáé ôÝëïò ðÞñáí ôï

ìÝóï Ì ôïõ ôìÞìáôïò ÂÅ. Óôçñéæüìåíïé óå

ðñïôÜóåéò ôçò Ãåùìåôñßáò íá åîçãÞóåôå ôçí

ïñèüôçôá ôçò äéáäéêáóßáò áõôÞò.

9 Óôï ó÷Þìá Ý÷ïõìå Ýíá Ýëïò ôï ïðïßï ðñÝðåé

íá äéáó÷ßóåé Ýíáò áãùãüò áåñßïõ ÁÂ. Ç

ðñüóâáóç óôï Ýëïò ó' áõôü ôï óôÜäéï åßíáé

áäýíáôç êáé ïé ìç÷áíéêïß ìå ôç âïÞèåéá ôïõ

äéðëáíïý ó÷Þìáôïò èá õðïëïãßóïõí ôçí

áðüóôáóç ÁÂ. Íá åîçãÞóåôå ìå ðïéïí

ôñüðï ìðïñåß íá ãßíåé áõôü. Ðþò ìðïñïýí

ïé ìç÷áíéêïß íá õðïëïãßóïõí ôçí áðüóôáóç

ÅÆ (ÌÞêïò áãùãïý óôçí ðåñéï÷Þ ôïõ

Ýëïõò); Áí óôï óçìåßï Î õðÜñ÷åé ìßá îÝñá,

ðþò ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôçí áðü-

óôáóç ÁÎ; (Óôç äéÜèåóç ôùí ìç÷áíéêþí

õðÜñ÷ïõí üñãáíá ìÝôñçóçò ãùíéþí êáé

áðïóôÜóåùí óå ðåñéï÷Ýò ðïõ Ý÷ïõí

ðñüóâáóç).

10 Ìéá åõèåßá å ôÝìíåé ôéò ðëåõñÝò ìéáò ãùíßáò

xOy
�

óôá óçìåßá Â êáé Ã. Áí Ä êáé Å óçìåßá ôùí

Ïx, Ïy þóôå ÏÂ=ÂÄ êáé ÅÃ=ÏÃ, íá äåßîåôå

üôé ôá Ä êáé Å éóáðÝ÷ïõí áðü ôçí å.

11 ¸óôù ÁÄ ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò A
�

ôñéãþíïõ

ÁÂÃ ìå ÁÂ<ÁÃ. Óôçí çìéåõèåßá ÁÂ

ðáßñíïõìå óçìåßï Ã~ Ýôóé þóôå ÁÃ~=ÁÃ êáé

óôçí çìéåõèåßá ÁÃ ðáßñíïõìå ôìÞìá

ÁÂ~=ÁÂ. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá óçìåßá Â~, Ä, Ã~

åßíáé óõíåõèåéáêÜ.

12 ¸óôù Ýíá ðåíôÜãùíï ÁÂÃÄÅ Ýôóé þóôå

ÁÂ=ÅÄ, ÂÃ=ÄÃ êáé Â Ä
� �

� . Íá áðïäåßîåôå üôé

ç ìåóïêÜèåôç ôçò ðëåõñÜò ÁÅ äéÝñ÷åôáé áðü

ôçí êïñõöÞ Ã êáé äé÷ïôïìåß ôç ãùíßá Ã
�

.
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3.2 Âáóéêïß ãåùìåôñéêïß ôüðïéÂáóéêïß ãåùìåôñéêïß ôüðïé

Óôçí ðáñÜãñáöï 2.4 êÜíáìå ëüãï ãéá ðñþôç öïñÜ ãéá ôçí

Ýííïéá ôïõ Ã.Ô (ãåùìåôñéêïý ôüðïõ). Èõìßæïõìå üôé "Ãåùìåôñéêüò

ôüðïò ôùí óçìåßùí ðïõ Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá Á åßíáé Ýíá ó÷Þìá, ðïõ

üëá ôïõ ôá óçìåßá êáé ìüíï áõôÜ Ý÷ïõí áõôÞ ôçí éäéüôçôá Á.

Ãíùñßóáìå êáé Ýíá ãåùìåôñéêü ôüðï ôïí êýêëï. Ôá óçìåßá ôïõ üëá

êáé ìüíï áõôÜ Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá "íá áðÝ÷ïõí üëá ôçí ßäéá áðü-

óôáóç áðü Ýíá óôáèåñü óçìåßï".

¼ðùò åßäáìå, ç öñÜóç "üëá ôá óçìåßá êáé ìüíï áõôÜ" ìáò

áíáãêÜæåé óôá ðñïâëÞìáôá ôùí (Ã.Ô) íá äéáêñßíïõìå äýï âÞìáôá

óôç äéáäéêáóßá åýñåóÞò ôïõ. ÁõôÜ ôá äýï âÞìáôá åýêïëá èá ôá

äéáêñßíïõìå óôéò åöáñìïãÝò ðïõ áêïëïõèïýí.

Íá âñåèåß ï Ã.Ô ôùí óçìåßùí ðïõ áðÝ÷ïõí åîßóïõ áðü äýï

óçìåßá Á êáé Â.

Áðüäåéîç

¸÷ïõìå ôá äýï óçìåßá Á êáé Â êáé Ýóôù Ýíá óçìåßï Ì ìå ôçí

éäéüôçôá íá éóáðÝ÷åé áðü ôá Á êáé Â, äçëáäÞ íá éó÷ýåé ÌÁ=ÌÂ.

Èåùñïýìå ôï ìÝóï Ï ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ. Ôï ôñßãùíï ÁÂÌ åßíáé

éóïóêåëÝò (äéüôé ÌÁ=ÌÂ) êáé ç ÌÏ åßíáé äéÜìåóüò ôïõ (ôï Ï åßíáé

ìÝóï). ¢ñá óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá 3.8 ç ÌÏ åßíáé êáé ýøïò.

ÄçëáäÞ, ç åõèåßá ÌÏ åßíáé ìåóïêÜèåôç ôïõ ÁÂ. ÅðïìÝíùò ôï Ì

áíÞêåé óôç ìåóïêÜèåôç ôïõ ÁÂ.

Áíôéóôñüöùò

Áí èåùñÞóïõìå ôþñá Ýíá ïðïéïäÞðïôå óçìåßï Ô ôçò ìåóï-

êÜèåôçò, óôï ôñßãùíï ÔÁÂ ç ÔÏ åßíáé êáé ýøïò êáé äéÜìåóïò. ¢ñá ôï

ôñßãùíï ÔÁÂ åßíáé éóïóêåëÝò, ïðüôå ÔÁ=ÔÂ. ¢ñá ôï Ô éóáðÝ÷åé áðü

ôá Á êáé Â.
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3.3

Óõìðåñáßíïõìå, ëïéðüí, üôé ï Ã.Ô ôùí óçìåßùí ðïõ éóáðÝ÷ïõí

áðü äýï óôáèåñÜ óçìåßá Á êáé Â åßíáé ç ìåóïêÜèåôç ôïõ åõèý-

ãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ.

Íá ðÜñåôå äýï óçìåßá Á êáé Â êáé íá ÷áñÜîåôå üëá ôá óçìåßá

ðïõ éóáðÝ÷ïõí áðü ôá Á êáé Â. Íá ðÜñåôå ìåôÜ áêüìç Ýíá óçìåßï Ã

êáé íá ÷áñÜîåôå üëá ôá óçìåßá ðïõ éóáðÝ÷ïõí áðü ôá Â êáé Ã. ÕðÜ-

ñ÷åé óçìåßï ðïõ éóáðÝ÷åé êáé áðü ôá ôñßá óçìåßá Á, Â êáé Ã;

Íá âñåèåß ï Ã.Ô ôùí óçìåßùí ðïõ áðÝ÷ïõí åîßóïõ áðü ôéò

ðëåõñÝò ìéáò ãùíßáò.

Áðüäåéîç

¸óôù ç ãùíßá xÏy
�

, Ì Ýíá óçìåßï êáé ÌÁ, ÌÂ ïé áðïóôÜóåéò ôïõ

áðü ôéò ðëåõñÝò Ïx êáé Ïy ôçò ãùíßáò xÏy
�

. Ôá ïñèïãþíéá ôñßãùíá

ÏÌÁ êáé ÏÌÂ Ý÷ïõí êïéíÞ õðïôåßíïõóá ôçí ÌÏ êáé áðü ìßá êÜèåôç

ðëåõñÜ (ÌÁ êáé ÌÂ) áíôßóôïé÷á ßóåò. ¢ñá åßíáé ßóá êáé åðïìÝíùò ïé

ãùíßåò ÁÏÌ
�

êáé ÂÏÌ
�

åßíáé ßóåò, äçëáäÞ ôï Ì áíÞêåé óôç äé÷ïôüìï

ôçò xÏy
�

.

Áíôéóôñüöùò

Áí ôþñá èåùñÞóïõìå Ýíá ôõ÷áßï óçìåßï Ô ôçò äé÷ïôüìïõ ôçò

xÏy
�

êáé öÝñïõìå ôéò áðïóôÜóåéò ÔÊ êáé ÔË, èá ðáñáôçñÞóïõìå üôé

ôá ôñßãùíá ÔÏÊ êáé ÔÏË åßíáé ßóá äéüôé åßíáé ïñèïãþíéá, Ý÷ïõí

êïéíÞ õðïôåßíïõóá (ôçí ÔÏ) êáé Ý÷ïõí êáé áðü ìéá ðñïóêåßìåíç

ãùíßá áíôßóôïé÷á ßóç (ÊÏÔ ËÏÔ
� �

� ). ¢ñá ôá ôñßãùíá ÔÏÊ êáé ÔÏË

èá åßíáé ßóá ïðüôå ÔÊ=ÔË. ÄçëáäÞ ôï Ô éóáðÝ÷åé áðü ôéò ðëåõñÝò

ôçò ãùíßáò xÏy
�

.

Óõìðåñáßíïõìå ëïéðüí üôé ï Ã.Ô ôùí óçìåßùí ðïõ éóáðÝ÷ïõí

áðü ôéò ðëåõñÝò ìéáò ãùíßáò åßíáé ç äé÷ïôüìïò ôçò (óýìöùíá ìå ôï

ðüñéóìá 3.12).
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

3.4

Íá ó÷åäéÜóåôå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ êáé óôç óõíÝ÷åéá íá ðñïóäéïñß-

óåôå üëá ôá óçìåßá ðïõ éóáðÝ÷ïõí áðü ôéò ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÁÃ. ÌåôÜ íá

ðñïóäéïñßóåôå üëá ôá óçìåßá ðïõ éóáðÝ÷ïõí áðü ôéò ðëåõñÝò ÁÂ êáé

ÂÃ. Íá ðñïóäéïñßóåôå ôåëéêÜ ôá óçìåßá ðïõ éóáðÝ÷ïõí êáé áðü ôéò

ôñåéò ðëåõñÝò ÁÂ, ÂÃ êáé ÁÃ ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.

1 Óå éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ=ÁÃ) ãéá ðïéï

ëüãï êÜèå óçìåßï ôïõ ýøïõò ðñïò ôç âÜóç

éóáðÝ÷åé áðü ôéò ßóåò ðëåõñÝò ôïõ ôñéãþíïõ;

2 Óôï éóïóêåëÝò ôñßãùíï íá åîçãÞóåôå ôï ëüãï

ãéá ôïí ïðïßï êÜèå óçìåßï ôçò äéáìÝóïõ ðñïò

ôç âÜóç éóáðÝ÷åé áðü ôá Üêñá ôçò âÜóçò.

3 Áí Ý÷ïõìå Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ=á ðþò

ìðïñïýìå íá âñïýìå üëá ôá óçìåßá ðïõ

áðÝ÷ïõí áðü ôï Á áðüóôáóç á; Ðþò ìðï-

ñïýìå íá âñïýìå üëá ôá óçìåßá ðïõ áðÝ÷ïõí

áðü ôï Â áðüóôáóç á; Ðïéï åßíáé ìåôÜ áð' üëá

áõôÜ ôï óçìåßï ðïõ áðÝ÷åé êáé áðü ôï Á êáé

áðü ôï Â áðüóôáóç á; Ôé åßäïõò ôñéãþíïõ

ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå ìå ôçí ðáñá-

ðÜíù äéáäéêáóßá;

1 Íá âñåèåß ï Ã.Ô ôùí êÝíôñùí ôïõ êýêëïõ, ïé

ïðïßïé äéÝñ÷ïíôáé áðü äýï óçìåßá Á êáé Â.

2 Íá âñåèåß ï Ã.Ô ôùí óçìåßùí ðïõ éóáðÝ÷ïõí

áðü äýï ôåìíüìåíåò åõèåßåò.

3 Íá âñåèåß ï Ã.Ô ôùí ìÝóùí ôùí ÷ïñäþí åíüò

êýêëïõ (Ï,ñ), ïé ïðïßåò ÷ïñäÝò Ý÷ïõí

óôáèåñü ìÞêïò á.

4 Èåùñïýìå ìéá óôáèåñÞ ãùíßá xÏy
�

êáé äýï

óçìåßá Á êáé Â ôùí ðëåõñþí ôçò Ïx, Ïy

áíôßóôïé÷á, ôÝôïéá þóôå ÏÁ=ÏÂ. Áí ôá

óçìåßá Á êáé Â êéíïýíôáé ðÜíù óôéò ðëåõñÝò

ôçò ãùíßáò äéáôçñþíôáò ôçí éóüôçôá ÏÁ=ÏÂ,

íá âñåèåß ï Ã.Ô ôïõ ìÝóïõ Ì ôïõ åõèý-

ãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ.

5 Óå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ ç ðëåõñÜ ÂÃ ìÝíåé

óôáèåñÞ êáé ùò ðñïò ôç èÝóç êáé ùò ðñïò ôï

ìÞêïò ôçò. Áðü ôá õðüëïéðá óôïé÷åßá ôïõ

ôñéãþíïõ ç äéÜìåóïò ìá äéáôçñåß ôï ìÞêïò ôçò

óôáèåñü. Íá âñåèåß ï Ã.Ô ôçò êïñõöÞò Á ôïõ

ôñéãþíïõ.

6 Íá âñåèåß ï Ã.Ô ôùí êÝíôñùí ôùí êýêëùí, ïé

ïðïßïé ðåñíïýí áðü Ýíá óçìåßï Á êáé Ý÷ïõí

ôçí ßäéá áêôßíá ñ.
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3.3 ÓõììåôñéêÜ ó÷ÞìáôáÓõììåôñéêÜ ó÷Þìáôá

3.3.1 ÊåíôñéêÞ óõììåôñßáÊåíôñéêÞ óõììåôñßá

¸÷ïõìå äýï óçìåßá ôá Á êáé Ï. ÖÝñïõìå ôï ôìÞìá ÁÏ êáé ôï

ðñïåêôåßíïõìå êáôÜ ôìÞìá ÏÁ~ ôÝôïéï, þóôå ÏÁ~=ÏÁ. Ôá óçìåßá Á

êáé Á~ ïíïìÜæïíôáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôï Ï êáé ôï óçìåßï Ï êÝíôñï

óõììåôñßáò.

Ôá óõììåôñéêÜ üëùí ôùí óçìåßùí åíüò ó÷Þìáôïò Ó ùò ðñïò Ýíá

óçìåßï Ï áðïôåëïýí Ýíá íÝï ó÷Þìá Ó~ ôï ïðïßï êáëåßôáé óõììåôñéêü

ôïõ Ó ùò ðñïò ôï Ï. Ôá äýï ó÷Þìáôá Ó êáé Ó~ êáëïýíôáé óõììå-

ôñéêÜ ùò ðñïò ôï Ï.

Ôï óõììåôñéêü åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ ùò ðñïò

óçìåßï Ï åßíáé åõèýãñáììï ôìÞìá Á~Â~, üðïõ Á~ êáé Â~ ôá

óõììåôñéêÜ ôùí Á êáé Â ùò ðñïò ôï Ï.

Áðüäåéîç

Áñêåß íá äåßîïõìå üôé ôï óõììåôñéêü Ã~ ôõ÷áßïõ óçìåßïõ Ã ôïõ

ÁÂ áíÞêåé óôï Á~Â~ êáé áêüìç üôé ôï óõììåôñéêü Ä ôõ÷áßïõ óçìåßïõ

Ä~ ôïõ Á~Â~ áíÞêåé óôï ôìÞìá ÁÂ.

Ôá ôñßãùíá ÏÁÂ êáé ÏÁ~Â~ åßíáé ßóá (ÏÁ=ÏÁ~, ÏÂ=ÏÂ~,

Á ÏÂ Á ÏÂ
� �

� � �), Üñá åßíáé ßóåò êáé ïé ãùíßåò A 1

�

êáé �A 1

�

. ¸óôù Ã

ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ ÁÂ êáé Ã~ ç ôïìÞ ôçò ÃÏ ìå ôï Á~Â~. Ôá ôñßãùíá

ÏÁÃ êáé ÏÃ~Á~ Ý÷ïõí ÏÁ=ÏÁ~, A A1 1

� �

� � , ÃÏÁ Ã ÏÁ
� �

� � �, Üñá åßíáé

ßóá êáé ÏÃ~=ÏÃ. ¢ñá ôï óõììåôñéêü ôïõ Ã ùò ðñïò ôï Ï åßíáé ôï Ã~.

¸óôù Ä~ ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ Á~Â~ êáé Ä ç ôïìÞ ôçò åõèåßáò Ä~Ï êáé

ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ. Ôá ôñßãùíá ÏÄÁ êáé ÏÄ~Á~ åßíáé ßóá (ÁÏ=ÏÁ~,

A A1 1

� �

� � , � � �Ä ÏÁ ÄÏÁ
� �

), åðïìÝíùò êáé ÏÄ=ÏÄ~, äçëáäÞ ôï Ä åßíáé

óõììåôñéêü ôïõ Ä~ ùò ðñïò ôï Ï. �

ÐáñáôÞñçóç

Áí ôï Ï áíÞêåé óôïí öïñÝá ôïõ ÁÂ ç áðüäåéîç åßíáé ðáñüìïéá.
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3.5

Ôï óõììåôñéêü åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ùò ðñïò óçìåßï åßíáé

åõèýãñáììï ôìÞìá ßóï ìå ôï áñ÷éêü.

Ôï óõììåôñéêü ôñéãþíïõ ùò ðñïò óçìåßï Ï åßíáé ôñßãùíï ßóï

ðñïò ôï áñ÷éêü.

¸óôù Ýíáò êýêëïò (Ï,ñ) êáé Ýíá ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ Á. Áí ÁÁ~

ìßá äéÜìåôñïò ôïõ êýêëïõ, åßíáé ÁÏ=Á~Ï. ¢ñá ôá Á êáé Á~ åßíáé

óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôï Ï. ÄçëáäÞ ôï óõììåôñéêü ôïõ êýêëïõ (Ï,ñ)

ùò ðñïò ôï Ï åßíáé ï ßäéïò ï êýêëïò.

ËÝìå üôé Ýíá ó÷Þìá Ó Ý÷åé êÝíôñï óõììåôñßáò ôï Ê üôáí ôï

óõììåôñéêü ôïõ Ó ùò ðñïò ôï Ê åßíáé ôï ßäéï ôï ó÷Þìá Ó.

Ï êýêëïò, ëïéðüí, åßíáé Ýíá ó÷Þìá ìå êÝíôñï óõììåôñßáò ôï

êÝíôñï ôïõ.

1) Íá âñåßôå ôï óõììåôñéêü åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ùò ðñïò

ôï ìÝóï ôïõ.

2) Íá âñåßôå ôï óõììåôñéêü ìéáò åõèåßáò ùò ðñïò Ýíá ôõ÷áßï

óçìåßï ôçò.

3) Íá äéáôõðþóåôå ôá ó÷åôéêÜ óõìðåñÜóìáôá.

4) Íá áðïäåßîåôå üôé ôï óõììåôñéêü êýêëïõ ùò ðñïò óçìåßï Ê

åßíáé êýêëïò ßóïò ðñïò ôïí áñ÷éêü.

3.3.2 ÁîïíéêÞ óõììåôñßáÁîïíéêÞ óõììåôñßá

Èåùñïýìå åõèåßá å êáé óçìåßï Á åêôüò áõôÞò. ¸óôù Ê ç ïñèÞ

ðñïâïëÞ ôïõ Á óôçí å êáé óôçí ðñïÝêôáóÞ ôçò ÁÊ èåùñïýìå ôìÞìá

ÊÁ~=ÊÁ. Ôï óçìåßï Á~ êáëåßôáé óõììåôñéêü ôïõ Á ùò ðñïò ôçí å.

ËÝìå áêüìç üôé ôá óçìåßá Á êáé Á~ åßíáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôçí å.

Ôá óõììåôñéêÜ üëùí ôùí óçìåßùí åíüò ó÷Þìáôïò Ó ùò ðñïò ìéá

åõèåßá å áðïôåëïýí Ýíá ó÷Þìá Ó~ ôï ïðïßï êáëåßôáé óõììåôñéêü ôïõ

Ó ùò ðñïò ôçí å.
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3.6

¸óôù Ýíáò êýêëïò (Ï,ñ), ÁÂ ìéá ôõ÷áßá äéÜìåôñüò ôïõ êáé Ã Ýíá

ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ. ÖÝñïõìå ôçí ÃÊ�ÁÂ ç ïðïßá êáé ôÝìíåé ôïí

êýêëï óå Ýíá ôõ÷áßï óçìåßï, ôï Ã~. Óôï éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÃÏÃ~ ôï

ÏÊ åßíáé ýøïò, Üñá ôï ÏÊ åßíáé êáé äéÜìåóïò. Ïðüôå ÊÃ~=ÊÃ Þ

áëëéþò ôï óõììåôñéêü ôïõ Ã åßíáé ôï Ã~. ÊÜèå óçìåßï, ëïéðüí, ôïõ

êýêëïõ Ý÷åé ãéá óõììåôñéêü Ýíá óçìåßï ôïõ êýêëïõ, äçëáäÞ ï

êýêëïò Ý÷åé ãéá óõììåôñéêü ôïí åáõôü ôïõ.

¸íá ó÷Þìá Ó ëÝìå üôé Ý÷åé Üîïíá óõììåôñßáò ìßá åõèåßá å

üôáí ôï óõììåôñéêü ôïõ Ó ùò ðñïò ôçí å åßíáé ôï ßäéï ôï Ó.

ÐáñáôÞñçóç

¢ñá ï êýêëïò åßíáé Ýíá ó÷Þìá ìå Üðåéñïõò Üîïíåò óõììåôñßáò.

Áðïäåéêíýåôáé åðßóçò üôé:

Ôï óõììåôñéêü åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ ùò ðñïò

åõèåßá å åßíáé Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá Á~Â~, üðïõ Á~ êáé Â~ ôá

óõììåôñéêÜ ôùí Á êáé Â ùò ðñïò ôçí åõèåßá å.

Íá åíôïðßóåôå ôïõò Üîïíåò óõììåôñßáò óôá ðáñáêÜôù ó÷Þìáôá:

1) ÉóïóêåëÝò ôñßãùíï.

2) Ãùíßá.

3) Åõèåßá.

4) Åõèýãñáììï ôìÞìá.

Áí Ýíá ó÷Þìá Ý÷åé äýï Üîïíåò óõììåôñßáò ðïõ ôÝìíïíôáé

êÜèåôá, ôüôå èá Ý÷åé êáé êÝíôñï óõììåôñßáò ôï óçìåßï ôïìÞò ôïõò.

Áðüäåéîç

¸óôù å1, å2 ïé äýï Üîïíåò óõììåôñßáò ðïõ ôÝìíïíôáé êÜèåôá êáé
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

Ýóôù Ï ôï óçìåßï ôïìÞò ôïõò. Áí Á ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ ó÷Þìáôïò êáé Â

ôï óõììåôñéêü ôïõ Á ùò ðñïò å1, ôüôå ôï Â, åöüóïí ôï å1 åßíáé Üîïíáò

óõììåôñßáò, åßíáé óçìåßï ôïõ ó÷Þìáôïò.

¼ìïéá, áí Ã ôï óõììåôñéêü ôïõ Á ùò ðñïò å2, ôï Ã åßíáé êáé áõôü

óçìåßï ôïõ ó÷Þìáôïò. Áðü ôçí éóüôçôá ôùí ôñéãþíùí ÏÁÊ, ÏÃÊ êáé

ÏÁË, ÏÂË ðñïêýðôåé üôé ÏÁ=ÏÃ êáé ÏÁ=ÏÂ, Üñá ÏÃ=ÏÂ (1), êáé

Ï Ï1 2

� �

� , Ï Ï3 4

� �

� , áëëÜ Ï Ï 902 3

� �

� � �, Üñá Ã, Ï, Â óõíåõèåéáêÜ.

ÅðåéäÞ ÏÃ=ÏÂ êáé Ã, Ï, Â óõíåõèåéáêÜ, ôï Ï åßíáé êÝíôñï óõììåôñßáò.

1 Ôï óõììåôñéêü ìéáò áêôßíáò åíüò êýêëïõ

(Ï,ñ) ùò ðñïò ôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ ôé

óôïé÷åßï ôïõ êýêëïõ åßíáé;

2 Ôï óõììåôñéêü ìéáò äéáìÝôñïõ åíüò êýêëïõ

ùò ðñïò ôï êÝíôñï ôïõ ðïéï åßíáé;

3 Ðïéï åßíáé ôï óõììåôñéêü ìéáò çìéåõèåßáò Ïx

ùò ðñïò ôçí áñ÷Þ ôçò;

4 Íá ó÷åäéÜóåôå ôï óõììåôñéêü åíüò

éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ ÁÂÃ (ÁÂ=ÁÃ)

á) ùò ðñïò ôçí êïñõöÞ ôïõ Á.

â) ùò ðñïò ôçí åõèåßá ôïõ ýøïõò ôïõ ðñïò ôç

âÜóç.

1 Íá áðïäåßîåôå üôé ôï óõììåôñéêü åíüò ôñé-

ãþíïõ ÁÂÃ ùò ðñïò óçìåßï Ï åßíáé ôñßãùíï

ßóï ìå ôï ÁÂÃ.

2 Ôï óõììåôñéêü åíüò ôñéãþíïõ ùò ðñïò åõèåßá

åßíáé ôñßãùíï ßóï ì' áõôü.

3 Ôï óõììåôñéêü ìéáò ãùíßáò xÏy
�

ùò ðñïò Ýíá

óçìåßï Ê åßíáé ìéá ãùíßá ßóç ìå ôçí xÏy
�

.

4 Íá áðïäåßîåôå üôé ôï óõììåôñéêü ìéáò çìéåõ-

èåßáò Ïx ùò ðñïò Ýíá óçìåßï Ê åßíáé ìéá

çìéåõèåßá.

5 Äßíïíôáé ôá óçìåßá Á êáé Â êáé Ýíá óçìåßï Ï.

Áí Ã êáé Ä ôá óõììåôñéêÜ ôùí Á êáé Â áíôßóôïé-

÷á ùò ðñïò ôï Ï, íá ðñïóäéïñßóåôå ôï óõì-

ìåôñéêü ôïõ ó÷Þìáôïò ÁÂÃÄ ùò ðñïò ôï Ï.
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3.4 ÁíéóïôéêÝò ó÷ÝóåéòÁíéóïôéêÝò ó÷Ýóåéò

3.4.1 Ó÷Ýóåéò åîùôåñéêÞò êáé áðÝíáíôéÓ÷Ýóåéò åîùôåñéêÞò êáé áðÝíáíôé

åóùôåñéêÞò ãùíßáò ôñéãþíïõåóùôåñéêÞò ãùíßáò ôñéãþíïõ

ÊÜèå åîùôåñéêÞ ãùíßá ôñéãþíïõ åßíáé ìåãáëýôåñç êáèåìéÜò

áðü ôéò äýï áðÝíáíôé åóùôåñéêÝò.

Áðüäåéîç

¸óôù ôï ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ÁÃx
�

ç åîùôåñéêÞ ãùíßá. Èá

áðïäåßîïõìå üôé ç ãùíßá ÁÃx
�

åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôç ãùíßá Á
�

. Áí

èåùñÞóïõìå ôï ìÝóï Ä ôçò ÁÃ êáé ðñïåêôåßíïõìå ôç ÂÄ êáôÜ ôìÞìá

ÄÅ=ÄÂ, ôüôå ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÃÄÅ Ý÷ïõí: ÁÄ=ÄÃ, ÂÄ=ÄÅ êáé

ÁÄÂ ÅÄÃ
� �

� (ùò êáôáêïñõöÞí). Óýìöùíá ìå ôï 1
ï

êñéôÞñéï éóüôçôáò

ôñéãþíùí (Ð-Ã-Ð) åßíáé ßóá Üñá Á ÄÃÅ
� �

� . ÅðåéäÞ ç ÃÅ åßíáé

åóùôåñéêÞ çìéåõèåßá ôçò ãùíßáò ÁÃx
�

, èá éó÷ýåé ÁÃx ÄÃÅ
� �


 , Üñá êáé

ÁÃx Á
� �


 .

Ïìïßùò áðïäåéêíýåôáé üôé ÁÃx Â
� �


 . �

ÊÜèå ôñßãùíï Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí äýï ïîåßåò ãùíßåò.

ÊÜèå ôñßãùíï ðïõ Ý÷åé äýï ãùíßåò ßóåò ìåôáîý ôïõò åßíáé

éóïóêåëÝò.

Áðüäåéîç

¸óôù Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â Ã
� �

� êáé ÁÂ<ÁÃ. Ôüôå èá õðÜñ÷åé

Ýíá óçìåßï Ä ôçò ÁÃ ôÝôïéï, þóôå ÁÄ=ÁÂ. ¢ñá ôï ôñßãùíï ÁÂÄ èá

åßíáé éóïóêåëÝò, ïðüôå ÁÂÄ = ÁÄÂ
� �

. ¼ìùò ç ÁÄÂ
�

åßíáé åîùôåñéêÞ

ãùíßá ôïõ ôñéãþíïõ ÂÄÃ, ïðüôå óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 3.11 èá

Ý÷ïõìå ÁÄÂ Ã
� �


 Þ ÁÂÄ Â
� �


 , ðñÜãìá Üôïðï ãéáôß ÁÂÄ Â
� �

� .

¢ñá ÁÂ=ÁÃ. �

ÊÜèå ôñßãùíï ðïõ Ý÷åé ôñåéò ãùíßåò ßóåò ìåôáîý ôïõò åßíáé

éóüðëåõñï.
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3.4.2 ÁíéóïôéêÝò ó÷Ýóåéò ðëåõñþí êáéÁíéóïôéêÝò ó÷Ýóåéò ðëåõñþí êáé

ãùíéþí ôñéãþíïõãùíéþí ôñéãþíïõ

Óå Ýíá ôñßãùíï ïé ãùíßåò ðïõ âñßóêïíôáé áðÝíáíôé áðü Üíéóåò

ðëåõñÝò åßíáé ïìïéïôñüðùò Üíéóåò êáé áíôéóôñüöùò.

Áðüäåéîç

¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ óôï ïðïßï éó÷ýåé ÁÃ>ÁÂ. Èá áðïäåßîïõìå

üôé Â Ã
� �


 . Ðáßñíïõìå ðÜíù óôçí ÁÃ Ýíá óçìåßï Ä Ýôóé, þóôå ÁÄ=ÁÂ.

Ôï ôñßãùíï ÁÂÄ åßíáé éóïóêåëÝò ìå ÁÂ=ÁÄ êáé èá éó÷ýåé

ÁÂÄ ÁÄÂ
� �

� (1). ¼ìùò óôï ôñßãùíï ÂÃÄ ç ÁÄÂ
�

åßíáé åîùôåñéêÞ

ãùíßá êáé èá éó÷ýåé ÁÄÂ Ã
� �


 (2). Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2)

ðñïêýðôåé üôé ÁÂÄ Ã
� �


 . ÅðåéäÞ ç ÂÄ åßíáé åóùôåñéêÞ çìéåõèåßá ôçò

ãùíßáò ÁÂÃ
�

, èá Ý÷ïõìå ÁÂÃ ÁÂÄ
� �


 Þ ÁÂÃ Ã
� �


 Þ Â Ã
� �


 .

Áíôéóôñüöùò

¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ óôï ïðïßï éó÷ýåé Â Ã
� �


 . Èá áðïäåßîïõìå üôé

ÁÃ>ÁÂ áðïêëåßïíôáò ôéò ðåñéðôþóåéò ÁÃ=ÁÂ êáé ÁÃ<ÁÂ. Áí Þôáí

ÁÃ=ÁÂ, ôüôå ôï ôñßãùíï ÁÂÃ èá Þôáí éóïóêåëÝò ìå Â Ã
� �

� . Áõôü

üìùò åßíáé Üôïðï, Üñá áðïêëåßåôáé ÁÃ=ÁÂ. Áí Þôáí ÁÃ<ÁÂ, ôüôå

èá Þôáí Â Ã
� �

� . Áõôü üìùò åßíáé Üôïðï, Üñá áðïêëåßåôáé íá éó÷ýåé êáé

ç áíéóüôçôá ÁÃ<ÁÂ. Óõíåðþò ÁÃ>ÁÂ.

Óå êÜèå ôñßãùíï ç ìåãáëýôåñç êáé ç ìéêñüôåñç ðëåõñÜ Ý÷ïõí

áðÝíáíôß ôïõò ôç ìåãáëýôåñç êáé ôç ìéêñüôåñç ãùíßá áíôß-

óôïé÷á.

Ç õðïôåßíïõóá åíüò ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ åßíáé ç ìåãá-

ëýôåñç áð' üëåò ôéò ðëåõñÝò.

Ó' Ýíá áìâëõãþíéï ôñßãùíï ìåãáëýôåñç ðëåõñÜ åßíáé åêåßíç

ðïõ âñßóêåôáé áðÝíáíôé áðü ôçí áìâëåßá ãùíßá ôïõ.

76

ÔÑÉÃÙÍÁè

å ù ñ ß á

3.4

Èåþñçìá 3.13

ÃÂ

Ä

Á

Ðüñéóìá 3.18

Ðüñéóìá 3.19

Ðüñéóìá 3.20



3.4.3 ÔñéãùíéêÞ áíéóüôçôáÔñéãùíéêÞ áíéóüôçôá

Óå êÜèå ôñßãùíï êÜèå ðëåõñÜ åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôï

Üèñïéóìá ôùí Üëëùí äýï êáé ìåãáëýôåñç áðü ôç äéáöïñÜ

ôïõò.

Áðüäåéîç

¸óôù ôï ôñßãùíï ÁÂÃ êáé Ýóôù ÁÃ>ÁÂ. Èá áðïäåßîïõìå üôé

éó÷ýåé ÁÃ–ÁÂ<ÂÃ<ÁÃ+ÁÂ.

á) Ðñþôá èá áðïäåßîïõìå üôé éó÷ýåé ÂÃ<ÁÃ+ÁÂ. Ôï Üèñïéóìá

ÁÂ+ÁÃ èá ôï äçìéïõñãÞóïõìå ðñïåêôåßíïíôáò ôç ÂÁ êáôÜ

ôìÞìá ÁÄ ôÝôïéï, þóôå ÁÄ=ÁÃ, ïðüôå ÁÂ+ÁÃ=ÂÄ. Ôï ôñßãùíï

ÁÄÃ åßíáé éóïóêåëÝò Üñá ÁÄÃ ÁÃÄ
� �

� . ÅðåéäÞ ç ÃÁ åßíáé åóùôå-

ñéêÞ ôçò ãùíßáò ÂÃÄ
�

, èá Ý÷ïõìå ÂÃÄ ÁÃÄ
� �


 êáé êáôÜ óõíÝðåéá

ÂÃÄ ÂÄÃ
� �


 . Ôüôå üìùò óôï ôñßãùíï ÂÃÄ, óýìöùíá ìå ôï èåþ-

ñçìá 3.13, éó÷ýåé ÂÃ<ÂÄ Þ ÂÃ<ÁÃ+ÁÂ.

â) Èá áðïäåßîïõìå üôé éó÷ýåé ÁÃ–ÁÂ<ÂÃ. Ç ðñïçãïýìåíç áíéóü-

ôçôá ðïõ áðïäåßîáìå éó÷ýåé ãéá êÜèå ðëåõñÜ ôïõ ôñéãþíïõ. ¢ñá

èá Ý÷ïõìå ÁÃ<ÂÃ+ÁÂ Þ ÁÃ–ÁÂ<ÂÃ+ÁÂ–ÁÂ êáé ôåëéêÜ

ÁÃ–ÁÂ<ÂÃ. �

Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ Ý÷åé ôá ßäéá Üêñá ìå ìßá

ôåèëáóìÝíç ãñáììÞ Ý÷åé ìÞêïò ìéêñüôåñï áðü ôçí ðåñßìåôñï

(Üèñïéóìá ðëåõñþí) áõôÞò.

3.4.4 ÊÜèåôåò êáé ðëÜãéåò åõèåßåòÊÜèåôåò êáé ðëÜãéåò åõèåßåò

Óå ôõ÷áßï óçìåßï åõèåßáò ìðïñïýìå íá öÝñïõìå ìéá êáé

ìïíáäéêÞ êÜèåôç ðñïò ôçí åõèåßá áõôÞ.

Áðüäåéîç

Óôï ÊåöÜëáéï 2 áðïäåßîáìå ôç ìïíáäéêüôçôá ôçò êÜèåôçò,

åöüóïí õðÜñ÷åé. Ôþñá èá áðïäåßîïõìå ôçí ýðáñîÞ ôçò.

¸óôù åõèåßá å êáé Ýíá óçìåßï ôçò Ï. ÃñÜöïõìå êýêëï (Ï,ñ)

ðïõ ôÝìíåé ôçí å óôá óçìåßá Å êáé Æ. Áí Ì ôï ìÝóï ôïõ ÅÆ
�

, ïé ãùíßåò

ÅÏÌ
�

êáé ÌÏÆ
�

åßíáé ßóåò êáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò, Üñá

ÅÏÌ ÌÏÆ
� �

� � �90 , ïðüôå ç ÌÏ åßíáé ç æçôïýìåíç êÜèåôç. �
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Áðü óçìåßï Á åêôüò åõèåßáò å ìðïñïõìå íá öÝñïõìå ìßá êáé

ìïíáäéêÞ êÜèåôç ðñïò áõôÞí.

Áðüäåéîç

Óôï ÊåöÜëáéï 2 áðïäåßîáìå ôç ìïíáäéêüôçôá ôçò êÜèåôçò,

åöüóïí õðÜñ÷åé. Ôþñá èá áðïäåßîïõìå ôçí ýðáñîÞ ôçò.

¸óôù ç åõèåßá å êáé óçìåßï Á åêôüò áõôÞò. Èåùñïýìå Ýíá óçìåßï

Â ôçò å. Áí ç ÁÂ ó÷çìáôßæåé ìå ôçí åõèåßá å ïñèÞ ãùíßá, ôüôå ç ÁÂ

åßíáé ç æçôïýìåíç êÜèåôç. ÄéáöïñåôéêÜ ç ÁÂ ó÷çìáôßæåé ìå ôçí å ìßá

ãùíßá, ôçí ÁÂå ù
� �

� . Óôï çìéåðßðåäï ðïõ äå âñßóêåôáé ôï Á èåùñïýìå

çìéåõèåßá Âx Ýôóé, þóôå ïé ãùíßåò ÁÂå
�

êáé åÂx
�

íá åßíáé ßóåò êáé åöåîÞò

êáé óôç Â÷ ðáßñíïõìå óçìåßï Ã ôÝôïéï, þóôå ÂÃ=ÂÁ. Ôï ôñßãùíï ÁÂÃ

åßíáé éóïóêåëÝò êáé ôï ôìÞìá ÁÃ ôÝìíåé ôçí å (ôá Á êáé Ã áíÞêïõí óå

äéáöïñåôéêÜ çìéåðßðåäá) óôï Ä. Ç ÂÄ åßíáé äé÷ïôüìïò (AÂå åÂÃ
� �

� )

ôïõ éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ ÁÂÃ, Üñá èá åßíáé êáé ýøïò ôïõ. Óõíåðþò

ÁÄÂ 90
�

� �, ïðüôå ç æçôïýìåíç êÜèåôç åßíáé ç ÁÄ. �

ÐñïâïëÝò - º÷íç

Èåùñïýìå åõèåßá å, Ýíá óçìåßï Ã áõôÞò êáé ôá óçìåßá Á êáé Ä

åêôüò áõôÞò. Áí Å êáé Â ïé ïñèÝò ðñïâïëÝò ôùí Ä êáé Á áíôßóôïé÷á

óôçí å, ôüôå ðñïâïëÞ ôïõ ôìÞìáôïò ÁÄ åßíáé ôï ôìÞìá ÂÅ êáé

ðñïâïëÞ ôïõ ÁÃ åßíáé ôï ôìÞìá ÂÃ. Ãßíåôáé öáíåñü üôé ç ðñïâïëÞ

ôìÞìáôïò ðÜíù óå ìßá åõèåßá åßíáé åõèýãñáììï ôìÞìá ìå Üêñá ôéò

ðñïâïëÝò ôùí Üêñùí.

Ôï ôìÞìá ÁÃ ëÝãåôáé ðëÜãéï ôìÞìá ðñïò ôçí åõèåßá å. Ôï

óçìåßï Â êáëåßôáé ß÷íïò ôçò êÜèåôçò, êáé ôï óçìåßï Ã ëÝãåôáé ß÷íïò

ôçò ðëÜãéáò.

Áðüóôáóç ôïõ óçìåßïõ Á áðü ôçí åõèåßá å ëÝãåôáé ôï êÜèåôï

åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ Üãåôáé áðü ôï óçìåßï Á óôçí å. Óôï ó÷Þìá

ìáò áðüóôáóç ôïõ Á áðü ôçí å åßíáé ôï ôìÞìá ÁÂ.

Ôï êÜèåôï ôìÞìá ÁÂ áðü óçìåßï Á ðñïò åõèåßá å åßíáé ôï

ìéêñüôåñï áðü êÜèå ðëÜãéï ôìÞìá ÁÃ ðñïò ôçí ßäéá åõèåßá.

Áðüäåéîç

Óôï ôñßãùíï ÁÂÃ ç ÁÂ åßíáé êÜèåôç ðëåõñÜ ôïõ êáé ç ÁÃ

õðïôåßíïõóá. ¢ñá óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá 3.19 éó÷ýåé ÁÂ<ÁÃ. �
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Ôá ß÷íç äýï ßóùí ðëÜãéùí ôìçìÜôùí ÁÂ êáé ÁÃ, ðïõ Üãïíôáé áðü

ôï ßäéï óçìåßï ðñïò ìßá åõèåßá å, éóáðÝ÷ïõí áðü ôï ß÷íïò Ä ôçò

êÜèåôçò ÁÄ, ðïõ Üãåôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï Á êáé áíôéóôñüöùò.

Áðüäåéîç

Áðü óçìåßï Á åêôüò åõèåßáò å öÝñïõìå äýï ßóá ðëÜãéá

åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÁÃ êáé ôï êÜèåôï åõèýãñáììï ôìÞìá

ÁÄ. Ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé éóïóêåëÝò êáé ôï ÁÄ åßíáé ýøïò. ¢ñá ôï

ÁÄ èá åßíáé êáé äéÜìåóïò, ïðüôå ÄÂ=ÄÃ.

Áíôéóôñüöùò

¸óôù ÄÂ=ÄÃ. Óôï ôñßãùíï ÁÂÃ ôï ÁÄ åßíáé êáé ýøïò êáé

äéÜìåóïò. ¢ñá ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé éóïóêåëÝò, ïðüôå ÁÂ=ÁÃ. �

Ôá ß÷íç äýï Üíéóùí ðëÜãéùí ôìçìÜôùí, ðïõ Üãïíôáé áðü ôï

ßäéï óçìåßï áðÝ÷ïõí ïìïéïôñüðùò Üíéóá áðü ôï ß÷íïò ôçò

êÜèåôçò êáé áíôéóôñüöùò.

Áðüäåéîç

á) Èá áðïäåßîïõìå ðñþôá ôï áíôßóôñïöï.

¸óôù ÁÂ êáé ÁÃ ôá äýï ðëÜãéá ôìÞìáôá, ÁÄ ôï êÜèåôï êáé ÄÂ>ÄÃ.

¸óôù áêüìç üôé ôá ÁÂ êáé ÁÃ âñßóêïíôáé ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôçò

ÁÄ. Ç ãùíßá AÃÂ
�

åßíáé áìâëåßá óáí åîùôåñéêÞ ôïõ ïñèïãùíßïõ

ôñéãþíïõ ÁÃÄ, Üñá åßíáé ç ìåãáëýôåñç ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ, ïðüôå

êáé ç áðÝíáíôß ôçò ðëåõñÜ ç ÁÂ åßíáé ç ìåãáëýôåñç ôïõ ôñéãþíïõ

áõôïý, Üñá ÁÂ>ÁÃ.

Áí ôá ÁÂ êáé ÁÃ âñßóêïíôáé åêáôÝñùèåí ôïõ ÁÄ, èåùñïýìå ôï

óõììåôñéêü Å ôïõ Ã ùò ðñïò Ä ïðüôå ÄÅ=ÄÃ Üñá êáé ÁÅ=ÁÃ

óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 3.17.

ÅðïìÝíùò ôï Å åßíáé åíäéÜìåóï ôùí Â êáé Ä. ÅðåéäÞ ÄÂ>ÄÃ èá

åßíáé ÄÂ>ÄÅ ïðüôå ÁÂ>ÁÅ Þ ÁÂ>ÁÃ.

Áðïäåßîáìå ëïéðüí, üôé ìåãáëýôåñç áðüóôáóç áðü ôï Ä áðÝ÷åé

ôï ß÷íïò ôçò ìåãáëýôåñçò ðëÜãéáò.

â) Áí ÁÂ>ÁÃ, èá áðïäåßîïõìå üôé ÄÂ>ÄÃ áðïêëåßïíôáò ôéò

ðåñéðôþóåéò ÄÂ=ÄÃ êáé ÄÂ<ÄÃ.

Áí ÄÂ=ÄÃ èá Þôáí êáé ÁÂ=ÁÃ, ðñÜãìá Üôïðï.

Áí ÄÂ<ÄÃ èá Þôáí êáé ÁÂ<ÁÃ ðñÜãìá ðÜëé Üôïðï. Äå ìÝíåé,

ëïéðüí, ðáñÜ íá éó÷ýåé ÄÂ>ÄÃ. �
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3.7

1) ¸÷ïõìå ìßá áãñïôéêÞ ðåñéï÷Þ, üðïõ ð åßíáé ôï åõèýãñáììï

êïììÜôé åíüò ðïôáìïý. Óôï óçìåßï Á âñßóêåôáé ôï óðßôé åíüò

áãñüôç êáé óôï óçìåßï Â ï óôáýëïò ìå ôá æþá. Ï áãñüôçò èá

îåêéíÞóåé áðü ôï óðßôé ôïõ (óçìåßï Á), èá ðåñÜóåé áðü Ýíá

ïðïéïäÞðïôå óçìåßï Ã ôïõ ðïôáìïý ãéá íá ðÜñåé íåñü êáé íá ôï

ìåôáöÝñåé óôï óôáýëï ìå ôá æþá (óçìåßï Â). Íá ôïí âïçèÞóåôå

íá áêïëïõèÞóåé ôç óõíôïìüôåñç äéáäñïìÞ.

2) Óôï ìÜèçìá ôçò ãåùìåôñßáò ï êáèçãçôÞò áíÝèåóå óå ìéá ïìÜ-

äá ðáéäéþí íá ó÷åäéÜóåé ôï êáèÝíá áðü Ýíá ôñßãùíï ðïõ ôï ìÞ-

êïò êáèåìéÜò ðëåõñÜò èá åßíáé 3 cm Þ 7 cm. Óå ìßá äåýôåñç

ïìÜäá áíÝèåóå ôï ßäéï ðñüâëçìá áëëÜ ìå ôï ìÞêïò êáèåìéÜò

ðëåõñÜò 3 cm Þ 5 cm. ÊÜðïéï ðáéäß ôçò äåýôåñçò ïìÜäáò ðá-

ñáôÞñçóå üôé åßíáé äõíáôü ç ïìÜäá ôïõ íá êáôáóêåõÜóåé ôÝó-

óåñá äéáöïñåôéêÜ ôñßãùíá. Åßíáé óùóôÞ ç ðáñáôÞñçóÞ ôïõ;

Éó÷ýåé ìÞðùò ç ðáñáôÞñçóç áõôÞ êáé ãéá ôçí ðñþôç ïìÜäá;

Áí Ê åóùôåñéêü óçìåßï ôñéãþíïõ ÁÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé:

á) ÊÂ+ÊÃ<ÁÂ+ÁÃ.

â) ÂÁÃ ÂÊÃ
� �

� .

Áðüäåéîç

á) ¸óôù Ä ôï óçìåßï ôïìÞò ôçò ÂÊ ìå ôçí ÁÃ. ¸ôóé

ÂÄ<ÁÂ+ÁÄ Þ ÂÊ<ÁÂ+ÁÄ–ÊÄ (1)

ÁëëÜ ÊÃ<ÊÄ+ÄÃ (2)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé ÂÊ+ÊÃ<ÁÂ+ÁÄ+ÄÃ Þ

ÂÊ+ÊÃ<ÁÂ+ÁÃ.

â) Ç ãùíßá ÂÊÃ
�

åßíáé åîùôåñéêÞ ôïõ ôñéãþíïõ ÊÃÄ Üñá ÂÊÃ ÊÄÃ
� �


 .

Ç ãùíßá üìùò ÊÄÃ
�

åßíáé åîùôåñéêÞ ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÄ, Üñá

ÊÄÃ ÂÁÃ
� �


 . ÔåëéêÜ áðü ôéò äõï áõôÝò áíéóüôçôåò ðñïêýðôåé

ÂÊÃ ÂÁÃ
� �


 .
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Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (A 90
�

� �) êáé äýï óçìåßá Ä

êáé Å óôéò êÜèåôåò ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á. Íá äåßîåôå üôé

ÄÅ<ÂÃ.

Áðüäåéîç

Ãéá ôá ðëÜãéá áðü ôï Ä ðñïò ôçí ÁÃ ôìÞìáôá ÄÅ êáé ÄÃ Ý÷ïõìå

ÁÅ<ÁÃ, ïðüôå ÄÅ<ÄÃ (1)

Ïìïßùò ãéá ôá ðëÜãéá áðü ôï Ã ðñïò ôçí ÁÂ ôìÞìáôá ÃÄ êáé ÃÂ

Ý÷ïõìå ÁÄ<ÁÂ, ïðüôå ÃÄ<ÃÂ (2)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) Ý÷ïõìå ÄÅ<ÂÃ.

Óå êýêëï (Ï,ñ) èåùñïýìå ìéá äéÜìåôñï ÁÂ êáé Ýíá óçìåßï Ã

åóùôåñéêü ôïõ ÏÂ. Áí Ì Ýíá ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ êýêëïõ, íá

áðïäåßîåôå üôé ÃÂ�ÌÃ�ÃÁ.

Áðüäåéîç

Óôï ôñßãùíï ÌÏÃ éó÷ýåé ç ôñéãùíéêÞ áíéóüôçôá, ïðüôå

ÌÃ<ÏÃ+ÏÌ Þ ÌÃ<ÏÃ+ÏÁ Þ ÌÃ<ÃÁ (1)

ÌÃ>ÏÌ–ÏÃ Þ ÌÃ>ÏÂ–ÏÃ Þ ÌÃ>ÃÂ (2)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé ÃÂ<ÌÃ<ÃÁ.

Áí ôï Ì âñßóêåôáé óôç èÝóç Â éó÷ýåé ÃÂ=ÌÃ, êáé áí âñßóêåôáé

óôç èÝóç ôïõ Á éó÷ýåé ÌÃ=ÃÁ. Óõíåðþò óå êÜèå ðåñßðôùóç

Ý÷ïõìå ÃÂ�ÌÃ�ÃÁ

Äýï ôñßãùíá áí Ý÷ïõí äýï ðëåõñÝò ßóåò ìßá ðñïò ìßá, ôüôå ïé

ôñßôåò ôïõò ðëåõñÝò åßíáé Üíéóåò áí êáé ìüíï áí ïé áðÝíáíôß ôïõò

ãùíßåò åßíáé ïìïéïôñüðùò Üíéóåò.
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Áðüäåéîç

Èåùñïýìå äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á~Â~Ã~ ìå ÁÂ=Á~Â~, ÁÃ=ÁÃ~

êáé A A
� �


 �. Èåùñïýìå ôçí çìéåõèåßá Áx óôï åóùôåñéêü ôçò A
�

Ýôóé,

þóôå ÂÁx A
� �

� � êáé ôï óçìåßï Ä ôçò Áx ôÝôïéï, þóôå ÁÄ=â~. Ôüôå ôá

ôñßãùíá ÁÂÄ êáé Á~Â~Ã~ åßíáé ßóá åðåéäÞ Ý÷ïõí ßóåò ôéò ðëåõñÝò ã=ã~

êáé ÁÄ=â~ êáèþò êáé ôéò ðåñéå÷üìåíåò ôùí ßóùí ðëåõñþí ãùíßåò

ÂÁÄ
�

êáé �Á
�

, Üñá ÂÄ=á~. Áñêåß ëïéðüí íá äåßîïõìå üôé ÂÃ>ÂÄ.

ÐñÜãìáôé èåùñïýìå ôç äé÷ïôüìï Áä ôçò ÄÁÃ
�

, ç ïðïßá ôÝìíåé ôç

ÂÃ åóùôåñéêÜ óôï Ì. Óôï ôñßãùíï ÄÌÂ éó÷ýåé ÂÌ+ÌÄ>ÂÄ. ÅðåéäÞ

üìùò ÌÄ=ÌÃ, êáèüôé ôá ôñßãùíá ÁÌÄ êáé ÁÌÃ åßíáé ßóá, ôåëéêÜ

ðñïêýðôåé ÂÌ+ÌÃ>ÂÄ Þ ÂÃ>ÂÄ.

Áíôéóôñüöùò

Áí â=â~, ã=ã~ êáé á>á~, ôüôå è' áðïäåßîïõìå üôé A A
� �


 �

áðïêëåßïíôáò ôéò ðåñéðôþóåéò A A
� �

� � êáé A A
� �

� �. ÐñÜãìáôé áí

A A
� �

� �, ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á~Â~Ã~ èá Þôáíé ßóá, Üñá êáé á=á~,

ðñÜãìá Üôïðï. Áí A A
� �

� �, ôüôå óýìöùíá ìå ôçí ðñïçãïýìåíç

áðüäåéîç èá Ýðñåðå á<á~, ðñÜãìá Üôïðï. Óõíåðþò èá éó÷ýåé

A A
� �


 �.

Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÃ>ÁÂ, ÁÌ ç äéÜìåóüò ôïõ êáé Í

óçìåßï ôçò ÁÌ. Íá äåßîåôå üôé:

á) AÌÃ ÁÌÂ
� �


 .

â) ÍÃ>ÍÂ.

Áðüäåéîç

á) Ôá ôñßãùíá ÁÌÂ êáé ÁÌÃ Ý÷ïõí ÂÌ=ÌÃ, ÁÌ êïéíÞ êáé

ÁÃ>ÁÂ. ÄçëáäÞ äýï ðëåõñÝò ßóåò êáé ôéò ôñßôåò Üíéóåò. ¢ñá èá

Ý÷ïõí ïìïéïôñüðùò Üíéóåò êáé ôéò ðåñéå÷üìåíåò ãùíßåò ôùí

ßóùí ðëåõñþí, äçëáäÞ AÌÃ ÁÌÂ
� �


 .

â) Ôá ôñßãùíá ÂÌÍ êáé ÍÌÃ Ý÷ïõí ÂÌ=ÌÃ, ÌÍ êïéíÞ êáé

ÍÌÃ ÍÌÂ
� �


 , äçëáäÞ Ý÷ïõí äýï ðëåõñÝò ßóåò êáé ôéò ðåñéå-

÷üìåíåò ãùíßåò áõôþí Üíéóåò. ¢ñá èá Ý÷ïõí ïìïéïôñüðùò

Üíéóåò êáé ôéò ôñßôåò ðëåõñÝò ôïõò, äçëáäÞ ÍÃ>ÍÂ.
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

1 Ãéáôß ç äéÜìåôñïò åíüò êýêëïõ åßíáé ç

ìåãáëýôåñç áð' üëåò ôéò ÷ïñäÝò;

2 Áí ÏÁ=ÏÂ=ÏÃ=ÏÄ, íá äéáôÜîåôå áðü ôï

ìéêñüôåñï ðñïò ôï ìåãáëýôåñï ôá ôìÞìáôá

ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ, ÄÁ.

3 Íá åîçãÞóåôå ãéáôß êÜèå ðëåõñÜ ôñéãþíïõ

åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôçí çìéðåñßìåôñï.

4 Ìåôáîý ðïéùí ôéìþí âñßóêåôáé ç ðåñßìåôñïò

óôï ôñßãùíï ÁÂÃ;

5 Áí ÁÂ>ÁÃ, íá äéáôÜîåôå ôéò ãùíßåò x
�

, y
�

, ö
�

, ù
�

áðü ôç ìåãáëýôåñç ðñïò ôç ìéêñüôåñç.

6 Óôï ó÷Þìá áí Â Ã
� �


 , íá äéáôÜîåôå áðü ôï

ìéêñüôåñï ðñïò ôï ìåãáëýôåñï ôá ôìÞìáôá

ÁÂ, ÂÃ, ÃÁ, ÁÄ.

7 Áí ôá äõï ìÞêç ôùí ðëåõñþí åíüò

éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ åßíáé x êáé 2x+1, ç

ðåñßìåôñüò ôïõ åßíáé:

Á. 4x, Â. 4x+1, Ã. 5x+1, Ä. 5x+2

1 Áí Ä óçìåßï ôçò ðëåõñÜò ÁÂ éóïóêåëïýò

ôñéãþíïõ ÁÂÃ (ÁÂ=ÁÃ), íá áðïäåßîåôå üôé

ÄÃ>ÁÂ.

2 ÕðÜñ÷åé ôñßãùíï ìåâ
á

3
� êáé ã

3á

5
� Þ ü÷é; Íá

åîåôÜóåôå ôï ßäéï ðñüâëçìá üôáí â
7á

5
� êáé

ã
á

3
� .

3 Èåùñïýìå Ýíá óçìåßï Ì åêôüò ôñéãþíïõ

ÁÂÃ, áëëÜ åíôüò ôçò ãùíßáò Â
�

áõôïý. Íá

áðïäåßîåôå üôé â+ÌÂ>ã+ÌÃ.

4 Óå êÜèå ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ íá äåßîåôå üôé

ô<ÁÃ+ÂÄ<2ô.

5 Áí Ä óçìåßï ôçò ðëåõñÜò ÂÃ=á ôñéãþíïõ

ÁÂÃ, íá äåßîåôå üôé ÁÄ
â ã á

2



� �
.

6 Äßíåôáé ãùíßá xÏy
�

êáé Ýíá óçìåßï Ì ôçò

äé÷ïôüìïõ Ïä. Áðü ôï Ì öÝñïõìå ÌÁ�Ïy

êáé Ýóôù Â ôï óçìåßï ôïìÞò ôçò ÌÁ ìå ôçí Ïx.

Íá áðïäåßîåôå üôé ÌÁ<ÌÂ.

7 Áí Ä óçìåßï ôçò ðëåõñÜò ÂÃ ôñéãþíïõ ÁÂÃ
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

êáé Å, Æ ïé ðñïâïëÝò ôïõ óôéò ÁÂ, ÁÃ

áíôßóôïé÷á, íá äåßîåôå üôé ÅÆ<ÂÃ.

8 Áí ôï Ñ åßíáé åóùôåñéêü óçìåßï ôñéãþíïõ

ÁÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé

ô<ÑÁ+ÑÂ+ÑÃ<2ô.

9 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ éóïóêåëÝò (ÁÂ=ÁÃ) êáé

óçìåßï Å ôçò ÁÂ. Ðñïåêôåßíïõìå ôçí ÁÃ êáôÜ

ôìÞìá ÃÄ ôÝôïéï þóôå ÃÄ=ÂÅ. Íá áðïäåßîåôå

üôé ÄÅ>ÂÃ.

10 Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ=ÁÃ) êáé

Ýóôù óçìåßï Ä ôçò ðëåõñÜò ÁÃ. Ðñïåêôåß-

íïõìå ôçí ðëåõñÜ ÁÂ êáôÜ ôìÞìá ÁÅ=ÁÄ.

Íá óõãêñßíåôå ôá ôìÞìáôá ÂÄ êáé ÃE.

1 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ<ÁÃ êáé ÁÌ ç

äéÜìåóüò ôïõ. Íá áðïäåßîåôå üôé ÂÁÌ ÃÁÌ
� �


 .

2 Óå áìâëõãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå A 90
�


 � èåù-

ñïýìå äýï ôõ÷áßá óçìåßá Ä êáé Å ôùí

ðëåõñþí ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á. Íá áðï-

äåßîåôå üôé ÂÅ+ÃÄ>ÂÄ+ÄÅ+ÅÃ.

3 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ<ÁÃ, Ì Ýíá

óçìåßï ôçò äé÷ïôüìïõ ôçò A
�

êáé Í Ýíá óçìåßï

ôçò åîùôåñéêÞò äé÷ïôüìïõ ôçò A
�

. Íá äåßîåôå

üôé:

á) ÌÃ–ÌÂ<ÁÃ–ÁÂ.

â) ÍÃ+ÍÂ>ÁÃ+ÁÂ.

4 Èåùñïýìå ìéá åõèåßá å êáé äõï óçìåßá Á êáé

Â åêôüò áõôÞò ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôçò. Íá

âñåèåß óçìåßï Ì ôçò å ôÝôïéï, þóôå ç äéáöïñÜ

ôùí áðïóôÜóåùí ÌÁ êáé ÌÂ íá åßíáé ç

ìåãáëýôåñç äõíáôÞ.

5 Áí Ê óçìåßï ôïõ åðéðÝäïõ êõñôïý ôåôñáðëåý-

ñïõ ÁÂÃÄ, íá áðïäåßîåôå üôé ÊÁ+ÊÂ+ÊÃ�ÁÃ+ÂÄ.

Ðïéá åßíáé ç åëÜ÷éóôç ôéìÞ ôïõ áèñïßóìáôïò

ÊÁ+ÊÂ+ÊÃ+ÊÄ êáé ðüôå åðéôõã÷Üíåôáé.

6 Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (A 90
�

� �) êáé

ÂÄ ç äé÷ïôüìïò ôïõ. Íá áðïäåßîåôå üôé

ÄÁ<ÄÃ.

7 Äßíåôáé ãùíßá xÏy
�

. ¸óôù Ïä ç äé÷ïôüìïò ôçò

êáé Ä óçìåßï óôï åóùôåñéêü ôçò äÏy
�

. Í

áðïäåßîåôå üôé ç áðüóôáóç ôïõ Ä áðü ôçí Ïx

åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôçí áðüóôáóç ôïõ Ä

áðü ôçí Ïy.

8 Ðñïåêôåßíïõìå ôéò ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÁÃ ôñé-

ãþíïõ ÁÂÃ êáôÜ ôìÞìáôá ÂÄ êáé ÃÅ ôÝôïéá

þóôå ÂÄ=ÃÅ. Íá áðïäåßîåôå üôé ÂÃ<ÄÅ.

9 Óå êõñôü ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ Ý÷ïõìå ÁÂ=ÃÁ

êáé Â Ã
� �


 . Íá áðïäåßîåôå üôé:

á) ÁÃ>ÂÄ êáé

â) Ä A
� �


 .

10 Óå êõñôü ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ ìåãáëýôåñç

ðëåõñÜ ôïõ åßíáé ç ÁÂ êáé ìéêñüôåñç ç ÃÄ. Íá

äåßîåôå ïôé A Ã
� �

� êáé Â Ä
� �

� .

11 Óå ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ<ÁÃ èåùñïýìå ôõ÷áßï

óçìåßï Ä ôçò ÂÃ. Óôéò ðñïåêôÜóåéò ôùí ÁÂ êáé

ÁÃ ðáßñíïõìå ôìÞìáôá ÂÅ=ÃÄ êáé ÃÆ=ÂÄ

áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé ÄÅ<ÄÆ.
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3.5 Ó÷åôéêÝò èÝóåéò åõèåßáò êáé êýêëïõÓ÷åôéêÝò èÝóåéò åõèåßáò êáé êýêëïõ

¸óôù Ýíáò êýêëïò (Ê,ñ), ìßá åõèåßá å êáé ÊÁ ç áðüóôáóç ôïõ

êÝíôñïõ Ê áðü ôçí åõèåßá å.

Ãéá ôçí áðüóôáóç ÁÊ êáé ôçí áêôßíá ñ ôïõ êýêëïõ äéáêñßíïõìå

ôéò ðåñéðôþóåéò: á) ÊÁ>ñ, â) ÊÁ=ñ, ã) ÊÁ<ñ.

á. ÅîùôåñéêÞ åõèåßá êýêëïõ

Áí ÊÁ>ñ, ôüôå ãéá êÜèå Üëëï óçìåßï Â ôçò å ôï ÊÂ ùò ðëÜãéï

åõèýãñáììï ôìÞìá èá åßíáé ÊÂ>ÊÁ>ñ, äçëáäÞ ÊÂ>ñ, ïðüôå ôï Â

èá åßíáé åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ êýêëïõ. ¼ëá åðïìÝíùò ôá óçìåßá ôçò

å èá åßíáé åîùôåñéêÜ ôïõ êýêëïõ. Ç åõèåßá å äåí Ý÷åé êáíÝíá êïéíü

óçìåßï ì' áõôüí êáé ëÝãåôáé åîùôåñéêÞ åõèåßá ôïõ êýêëïõ.

â. Åöáðôüìåíç åõèåßá êýêëïõ

Áí ÊÁ=ñ, ôüôå ôï Á åßíáé êáé óçìåßï ôïõ êýêëïõ. Ãéá êÜèå Üëëï

óçìåßï Â ôçò å ôï ÊÂ åßíáé ðëÜãéï åõèýãñáììï ôìÞìá óôçí åõèåßá å

êáé ÊÂ>ÁÊ=ñ, äçëáäÞ ÊÂ>ñ êáé ôï óçìåßï Â èá åßíáé åîùôåñéêü

óçìåßï ôïõ êýêëïõ. Ç åõèåßá å åðïìÝíùò, Ý÷åé ìå ôïí êýêëï Ýíá

ìüíï êïéíü óçìåßï, ôï Á, ëÝãåôáé åöáðôüìåíç ôïõ êýêëïõ êáé ôï

óçìåßï Á êáëåßôáé óçìåßï åðáöÞò.

ã. ÔÝìíïõóá åõèåßá êýêëïõ

Áí ÊÁ<ñ, ôüôå ôï Á åßíáé åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ êýêëïõ. Ïé äýï

çìéåõèåßåò Áå êáé Áå~, êáèþò åêôåßíïíôáé áðåñéüñéóôá áðü ôï åóù-

ôåñéêü ðñïò ôï åîùôåñéêü èá Ý÷ïõí ç êÜèå ìßá ìå ôïí êýêëï êïéíÜ

óçìåßá, åöüóïí ï êýêëïò åßíáé êëåéóôÞ ãñáììÞ. ÅðïìÝíùò, ç åõèåßá

å êáé ï êýêëïò èá Ý÷ïõí ôïõëÜ÷éóôïí äýï êïéíÜ óçìåßá (ôá êïéíÜ

óçìåßá ôïõ êýêëïõ êáé êáèåìéÜò áðü ôéò çìéåõèåßåò Áå êáé Áå~y).

Èá äïýìå óôï åðüìåíï èåþñçìá üôé ôá óçìåßá áõôÜ åßíáé

ìïíáäéêÜ.
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Ìéá åõèåßá êé Ýíáò êýêëïò Ý÷ïõí ôï ðïëý äýï êïéíÜ óçìåßá.

Áðüäåéîç

¸óôù üôé ç å êáé ï êýêëïò (Ê,ñ) Ý÷ïõí êáé ôñßôï êïéíü óçìåßï, ôï

Ä. Ôï óçìåßï áõôü èá áíÞêåé ôüôå óå ìßá áðü ôéò äýï çìéåõèåßåò Áå

êáé Áå~. ¸óôù üôé áíÞêåé óôçí Áå. Ôüôå ÊÄ=ñ (áöïý ôï Ä áíÞêåé êáé

óôïí êýêëï), äçëáäÞ ÊÄ=ÊÂ, Üñá ÁÂ=ÁÄ êáé åðïìÝíùò ôá óçìåßá

Â êáé Ä óõìðßðôïõí. Ïìïßùò áðïäåéêíýåôáé, üôé áí ôï óçìåßï Ä

áíÞêåé óôçí Áå~, ôüôå èá óõìðßðôåé ìå ôï Ã. ÅðïìÝíùò áðïêëåßåôáé ç

ýðáñîç ôñßôïõ êïéíïý óçìåßïõ åõèåßáò êáé êýêëïõ. �

Ç åöáðôüìåíç åõèåßá å åíüò êýêëïõ (Ê,ñ), ó' Ýíá óçìåßï Á

áõôïý åßíáé êÜèåôç óôçí áêôßíá ÊÁ.

Áðüäåéîç

ÊÜèå Üëëï óçìåßï Â ôçò å åßíáé åîùôåñéêü ôïõ êýêëïõ, ïðüôå

ÊÂ>ÊÁ. Ôï ÊÁ åßíáé ôï ìéêñüôåñï ôìÞìá ðïõ åíþíåé ôï êÝíôñï Ê ìå

ôçí åõèåßá å, Üñá ôï ÊÁ åßíáé êÜèåôï óôçí å. �

Áðü êÜèå óçìåßï åíüò êýêëïõ äéÝñ÷åôáé ìßá ìüíï åõèåßá

åöáðôüìåíç ó' áõôüí.

Ôá äýï åöáðôüìåíá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÁÃ ðïõ Üãïíôáé áðü

óçìåßï Á åêôüò êýêëïõ ðñïò áõôüí åßíáé ìåôáîý ôïõò ßóá.

Áðüäåéîç

¸óôù êýêëïò (Ê,ñ) êáé ÁÂ êáé ÁÃ ôá äýï åöáðôüìåíá ôìÞìáôá

áðü ôï Á. Ôá äýï ôñßãùíá ÁÂÊ êáé ÁÃÊ åßíáé ïñèïãþíéá (Â Ã
� �

� ) êáé

Ý÷ïõí ôçí ÁÊ êïéíÞ õðïôåßíïõóá, êáé ôéò êÜèåôåò ðëåõñÝò ÊÂ êáé ÊÃ

ßóåò. ¢ñá ôá ôñßãùíá åßíáé ßóá, ïðüôå ÁÂ=ÁÃ.

ÓõìðåñÜóìáôá

Ç ÁÊ äé÷ïôïìåß ôç ãùíßá ÂÁÃ
�

, äé÷ïôïìåß ôç ãùíßá ÂÊÃ
�

êáé åßíáé

ìåóïêÜèåôç ôçò ÂÃ. Ç åõèåßá ÁÊ ëÝãåôáé äéáêåíôñéêÞ åõèåßá ôïõ

êýêëïõ.
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

Óôá Üêñá Á êáé Â ìéáò äéáìÝôñïõ ÁÂ åíüò êýêëïõ Ï öÝñïõ-

ìå äýï åöáðôüìåíåò åõèåßåò. ÖÝñïõìå áêüìç ìéá ôñßôç åöáðôï-

ìÝíç óå Ýíá ôõ÷áßï óçìåßï Ì, ç ïðïßá ôÝìíåé ôéò äýï ðñïçãïýìå-

íåò óôá óçìåßá Ã êáé Ä. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ãùíßá ÃÏÄ
�

åßíáé ïñèÞ.

Áðüäåéîç

ÅðåéäÞ ÁÃ, ÃÄ êáé ÂÄ åßíáé åöáðôüìåíåò, Üñá ïé ãùíßåò ÏÁÃ
�

,

ÏÂÄ
�

, ÏÌÃ
�

êáé ÏÌÄ
�

åßíáé ïñèÝò. Ôá ïñèïãþíéá ôñßãùíá ÁÃÏ êáé

ÌÃÏ åßíáé ßóá, ãéáôß Ý÷ïõí êïéíÞ ôçí õðïôåßíïõóá ÏÃ êáé ÏÁ=ÏÌ.

¢ñá éó÷ýåé Ï Ï
� �

1 2� , äçëáäÞ ç ÏÃ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò ÁÏÌ
�

.

Ïìïßùò, ôá ôñßãùíá ÌÄÏ êáé ÏÂÄ åßíáé ßóá, ãéáôß Ý÷ïõí êïéíÞ

ôçí õðïôåßíïõóá ÏÄ êáé ÏÌ=ÏÂ. ¢ñá éó÷ýåé Ï Ï
� �

3 4� , äçëáäÞ ç

ÏÄ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò ÌÏÂ
�

.

ÅðåéäÞ ç ÁÏÂ
�

åßíáé åõèåßá ãùíßá, ïé ÁÏÌ
�

êáé ÌÏÂ
�

åßíáé åöåîÞò

ðáñáðëçñùìáôéêÝò êáé äé÷ïôïìïýíôáé áðü ôéò ÏÃ êáé ÏÄ áíôßóôïé÷á.

¢ñá ç ÏÃ åßíáé êÜèåôç óôçí ÏÄ, äçëáäÞ ÃÏÄ
�

ïñèÞ.

1 Óôï ó÷Þìá ïé ÁÂ êáé ÁÃ åßíáé åöáðôüìåíåò

óôïí êýêëï Ï.

á) Ôé åßäïõò ôñéãþíï åßíáé ôï ôñßãùíï ÁÂÏ;

â) Ôé åßíáé ôá ôñßãùíá ÁÂÏ êáé ÁÃÏ;

ã) Ôé åßíáé ç åõèåßá ÁÏ ãéá ôï åõèýãñáììï

ôìÞìá ÂÃ;

2 Íá åîçãÞóåôå ãéáôß äåí ìðïñïýí íá õðÜñîïõí

äýï åöáðôüìåíåò óôï ßäéï óçìåßï åíüò

êýêëïõ.

3 ¼ôáí äýï ÷ïñäÝò åíüò êýêëïõ Ý÷ïõí ôï ßäéï

ìÝóï, ôé Ý÷åôå íá ðáñáôçñÞóåôå ãéá ôï

áðüóôçìÜ ôïõò; Ôé åßäïõò ÷ïñäÝò åßíáé áõôÝò;

4 Óôï ó÷Þìá ï êýêëïò Ý÷åé êÝíôñï ôï óçìåßï Á

êáé åöÜðôåôáé óôï ìÝóï Ì ôçò ðëåõñÜò ÂÃ ôïõ

ôñéãþíïõ ÁÂÃ. Íá åîçãÞóåôå ãéáôß ôï ôñßãùíï

åßíáé éóïóêåëÝò.
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

5 Óôï ó÷Þìá ïé ÁÂ êáé ÁÃ åöÜðôïíôáé óôïí

êýêëï (Ï,ñ). Áí ç ãùíßá AÏÂ
�

åßíáé 60�,

ðüóùí ìïéñþí åßíáé ôï ôüîï ÂÄÃ
�

;

6 Áí ìéá ÷ïñäÞ åíüò êýêëïõ åßíáé ßóç ìå ôï

áðüóôçìÜ ôçò, ôüôå èá åßíáé ìéêñüôåñç áðü

ôçí áêôßíá.

7 Óôï ó÷Þìá ïé ÁÂ êáé ÁÃ åöÜðôïíôáé óôïí

êýêëï. Íá åîçãÞóåôå ãéáôß ç ÁÏ åßíáé ìåóï-

êÜèåôç ôïõ ÂÃ.

8 Áí ï êýêëïò åöÜðôåôáé óôï ìÝóï Ì ôïõ

ôìÞìáôïò ÁÂ êáé ôá ôìÞìáôá ÁÃ êáé ÂÄ åßíáé

åöáðôüìåíá ó' áõôüí, ôüôå ãéáôß ÁÃ=ÂÄ;

1 Äßíïíôáé äýï êýêëïé (Ï,R) êáé (Ï,ñ) ìå R>ñ.

Èåùñïýìå äýï óçìåßá Á êáé Â ôïõ êýêëïõ

(Ï,R) êáé öÝñïõìå ôéò åöáðôüìåíåò ÁÃ êáé ÂÄ

ðñïò ôïí êýêëï (Ï,ñ). Íá áðïäåßîåôå üôé

ÁÃ=ÂÄ.

2 Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå A 90
�

� �. Ìå

äéáìÝôñïõò ôéò êÜèåôåò ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÁÃ ôïõ

ôñéãþíïõ ãñÜöïõìå äýï êýêëïõò. Íá äåßîåôå üôé

êáèÝíáò áðü ôïõò êýêëïõò áõôïýò åöÜðôåôáé óå

ìéá áðü ôéò êÜèåôåò ðëåõñÝò ôïõ ôñéãþíïõ.

3 Èåùñïýìå éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ ìå

ÁÂ=ÁÃ. ÃñÜöïõìå êýêëï (Ï,ÏÂ) ï ïðïßïò

ðåñíÜ áðü ôï óçìåßï Ã. Óôá óçìåßá Â êáé Ã ôïõ

êýêëïõ áõôïý öÝñïõìå äýï åöáðôïìÝíåò ïé

ïðïßåò ôÝìíïíôáé óôï óçìåßï Ä. Íá áðïäåßîåôå

üôé ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò ÂÄÃ
�

ðåñíÜ áðü

ôçí êïñõöÞ Á ôïõ éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ.

4 Áðü óçìåßï Á åêôüò êýêëïõ Ï öÝñïõìå ôéò

äýï åöáðôïìÝíåò ÁÂ êáé ÁÃ. Áí Ä ôï óõììå-

ôñéêü ôïõ êÝíôñïõ Ï ùò ðñïò ôçí åõèåßá ÁÃ,

íá äåßîåôå üôé ç ãùíßá ÂÁÄ
�

åßíáé ôñéðëÜóéá

áðü ôç ãùíßá ÃÁÄ
�

.

1 Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí êÝíôñùí

ôùí êýêëùí ïé ïðïßïé åöÜðôïíôáé óôéò

ðëåõñÝò ãùíßáò xÏy
�

.

2 Ìå êÝíôñï ôï ìÝóï Ì ôçò ðëåõñÜò ÂÃ åíüò

éóüðëåõñïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ ãñÜöïõìå Ýíáí

êýêëï. Íá äåßîåôå üôé áí ï êýêëïò áõôüò

åöÜðôåôáé óå ìßá ðëåõñÜ ôïõ ôñéãþíïõ, ôüôå

èá åöÜðôåôáé êáé óå ìéá áêüìç.

3 Óå Ýíáí êýêëï (Ï,ñ) èåùñïýìå ìéá áêôßíá ÏÁ

êáé öÝñïõìå óôï óçìåßï Á Ýíá åöáðôüìåíï

ôìÞìá ÁÂ. Áí ãéá Ýíá óçìåßï Ã ôïõ êýêëïõ

éó÷ýåé ÂÁ=ÂÃ, íá äåßîåôå üôé êáé ç åõèåßá ÂÃ

èá åßíáé åöáðôüìåíç óôïí êýêëï.
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3.6 Ó÷åôéêÝò èÝóåéò äýï êýêëùíÓ÷åôéêÝò èÝóåéò äýï êýêëùí

ÄéÜêåíôñïò äýï êýêëùí ëÝãåôáé ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ

Ý÷åé Üêñá ôá êÝíôñá ôïõò.

Ç ó÷Ýóç ôçò äéáêÝíôñïõ ìå ôï Üèñïéóìá Þ ôç äéáöïñÜ ôùí áêôßíùí

äýï êýêëùí êáèïñßæåé ôéò ó÷åôéêÝò èÝóåéò ðïõ Ý÷ïõí ìåôáîý ôïõò.

Èåùñïýìå ôïõò êýêëïõò (Ê,R) êáé (Ë,ñ) ìå R>ñ êáé óõìâïëß-

æïõìå ôç äéÜêåíôñü ôïõò ÊË ìå ä. Èá åîåôÜóïõìå Ýîé äéáöïñåôéêÝò

ó÷åôéêÝò èÝóåéò ôùí êýêëùí áõôþí.

Óôï ðñþôï ó÷Þìá ïé äýï êýêëïé Ý÷ïõí êïéíü êÝíôñï, êáíÝíá

êïéíü óçìåßï êáé ç äéÜêåíôñüò ôïõò ä=0. Áí öáíôáóôïýìå üôé ï

êýêëïò (Ê,R) åßíáé óôáèåñüò êáé üôé ï (Ë,ñ) êéíåßôáé óõíå÷þò ðñïò ôá

äåîéÜ ôçò óåëßäáò, ôüôå ïé êýêëïé èá ðÜñïõí üëåò ôéò äéáöïñåôéêÝò

èÝóåéò ðïõ âëÝðïõìå óôá ó÷Þìáôá 1 Ýùò 6. Ôáõôü÷ñïíá, ëüãù ôçò

êßíçóçò áõôÞò óå êÜèå ðåñßðôùóç ç äéÜêåíôñïò ä åßíáé ìåãáëýôåñç

áðü ôç äéÜêåíôñï ôçò ðñïçãïýìåíçò ðåñßðôùóçò êáé ìéêñüôåñç áðü

ôçò åðüìåíçò.

Óôï ó÷Þìá 1 ôá êÝíôñá ôùí äýï êýêëùí óõìðßðôïõí ïðüôå ä=0

êáé ïé êýêëïé ïíïìÜæïíôáé ïìüêåíôñïé.

Óôï ó÷Þìá 2 ïé äýï êýêëïé äåí Ý÷ïõí êáíÝíá êïéíü óçìåßï,

ä<R–ñ êáé ï êýêëïò ìå ôç ìéêñüôåñç áêôßíá âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü

ôïõ Üëëïõ.

Óôï ó÷Þìá 3 ïé äýï êýêëïé Ý÷ïõí Ýíá êïéíü óçìåßï, ä=R–ñ êáé

ëÝìå üôé åöÜðôïíôáé åóùôåñéêÜ.

Óôï ó÷Þìá 5 ïé äýï êýêëïé Ý÷ïõí åðßóçò Ýíá êïéíü óçìåßï,

ä=R+ñ êáé ëÝìå üôé åöÜðôïíôáé åîùôåñéêÜ.

Ï êýêëïé ôùí äýï ôåëåõôáßùí ðåñéðôþóåùí ïíïìÜæïíôáé åöá-

ðôüìåíïé êáé ôï êïéíü óçìåßï ôïõò óçìåßï åðáöÞò.

Óôï ó÷Þìá 4 ïé äýï êýêëïé Ý÷ïõí äýï êïéíÜ óçìåßá,

R–ñ<ä<R+ñ êáé ïé êýêëïé ïíïìÜæïíôáé ôåìíüìåíïé.

Óôï ó÷Þìá 6 ïé äýï êýêëïé äåí Ý÷ïõí êáíÝíá êïéíü óçìåßï,

ä>R+ñ êáé êÜèå Ýíáò âñßóêåôáé óôï åîùôåñéêü ôïõ Üëëïõ.

Óôï ó÷Þìá 1: ä=0.

Óôï ó÷Þìá 5: ä=ÊË=ÊÁ+ÁË Þ ä=R+ñ

Óôï ó÷Þìá 3: ä=ÊË=ÊÁ–ËÁ Þ ä=R–ñ

Óôï ó÷Þìá 2: 0<ä<R–ñ.

Óôï ó÷Þìá 4: R–ñ<ä<R+ä.

Óôï ó÷Þìá 6: R+ñ<ä
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Ç äéÜêåíôñïò äýï ôåìíüìåíùí êýêëùí åßíáé ìåóïêÜèåôç ôçò

êïéíÞò ÷ïñäÞò ôïõò.

Áðüäåéîç

Äýï êýêëïé (Ê,R) êáé (Ë,ñ) ôÝìíïíôáé óôá óçìåßá Á êáé Â. ÅðåéäÞ

ÊÁ=ÊÂ, ôï óçìåßï Ê áíÞêåé óôç ìåóïêÜèåôç ôïõ ÁÂ. Åðßóçò, åðåéäÞ

ËÁ=ËÂ êáé ôï óçìåßï Ë áíÞêåé óôç ìåóïêÜèåôç ôïõ ÁÂ. ÅðïìÝíùò

ìåóïêÜèåôç ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ åßíáé ç äéÜêåíôñïò ÊË. �

Ôï óçìåßï åðáöÞò äýï åöáðôüìåíùí êýêëùí áíÞêåé óôç

äéÜêåíôñü ôïõò.

Áðüäåéîç

¸óôù Á ôï óçìåßï åðáöÞò äýï åöáðôüìåíùí êýêëùí (Ê,R) êáé

(Ë,ñ). Ç åõèåßá ÊË åßíáé Üîïíáò óõììåôñßáò ôïõ êýêëïõ (Ê,R), Üñá

ôï óõììåôñéêü ôïõ Á ùò ðñïò ôçí ÊË áíÞêåé óôïí êýêëï (Ê,R). Ç

åõèåßá ÊË üìùò åßíáé êáé Üîïíáò óõììåôñßáò ôïõ êýêëïõ (Ë,ñ), Üñá

ôï óõììåôñéêü ôïõ Á ùò ðñïò ôçí ÊË áíÞêåé êáé óôïí êýêëï (Ë,ñ).

Ïðüôå ôï óõììåôñéêü Á~ ôïõ Á ùò ðñïò ôçí ÊË áíÞêåé êáé óôïõò äýï

êýêëïõò. Áõôïß, üìùò, Ý÷ïõí ìüíï Ýíá êïéíü óçìåßï, ôï Á, ðñÝðåé

åðïìÝíùò ôï Á~ êáé ôï Á íá ôáõôßæïíôáé. �

Ç êïéíÞ ÷ïñäÞ äýï ôåìíüìåíùí êýêëùí åßíáé ìåóïêÜèåôç ôçò

äéáêÝíôñïõ áí ïé êýêëïé åßíáé ßóïé êáé áíôéóôñüöùò.

Áðüäåéîç

¸óôù (Ê,ñ) êáé (Ë,ñ) ïé äýï ßóïé ôåìíüìåíïé êýêëïé êáé ÁÂ ç

êïéíÞ ÷ïñäÞ ôïõò. Ôüôå ÁÊ=ÁË, Üñá ôï Á áíÞêåé óôç ìåóïêÜèåôç

ôçò ÊË. Ïìïßùò ÂÊ=ÂË, Üñá ôï Â áíÞêåé óôç ìåóïêÜèåôç ôçò ÊË.

ÅðïìÝíùò ìåóïêÜèåôç ôçò ÊË åßíáé ç åõèåßá ÁÂ.

Áíôéóôñüöùò

¸óôù ôþñá üôé ç ÁÂ åßíáé ç ìåóïêÜèåôç ôçò äéáêÝíôñïõ ÊË äýï

êýêëùí ìå êÝíôñá Ê êáé Ë. Áöïý ôï Á áíÞêåé óôç ìåóïêÜèåôç ôçò

ÊË, èá åßíáé ÁÊ=ÁË, äçëáäÞ ïé áêôßíåò ôùí äýï êýêëùí ìå êÝíôñá

Ê êáé Ë åßíáé ßóåò. ¢ñá ïé êýêëïé åßíáé ßóïé. �

90

ÔÑÉÃÙÍÁè

å ù ñ ß á

3.6

Ê

R ñ
Ë

Á

Ê Ë Á

Á

Ë

Â

Ê

Á

Ë

Â

Ê

Èåþñçìá 3.22

Èåþñçìá 3.23

Èåþñçìá 3.24



ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

1 Ãéáôß äýï åöáðôüìåíïé êýêëïé óôï êïéíü ôïõò

óçìåßï Ý÷ïõí ôçí ßäéá åöáðôïìÝíç;

2 Ðïéá åßíáé ç èÝóç äýï ßóùí êýêëùí üôáí ç

äéÜêåíôñïò åßíáé ßóç ìå ôçí áêôßíá ôïõò êáé

ðïéá üôáí ç äéÜêåíôñüò ôïõò åßíáé ßóç ìå ôç

äéÜìåôñü ôïõò;

3 Ïé äýï êýêëïé åßíáé ïìüêåíôñïé. Áí ïé ÷ïñäÝò

ÁÂ êáé ÃÄ ôïõ åíüò åßíáé åöáðôüìåíåò ôïõ

Üëëïõ, ãéá ðïéï ëïãï åßíáé ßóåò;

4 Áí ìå áêôßíåò, ôéò äýï ðëåõñÝò åíüò ôñéãþíïõ,

ãñÜøïõìå äýï êýêëïõò, ðïõ Ý÷ïõí ãéá

äéÜêåíôñï ôçí 3ç ðëåõñÜ ôïõ, ïé êýêëïé áõôïß

ôé èÝóç Ý÷ïõí ìåôáîý ôïõò;

5 Äýï êýêëïé (Ê,R) êáé (Ë,ñ) ôÝìíïíôáé óôá

óçìåßá Á êáé Â.

á) Óå ðïéåò ðåñéðôþóåéò ç ÊË åßíáé ìåóï-

êÜèåôç ôïõ ÁÂ;

â) Óå ðïéåò ðåñéðôþóåéò ç ÁÂ åßíáé ìåóï-

êÜèåôç ôïõ ÊË;

6 Ìå êÝíôñá ôá Üêñá ôçò õðïôåßíïõóáò êáé áêôß-

íåò ôéò êÜèåôåò ðëåõñÝò åíüò ïñèïãùíßïõ ôñé-

ãþíïõ, ãñÜöïõìå äýï êýêëïõò. Ãéáôß ïé êý-

êëïé áõôïß ôÝìíïíôáé; Ôé ó÷Ýóç Ý÷ïõí ìå ôéò

êÜèåôåò ðëåõñÝò ôïõ ôñéãþíïõ;

1 Äýï êýêëïé ìå êÝíôñá Ê êáé Ë åöÜðôïíôáé

åîùôåñéêÜ ôï óçìåßï Á. ÖÝñïõìå ôï êïéíü

åîùôåñéêü åöáðôüìåíï ôìÞìá ÂÃ êáé ôçí

êïéíÞ åóùôåñéêÞ åöáðôïìÝíç óôï Á, ç ïðïßá

ôÝìíåé ôç ÂÃ óôï Ä. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï Ä

åßíáé ìÝóï ôïõ ÂÃ êáé íá åîåôÜóåôå ôï åßäïò

ôçò ãùíßáò ÊÄË
�

.

2 Äßíïíôáé äýï ßóïé êýêëïé ìå êÝíôñá Ê êáé Ë

êáé ç ìåóïêÜèåôïò ôïõ ÊË. Íá áðïäåßîåôå üôé

áí áðü Ýíá óçìåßï ôçò ìåóïêáèÝôïõ åîù-

ôåñéêü (ôùí êýêëùí), öÝñïõìå åöáðôüìåíá

ôìÞìáôá ðñïò áõôïýò, áõôÜ èá åßíáé ßóá.

3 Äýï êýêëïé (Ê,ñ) êáé (Ë,ñ) ôÝìíïíôáé óôá

óçìåßá Á êáé Â. Áí ÁÃ êáé ÁÄ ïé äéÜìåôñïé ôùí

êýêëùí ìå êÝíôñá Ê êáé Ë áíôßóôïé÷á, íá

áðïäåßîåôå üôé ÃË=ÊÄ.

4 Íá äåßîåôå üôé áí ôñåéò êýêëïé Ý÷ïõí ôá êÝíôñá

ôïõò óôéò êïñõöÝò åíüò éóüðëåõñïõ ôñéãþíïõ

êáé åöÜðôïíôáé åîùôåñéêÜ áíÜ äýï, ôüôå èá

åßíáé ßóïé. Ôá óçìåßá åðáöÞò, åßíáé êïñõöÝò

éóüðëåõñïõ ôñéãþíïõ;

5 Ìéá åõèåßá å ôÝìíåé äýï ïìüêåíôñïõò êý-

êëïõò êáôÜ óåéñÜ óôá óçìåßá Á, Â, Ã êáé Ä. Íá

äåßîåôå üôé ÁÂ=ÃÄ.

6 Äßíïíôáé äýï êýêëïé ìå êÝíôñá Ê êáé Ë ðïõ ï

êáèÝíáò åßíáé åîùôåñéêüò ôïõ Üëëïõ. Áí ç

äéÜìåôñïò ÊË ôïõò ôÝìíåé óôá óçìåéá Á êáé Â,

íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôìÞìá ÁÂ åßíáé ìéêñüôåñï

áðü êÜèå Üëëï åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ åíþ-

íåé ôïõò äýï êýêëïõò.
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3.7 ÃåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝòÃåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò

Óôï äåýôåñï êåöÜëáéï ìéëÞóáìå ãéá ôç ãåùìåôñéêÞ êáôáóêåõÞ,

äçëáäÞ ó÷åäßáóç åíüò ó÷Þìáôïò, ðïõ ðëçñåß êÜðïéåò äåäïìÝíåò

ðñïûðïèÝóåéò, ìå ôç ÷ñÞóç ìüíï ôïõ äéáâÞôç êáé ôïõ êáíüíá.

Ìéá ãåùìåôñéêÞ êáôáóêåõÞ Ý÷åé óôü÷ï ôç ó÷åäßáóç ôïõ

ó÷Þìáôïò, ôçí áðüäåéîç üôé ôï ó÷Þìá éêáíïðïéåß ôéò ðñïûðïèÝóåéò

ôïõ ðñïâëÞìáôïò, êáé áêüìç ôçí åîÝôáóç üëùí ôùí äõíáôþí åíäå-

÷ïìÝíùí (ðñïûðïèÝóåéò ýðáñîçò, äõíáôüôçôá ó÷åäéáóìïý, ðëÞèïò

ó÷çìÜôùí ðïõ éêáíïðïéïýí ôéò ðñïûðïèÝóåéò).

Ç êáôáóêåõÞ ãùíßáò ßóçò ìå äïèåßóá ãùíßá ðïõ Ýãéíå óôçí

ðáñÜãñáöï 2.4 äåí ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé ðëçñåß üëá ôá ðáñá-

ðÜíù. Âáóéêüò ëüãïò ãéá ôïí éó÷õñéóìü áõôüí åßíáé ç ÷ñÞóç ôçò

"ìåôáôüðéóçò" ìéáò Ýííïéáò ðïõ ðñïóäéïñßæåôáé äéáéóèçôéêÜ êáé äåí

ïñßæåôáé ìå ôçí áðáéôïýìåíç ìáèçìáôéêÞ áõóôçñüôçôá. Ôï ðñþôï

áðü ôá ðñïâëÞìáôá ãåùìåôñéêþí êáôáóêåõþí ðïõ áêïëïõèïýí

áöïñÜ ôçí êáôáóêåõÞ ãùíßáò ßóçò ìå äïèåßóá, áëëÜ ìå ôñüðï

óõóôçìáôéêüôåñï óôïí ïðïßï èá öáíïýí êáé ôá óôÜäéá-âÞìáôá ãéá

ôçí åðßëõóç åíüò ôÝôïéïõ ðñïâëÞìáôïò.

Ðñüâëçìá 3.7.1

Íá êáôáóêåõáóôåß ãùíßá ßóç ìå äïèåßóá ãùíßá.

¸óôù üôé ç äïèåßóá ãùíßá åßíáé ç xÏy
�

. Áãíïþíôáò êÜðïéá

ìÝèïäï êáôáóêåõÞò ãùíßáò ßóçò ðñïò ôçí xÏy
�

èá ðñïóðáèÞóïõìå

íá áíáëýóïõìå ôé óõìâáßíåé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôï ðñüâëçìá ëõèåß.

ÕðïèÝôïõìå, ëïéðüí, üôé Ý÷åé êáôáóêåõáóôåß ç ãùíßá çÊz
�

ßóç ìå

xÏy
�

. Ãíùñßæïõìå üôé óå ßóïõò êýêëïõò ïé åðßêåíôñåò ãùíßåò ðïõ

âáßíïõí óå ßóá ôüîá åßíáé ßóåò. Ï äéáâÞôçò ìáò åîáóöáëßæåé ôç

äõíáôüôçôá íá êÜíïõìå ôéò ãùíßåò çÊz
�

êáé xÏy
�

åðßêåíôñåò óå ßóïõò

êýêëïõò. ×áñÜóóïõìå, ëïéðüí, ôïõò äýï áõôïýò ßóïõò êýêëïõò

(Ï,ñ) êáé (Ê,ñ). ÅðåéäÞ ïé ãùíßåò xÏy
�

êáé çÊz
�

åßíáé ßóåò êáé ôá ôüîá

AÂ
�

êáé ÃÄ
�

èá åßíáé ßóá. ÁëëÜ ßóá ôüîá óå ßóïõò êýêëïõò Ý÷ïõìå, áí

Ý÷ïõìå ßóåò ÷ïñäÝò. ÐñÝðåé, ëïéðüí, ç ÷ïñäÞ ÃÄ íá åßíáé ßóç ìå ôç

÷ïñäÞ ÁÂ. Ç ÷Üñáîç üìùò ÷ïñäÞò ÃÄ ßóçò ìå ôçí ÁÂ åßíáé ãíùóôÞ
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êáôáóêåõÞ.

ÊáôáóêåõÜæïõìå Ýíáí êýêëï (Ë,ñ), ßóï ìå ôïí êýêëï óôïí

ïðïßï Ý÷ïõìå êÜíåé åðßêåíôñç ôç äïèåßóá ãùíßá. Èåùñïýìå êáé ìßá

çìéåõèåßá Ëè ç ïðïßá èá åßíáé ç ìßá ðëåõñÜ ôçò ãùíßáò ðïõ èá

êáôáóêåõÜóïõìå. Ç çìéåõèåßá Ëè ôÝìíåé ôïí (Ë,ñ) óôï óçìåßï Å. Áí

ôï ìÞêïò ôçò ÷ïñäÞò ÁÂ åßíáé á êáé ãñÜøïõìå êýêëï (Å,á), áõôüò èá

ôÝìíåé ôïí êýêëï (Ë,ñ) óôï óçìåßï Æ. ÏõóéáóôéêÜ ìå ôïí ôñüðï áõôü

ôïðïèåôïýìå óôï äåýôåñï êýêëï (Ë,ñ) ìßá ÷ïñäÞ ÅÆ ßóç ìå ôçí ÁÂ.

Ðñïóäéïñßæïõìå Ýôóé êé Ýíá ôüîï ÅÆ AÂ
� �

� . ×áñÜóóïíôáò ôþñá ôçí

çìéåõèåßá ËÆ êáôáóêåõÜóáìå ôç ãùíßáÅËÆ
�

ðïõ åßíáé ßóç ìå ôç xÏy
�

.

Áðïäåéêíýåôáé üôé ÅËÆ
�

=xÏy
�

åðåéäÞ êáé ïé äýï ãùíßåò åßíáé

åðßêåíôñåò êáé âáßíïõí óôá ôüîá ÁÂ
�

êáé ÃÄ
�

, ôá ïðïßá åßíáé ßóá äéüôé

Ý÷ïõí ßóåò ôéò áíôßóôïé÷åò ÷ïñäÝò ÁÂ êáé ÃÄ.

Äéåñåõíþíôáò ôï ó÷Þìá ðåñéóóüôåñï èá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ï

êýêëïò (Å,á) ôÝìíåé ôïí (Ë,ñ) êáé óôï óçìåßï É. ¢ñá Üëëç ìéá ãùíßá

ðïõ éêáíïðïéåß ôéò ßäéåò ðñïûðïèÝóåéò ìå ôçí ÅËÆ
�

åßíáé êáé ç ÅËÉ
�

.

Ç ãùíßá ÅËÉ
�

äå èá èåùñçèåß äåýôåñç ëýóç óôï ðñüâëçìá,

üðùò åîçãïýìå óôéò ðáñáôçñÞóåéò ðïõ áêïëïõèïýí. �

Èá ðñïóðáèÞóïõìå ôþñá, Ý÷ïíôáò ïëïêëçñùìÝíç ôç ëýóç ôïõ

ðñïçãïýìåíïõ ðñïâëÞìáôïò, íá åíôïðßóïõìå ôá óôÜäéá ðïõ áêï-

ëïõèÞóáìå êáé ôá ïðïßá èá åßíáé ßäéá óå êÜèå ðñüâëçìá ãåùìå-

ôñéêÞò êáôáóêåõÞò.

Óôï ðñþôï óôÜäéï, ôï ïðïßï ïíïìÜæïõìå áíÜëõóç, õðïèÝôïõìå

üôé ôï ó÷Þìá Ý÷åé êáôáóêåõáóôåß êáé ðÜíù ó' áõôü êÜíïõìå ôéò üðïéåò

ðáñáôçñÞóåéò ìáò, Ýùò üôïõ åíôïðßóïõìå óôïé÷åßá ðïõ èá ìáò

ïäçãÞóïõí óå ãíùóôÝò êáôáóêåõÝò.

Óôï äåýôåñï óôÜäéï, ôï ïðïßï ïíïìÜæïõìå óýíèåóç, áñ÷ßæïõìå

íá êáôáóêåõÜæïõìå ôï ó÷Þìá óôçñéæüìåíïé óôéò ðáñáôçñÞóåéò ôçò

áíÜëõóçò.

Óôï ôñßôï óôÜäéï, ôï ïðïßï ïíïìÜæïõìå áðüäåéîç, áðïäåé-

êíýïõìå, üôé ôï ó÷Þìá ðïõ êáôáóêåõÜóáìå éêáíïðïéåß üëåò ôéò ðñïû-

ðïèÝóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

Óôï ôÝôáñôï óôÜäéï ôï ïðïßï ïíïìÜæïõìå äéåñåýíçóç, åîåôÜ-

æïõìå ìå ðïéåò ðñïûðïèÝóåéò ôï ðñüâëçìá Ý÷åé ëýóç êáé ðüóåò

ëýóåéò Ý÷åé.

ÐáñáôçñÞóåéò

Ç öýóç ôùí ãåùìåôñéêþí êáôáóêåõþí åßíáé ôÝôïéá þóôå óå Üëëá
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ðñïâëÞìáôá ìáò åíäéáöÝñåé ìüíï ç "ìïñöÞ" êáé ôï "ìÝãåèïò" ôïõ

ó÷Þìáôïò êáé ü÷é ç èÝóç ðïõ èá êáôáóêåõáóôåß, êáé óå Üëëá ìáò

åíäéáöÝñåé êáé ç èÝóç Þ ßóùò ìüíï ç èÝóç.

Óôá ðñïâëÞìáôá ôçò ðñþôçò êáôçãïñßáò èá ïíïìÜæïõìå Ýíá

ó÷Þìá óáí äåýôåñç ëýóç óôï ðñüâëçìá, áí áõôü ôï ó÷Þìá äåí åßíáé

ßóï ìå ôï ó÷Þìá ôçò ðñþôçò ëýóçò. Óôçí ðñïçãïýìåíç êáôáóêåõÞ ç

ãùíßá ÉËÅ
�

åßíáé ßóç ìå ôç ÆËÅ
�

, ãéá ôï ëüãï áõôü äå èåùñåßôáé äåýôåñç

ëýóç. ÅîÜëëïõ ôï Ë åßíáé ôõ÷áßï óçìåßï, ïðüôå ìå ìéá äéáöïñåôéêÞ

ëïãéêÞ èá åß÷áìå Üðåéñåò ëýóåéò.

Óôá ðñïâëÞìáôá ôçò äåýôåñçò êáôçãïñßáò ç äéáöïñåôéêÞ èÝóç

ôïõ ó÷Þìáôïò èåùñåßôáé êáé äéáöïñåôéêÞ ëýóç.

Ç êáôáóêåõÞ ãùíßáò ßóçò ðñïò äïèåßóá, áíÞêåé öáíåñÜ óôçí

ðñþôç êáôçãïñßá, ãé' áõôü ôï ëüãï äå èåùñïýìå üôé ç ãùíßá ÉËÅ
�

åßíáé

äåýôåñç ëýóç.

Ðñüâëçìá 3.7.2

Íá êáôáóêåõáóôåß ç ìåóïêÜèåôç åíüò ìç ìçäåíéêïý åõèý-

ãñáììïõ ôìÞìáôïò.

ÁíÜëõóç

¸óôù ÁÂ Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá êáé å ç ìåóïêÜèåôÞ ôïõ. Ùò

åõèåßá, ç å ðñïóäéïñßæåôáé áðü äõï óçìåßá ôçò. Ãéá êÜèå óçìåßï ôçò

Ã ãíùñßæïõìå üôé ÃÁ=ÃÂ. Ôï Ã åßíáé êÝíôñï êýêëïõ ðïõ äéÝñ÷åôáé

áðü ôá Á êáé Â, êáé ôá Á êáé Â åßíáé êÝíôñá ßóùí êýêëùí ðïõ

äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï Ã. Äýï ôÝôïéïõò ßóïõò êýêëïõò ìå êÝíôñá ôá Á êáé

Â ìðïñïýìå íá ó÷åäéÜóïõìå êáé íá ðñïóäéïñßóïõìå ôï óçìåßï

ôïìÞò ôïõò, ôï Ã. Ãéá íá ôÝìíïíôáé, üìùò, ðñÝðåé ç äéÜêåíôñüò ôïõò

ÁÂ íá éêáíïðïéåß ôç ó÷Ýóç ñ–ñ<ÁÂ<ñ+ñ, äçëáäÞ, ïé êýêëïé íá

÷áñá÷èïýí ìå áêôßíá ñ
1

2
ÁÂ
 .

Óýíèåóç

Ìå êÝíôñá ôá Á êáé Â êáé áêôßíá ñ
1

2
ÁÂ
 ãñÜöïõìå äýï

êýêëïõò, ðïõ ôÝìíïíôáé óå äýï óçìåßá ôá Ã êáé Ä. ÖÝñïõìå ôçí

åõèåßá ÃÄ, ç ïðïßá åßíáé ìåóïêÜèåôç óôçí ÁÂ.

Áðüäåéîç

Éó÷ýåé ÃÁ=ÃÂ=ñ. ¢ñá ôï Ã åßíáé óçìåßï ôçò ìåóïêÜèåôçò ôïõ

ÁÂ. Åðßóçò åßíáé ÄÁ=ÄÂ=ñ. ¢ñá êáé ôï Ä åßíáé óçìåßï ôçò ìåóï-
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êÜèåôçò ôïõ ÁÂ. ÅðïìÝíùò ç åõèåßá ÃÄ åßíáé ç ìåóïêÜèåôç ôïõ ÁÂ.

Äéåñåýíçóç

Ãíùñßæïõìå üôé êÜèå åõèýãñáììï ôìÞìá (åêôüò ôïõ ìçäåíéêïý)

Ý÷åé ìßá ìüíï ìåóïêÜèåôç. ¢ñá ôï ðñüâëçìá Ý÷åé ðÜíôïôå ëýóç êáé

ìÜëéóôá ìüíï ìßá.

Ðñüâëçìá 3.7.3

Íá êáôáóêåõáóôåß ç êÜèåôç áðü óçìåßï ðñïò åõèåßá.

á) Ôï óçìåßï áíÞêåé óôç äïóìÝíç åõèåßá

ÊáôáóêåõÞ

¸óôù ìßá åõèåßá å êáé Ýíá óçìåßï Á áõôÞò. ÅêáôÝñùèåí ôïõ Á

ðáßñíïõìå äýï ßóá åõèýãñáììá ôìÞìá ÁÃ êáé ÁÂ êáé ó÷åäéÜæïõìå

óýìöùíá ìå ôçí ðñïçãïýìåíç êáôáóêåõÞ ôç ìåóïêÜèåôç ôïõ

ôìÞìáôïò ÂÃ. Ç ýðáñîç êáé ç ìïíáäéêüôçôá ôçò êÜèåôçò åîáóöá-

ëßæåôáé áðü ðñïçãïýìåíåò ãíùóôÝò ðñïôÜóåéò êáé ç áðüäåéîç

ðñïêýðôåé áðü ôçí ðñïçãïýìåíç êáôáóêåõÞ.

â) Ôï óçìåßï äåí áíÞêåé óôçí åõèåßá

ÊáôáóêåõÞ

¸óôù ìßá åõèåßá å êáé Á Ýíá óçìåßï åêôüò áõôÞò. Ìå êÝíôñï ôï Á

êáé áêôßíá ìåãáëýôåñç áðü ôçí áðüóôáóÞ ôïõ áðü ôçí å ãñÜöïõìå

êýêëï, ï ïðïßïò ôÝìíåé áõôÞí óôá óçìåßá Â êáé Ã. ÖÝñïõìå ìåôÜ ôç

ìåóïêÜèåôç óôï ôìÞìá ÂÃ ðïõ åßíáé êáé ç æçôïýìåíç êÜèåôç. Ç

ìåóïêÜèåôç ôçò ÷ïñäÞò ÂÃ ôïõ êýêëïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï êÝíôñï Á

ôïõ êýêëïõ, åðåéäÞ ÁÂ=ÁÃ ùò áêôßíåò ôïõ ßäéïõ êýêëïõ.

ÐáñáôçñÞóåéò

• Óå êáôáóêåõÝò ðïõ åíôïðßæåôáé ç ëýóç ôïõò Ýãêáéñá, ç áíÜëõóç

äåí ðñïóöÝñåé ôßðïôå ïõóéáóôéêü êáé ìðïñåß íá ðáñáëçöèåß.

Ãéá ôá åðüìåíá óôÜäéá ðïëëÝò öïñÝò äåí êÜíïõìå óáöÞ

äéÜêñéóç, åéäéêÜ üôáí åßíáé ðïëý óýíôïìá. Óôá áìÝóùò

ðñïçãïýìåíá ðáñáäåßãìáôá áõôü Ýãéíå öáíåñü.

• Áðü ôéò ìÝ÷ñé ôþñá ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò öáßíåôáé üôé ç

êáôáóêåõÞ ôçò ìåóïêÜèåôçò åßíáé âáóéêÞ.

Ðñüâëçìá 3.7.4

Íá êáôáóêåõáóôåß ç äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò.
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ÁíÜëõóç

Ç äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò üôáí áõôÞ åßíáé åðßêåíôñç åßíáé

äé÷ïôüìïò ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ôüîïõ ôçò êáé ìåóïêÜèåôç ôçò ÷ïñäÞò ôïõ

ôüîïõ áõôïý. ÁõôÞ ç ðáñáôÞñçóç ìáò ïäçãåß óôçí åðüìåíç

êáôáóêåõÞ.

ÊáôáóêåõÞ

ÊÜíïõìå ôç ãùíßá åðßêåíôñç óå êýêëï ìå ôõ÷áßá áêôßíá. Óôç

óõíÝ÷åéá öÝñïõìå ôç ìåóïêÜèåôç ôçò ÷ïñäÞò ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ôüîïõ

ôçò.

Äéåñåýíçóç

Ç ýðáñîç êáé ç ìïíáäéêüôçôá ôçò äé÷ïôüìïõ åßíáé åîáóöá-

ëéóìÝíç áðü ó÷åôéêü áîßùìá.

ÐáñáôçñÞóåéò

• Óôï ðñïçãïýìåíï ðñüâëçìá ôï óôÜäéï ôçò áíÜëõóçò èá

ìðïñïýóå íá óôçñßæåôáé óôçí ðáñáôÞñçóç üôé ç äé÷ïôüìïò ôçò

ãùíßáò ôçò êïñõöÞò éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ åßíáé ìåóïêÜèåôç ôçò

âÜóçò ôçò. Ôï óôÜäéï ôçò êáôáóêåõÞò êáé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ

åßíáé ôï ßäéï.

• Óôï ßäéï ðñüâëçìá ç ãùíßá áíáöåñüôáí ÷ùñßò éäéáßôåñç

äéåõêñßíéóç. Åßíáé, ëïéðüí, ìßá ôõ÷áßá ãùíßá êáé Ý÷ïõìå ôçí

õðï÷ñÝùóç íá äþóïõìå áðÜíôçóç-ëýóç ãéá êÜèå äõíáôÞ

ðåñßðôùóç (ìçäåíéêÞ ãùíßá - ðëÞñçò ãùíßá, ìç êõñôÞ, åõèåßá

ãùíßá).

• Óå êÜèå óôÜäéï åíüò ðñïâëÞìáôïò ãåùìåôñéêÞò êáôáóêåõÞò

õðÜñ÷ïõí óõ÷íÜ ðåñéóóüôåñïé ôïõ åíüò ôñüðïé êáôáóêåõÞò.

Äåí áíáöÝñïõìå ôïõò ôñüðïõò, áëëÜ åðéëÝãïõìå êÜèå öïñÜ

ôïí ðéï óýíôïìï.

Ðñüâëçìá 3.7.5á

Íá êáôáóêåõáóôåß ôñßãùíï, üôáí äßíïíôáé ïé ôñåéò ðëåõñÝò ôïõ.

ÁíÜëõóç

Áí ÁÂÃ åßíáé ôï æçôïýìåíï ôñßãùíï, ôüôå ÁÂ=ã, äçëáäÞ ôï Á

áðÝ÷åé áðü ôï Â áðüóôáóç ã. ¢ñá áíÞêåé ó' Ýíáí êýêëï êÝíôñïõ Â

êáé áêôßíáò ã. Áêüìç ÁÃ=â, Üñá ôï Á áíÞêåé êáé ó' Ýíáí êýêëï

êÝíôñïõ Ã êáé áêôßíáò â. Áí åß÷áìå åðïìÝíùò ôç ÂÃ, ôïõò äýï áõôïýò

êýêëïõò èá ìðïñïýóáìå íá ôïõò ó÷åäéÜóïõìå.
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Óýíèåóç (êáôáóêåõÞ)

ÊáôáóêåõÜæïõìå Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ÂÃ=á. ÃñÜöïõìå ôïí

êýêëï (Â,ã) êáé ôïí êýêëï (Ã,â). Áí Á ôï Ýíá áðü ôá äýï óçìåßá

ôïìÞò ôùí äýï êýêëùí êáé öÝñïõìå ôá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÁÃ, ó÷çìá-

ôßæåôáé ôï æçôïýìåíï ôñßãùíï ÁÂÃ.

Áðüäåéîç

Áðü ôçí êáôáóêåõÞ ðñïêýðôåé üôé ôá ìÞêç ôùí ðëåõñþí ôïõ

ôñéãþíïõ ÁÂÃ åßíáé ÁÂ=ã, ÂÃ=á êáé ÃÁ=â.

Äéåñåýíçóç

Ãéá íá Ý÷åé ëýóç ôï ðñüâëçìá ðñÝðåé ïé êýêëïé íá ôÝìíïíôáé,

äçëáäÞ ç äéÜêåíôñïò á êáé ïé áêôßíåò â êáé ã íá éêáíïðïéïýí ôç

ó÷Ýóç â ã á â ã� � � � .

Áí Á~ ôï äåýôåñï óçìåßï ôïìÞò ôïõ, ôüôå ó÷çìáôßæåôáé Üëëï Ýíá

ôñßãùíï Á~ÂÃ ìå ðëåõñÝò ßóåò ìå ôá äïóìÝíá ìÞêç. Äå èá ôï

èåùñÞóïõìå üìùò äåýôåñç ëýóç óôï ðñüâëçìÜ ìáò, äéüôé åßíáé

öáíåñü üôé ôá äýï ôñßãùíá åßíáé ßóá.

Ðñüâëçìá 3.7.5â

Íá êáôáóêåõáóôåß ôñßãùíï, üôáí äßíïíôáé äýï ðëåõñÝò ôïõ êáé

ç ðåñéå÷üìåíÞ ôïõò ãùíßá.

Óýíèåóç

¸óôù â, ã, ïé äýï ðëåõñÝò ôïõ ôñéãþíïõ êáé ù ç ðåñéå÷üìåíÞ

ôïõò ãùíßá. Óôéò ðëåõñÝò ìéáò ãùíßáò xÁy
�

ßóçò ìå ôçí ù ðáßñíïõìå

äýï ôìÞìáôá ÁÂ=ã êáé ÁÃ=â, áíôßóôïé÷á. ÖÝñïõìå ôï ôìÞìá ÂÃ. Ôï

ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé ôï æçôïýìåíï.

Áðüäåéîç

Ðñïöáíþò ôï ôñßãùíï éêáíïðïéåß ôéò óõíèÞêåò ôïõ

ðñïâëÞìáôïò.

Äéåñåýíçóç

Åöüóïí ç ãùíßá äåí åßíáé ìçäåíéêÞ, åõèåßá, Þ ìç êõñôÞ, ôï

ðñüâëçìá Ý÷åé ðÜíôïôå ëýóç. ÌÜëéóôá, ìüíï ìßá äéüôé, üðïéï

ôñßãùíï êé áí Ý÷ïõìå ì' áõôÜ ôá óôïé÷åßá, óýìöùíá ìå ôï 1
ï

êñéôÞñéï

éóüôçôáò ôñéãþíùí (Ð-Ã-Ð), èá åßíáé ßóï ìå ôï ôñßãùíï ÁÂÃ.
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Ðñüâëçìá 3.7.5ã

Íá êáôáóêåõáóôåß ôñßãùíï, üôáí äßíïíôáé ìßá ðëåõñÜ ôïõ êáé

ïé ðñïóêåßìåíåò ó' áõôÞí ãùíßåò.

Óýíèåóç

ÊáôáóêåõÜæïõìå Ýíá ôìÞìá ÂÃ ßóï ìå ôç äïèåßóá ðëåõñÜ ôïõ

ôñéãþíïõ. Óôï ßäéï çìéåðßðåäï êáôáóêåõÜæïõìå ôéò ãùíßåò ÃÂx
�

êáé

ÂÃy
�

, ßóåò ìßá ðñïò ìßá ìå ôéò äïèåßóåò ãùíßåò. Ç ôïìÞ Á ôùí

çìéåõèåéþí Âx êáé Ãy êáèïñßæåé ôçí ôñßôç êïñõöÞ. ¢ñá ôï æçôïýìåíï

ôñßãùíï åßíáé ôï ÁÂÃ.

Áðüäåéîç

Ôï ôñßãùíï ÁÂÃ éêáíïðïéåß ðñïöáíþò ôéò ðñïûðïèÝóåéò ôïõ

ðñïâëÞìáôïò.

Äéåñåýíçóç

Åöüóïí åîáóöáëßóïõìå ôçí ôïìÞ ôùí çìéåõèåéþí Bx êáé Ãy ôï

ðñüâëçìá Ý÷åé ëýóç. Ãéá íá óõìâáßíåé áõôü, äå èá ðñÝðåé êáìßá áðü

ôéò äïèåßóåò ãùíßåò íá åßíáé ìçäåíéêÞ êáé ôï ÜèñïéóìÜ ôïõò íá åßíáé

ìéêñüôåñï áðü 180�.

Ç ìïíáäéêüôçôá ôçò ëýóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ðñïêýðôåé áðü ôï 2
ï

êñéôÞñéï éóüôçôáò ôñéãþíùí (Ã-Ð-Ã), óýìöùíá ìå ôï ïðïßï, üðïéï ôñß-

ãùíï êé áí Ý÷ïõìå ìå ôá óôïé÷åßá áõôÜ èá åßíáé ßóï ìå ôï ôñßãùíï ÁÂÃ.

Óôï Ýñãï "Óôïé÷åßá" ôïõ Åõêëåßäç, ïé áíáðü-

äåéêôåò áñ÷Ýò, óôéò ïðïßåò óôçñßæåôáé ç ëïãéêÞ

áíÜðôõîçò ôçò Åõêëåßäåéáò Ãåùìåôñßáò, áíáöÝ-

ñïíôáé óå ôñåéò ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò:

• åíüò åõèõãñÜììïõ ôìÞìáôïò

• ôçò ðñïÝêôáóçò ìéáò åõèåßáò

• åíüò êýêëïõ ìå äïèÝí êÝíôñï êáé äïèåßóá

áêôßíá

¸ôóé õðÜñ÷åé óéùðçñÜ – ùò áíáãêáßá

óõíèÞêç – ç õðï÷ñÝùóç ÷ñÞóçò óôéò êáôáóêåõÝò

ôïõ êáíüíá êáé ôïõ äéáâÞôç ìüíï. Åßíáé äõíáôü

íá åðéíïçèïýí áðåñéüñéóôá óå ðëÞèïò üñãáíá

98

ÔÑÉÃÙÍÁè

å ù ñ ß á

3.7

ö

á

ù

A

B Ã

y

ùö

x

ÉÓÔÏÑÉÊÏ ÓÇÌÅÉÙÌÁÉÓÔÏÑÉÊÏ ÓÇÌÅÉÙÌÁ



êáôáóêåõÞò. ¼ìùò ïé Áñ÷áßïé ¸ëëçíåò ÷ñçóéìï-

ðïéïýóáí ôá äõï áðëïýóôåñá. ÌïíáäéêÞ åîáßñå-

óç Þôáí ôÝóóåñéò êáôáóêåõÝò, ãíùóôÝò óÞìåñá

ùò Üëõôá ãåùìåôñéêÜ ðñïâëÞìáôá ôçò áñ÷áéü-

ôçôáò:

1
ïí

Ï ôåôñáãùíéóìüò ôïõ êýêëïõ, äçëáäÞ

êáôáóêåõÞ ôåôñáãþíïõ ßóïõ åìâáäïý ìå

äïèÝíôá êýêëï.

2
ïí

Ï äéðëáóéáóìüò êýâïõ (Þ ÄÞëéï ðñüâëçìá –

ôï ìáíôåßï ôçò ÄÞëïõ Ýäùóå ÷ñçóìü íá

äéðëáóéáóôåß ï âùìüò ôïõ íáïý ôïõ

Áðüëëùíá óå êõâéêü ó÷Þìá), äçëáäÞ

êáôáóêåõÞ êýâïõ äéðëÜóéïõ üãêïõ áðü

äïèÝíôá êýâï.

3
ïí

Ç ôñéôï÷ïôüìçóç ôõ÷áßáò ãùíßáò.

4
ïí

Ç êáôáóêåõÞ êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ í

ðëåõñþí, üðïõ í ðñþôïò áñéèìüò ìåãá-

ëýôåñïò ôïõ 5.

Óôçí ðñïóðÜèåéá åðßëõóçò ôùí ðåñßöçìùí

áõôþí ðñïâëçìÜôùí åðéíïÞèçêáí – åêôüò ôçò

åõèåßáò êáé ôïõ êýêëïõ – Üëëá ó÷Þìáôá, üðùò:

• ç êïã÷ïåéäÞò ôïõ ÍéêïìÞäç,

• ç ìåóïëÜâïò ôïõ ÅñáôïóèÝíç,

• ç Ýëéêá ôïõ Áñ÷éìÞäç,

• ç åëëåéøïãñÜöïò ôïõ Ðñüêëïõ, êáèþò êáé

• ïé êùíéêÝò ôïìÝò (ðáñáâïëÞ, Ýëëåéøç, õðåñ-

âïëÞ) ôïõ Áðïëëþíéïõ, ãéáôß, üðùò áðïäåß-

÷èçêå áñãüôåñá, ôá ôÝóóåñá ðñïâëÞìáôá

åßíáé Üëõôá ìå áðïêëåéóôéêÞ ÷ñÞóç êáíüíá

êáé äéáâÞôç.

¼ëåò ïé áðüðåéñåò åðßëõóçò ôùí ðñïâëç-

ìÜôùí áõôþí õðÞñîáí åîáéñåôéêÜ åðïéêïäïìç-

ôéêÝò êáé ãéá Üëëïõò êëÜäïõò ôùí ìáèçìáôéêþí.

ÓõãêåêñéìÝíá óôçí ¢ëãåâñá óõíáíôÜìå ôçí åîÞò

âáóéêÞ ðñüôáóç, ðïõ ó÷åôßæåôáé:

ç ôñéôïâÜèìéá åîßóùóç x
3
+áx

2
+âx+ã=0,

üðïõ á,â,ã ñçôïß áñéèìïß, Ý÷åé ñßæá

êáôáóêåõÜóéìç ìüíï ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç, áí

êáé ìüíï áí ç åîßóùóç Ý÷åé ìßá ôïõëÜ÷éóôïí ñçôÞ

ñßæá.
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ

ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ 3
ïõ

ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

1 Íá êáôáóêåõáóôåß éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ,

áí ãíùñßæïõìå ôç ãùíßá A
�

êáé ôï ìÞêïò ôùí

ßóùí ðëåõñþí ÁÂ=ÁÃ=á.

2 Íá êáôáóêåõáóôåß éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ áí

ãíùñßæïõìå ôç ãùíßá ö
�

ôçò âÜóçò ÂÃ êáé ôï

ìÞêïò á ôùí ßóùí ðëåõñþí.

3 Íá êáôáóêåõáóôåß ôñßãùíï ÁÂÃ, áí ãíù-

ñßæïõìå ôá ìÞêç ôùí ðëåõñþí ÁÃ=â êáé

ÁÂ=ã êáé ôç ãùíßá Â
�

.

4 Íá êáôáóêåõáóôåß éóüðëåõñï ôñßãùíï, áí

åßíáé ãíùóôÞ ç ðëåõñÜ ôïõ.

5 Íá êáôáóêåõáóôåß éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ,

áí åßíáé ãíùóôÞ ç âÜóç ôïõ ÂÃ=á êáé ìéá áðü

ôéò ßóåò ðëåõñÝò ôïõ, Ýóôù ÁÃ=â.

6 Íá êáôáóêåõáóôåß ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ,

áí åßíáé ãíùóôÝò ïé äýï êÜèåôåò ðëåõñÝò ôïõ

ÁÃ=â êáé ÁÂ=ã.

7 Íá êáôáóêåõáóôåß ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ,

áí åßíáé ãíùóôÝò ç õðïôåßíïõóÜ ôïõ ÂÃ=á êáé

ç êÜèåôç ðëåõñÜ ôïõ ÁÂ=ã.

8 Íá êáôáóêåõáóôåß ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ,

áí åßíáé ãíùóôÞ ç õðïôåßíïõóá ôïõ ÂÃ=á êáé

ç ãùíßá Â ù
�

� .

1 Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé Ýóôù ôñßá ôõ÷áßá

óçìåßá Á~, Â~, Ã~ ôùí ðëåõñþí ÂÃ, ÁÃ, ÁÂ

áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé

ô<ÁÁ~+ÂÂ~+ÃÃ~<3ô.

2 Óå ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé Â
�

� �90 êáé ÁÃ=2ÁÂ.

Íá áðïäåßîåôå üôé Ã
Á

2

�

�

� .

3 Äßíåôáé åõèåßá å êáé óçìåßï Æ åêôüò áõôÞò. Áí

ÆÁ ôï êÜèåôï ôìÞìá êáé ÆÂ, ÆÃ êáé ÆÄ ïé

ðëÜãéåò ðñïò ôçí å ôÝôïéåò, þóôå ÆÃ=2ÆÂ êáé

ÆÄ=3ÆÂ, íá áðïäåßîåôå üôé ÃÄ<ÂÃ.

4 á) Äßíåôáé êýêëïò (Ï,R) äéáìÝôñïõ ÁÂ êáé

óçìåßï Ó ôçò çìéåõèåßáò ÏÁ. Íá áðïäåßîåôå

üôé ãéá êÜèå óçìåßï Ì ôïõ êýêëïõ éó÷ýåé

ÓÁ�ÓÌ�ÓÂ.

â) Íá âñåèåß ôï ìÝãéóôï êáé ôï åëÜ÷éóôï áðü ôá

ôìÞìáôá ðïõ Ý÷ïõí ôá Üêñá ôïõò óå äýï

êýêëïõò, ïé ïðïßïé äåí Ý÷ïõí êïéíÜ óçìåßá.

5 Íá êáôáóêåõáóôåß ôñßãùíï ÁÂÃ, áí ãíùñß-

æïõìå ôá ìÞêç ôùí ðëåõñþí ÂÃ=á, ÁÃ=â êáé

ôï ýøïò ÁÄ=õá.

6 Íá êáôáóêåõáóôåß éóïóêåëÝò ôñßãùíï, áí

åßíáé ãíùóôÞ ìéá áðü ôéò ßóåò ðëåõñÝò ôïõ

ÁÂ=â êáé ôï ýøïò ÁÄ=õá ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç

âÜóç ôïõ.

1 Ðïéá áðü ôéò ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò äåí

åîáóöáëßæåé ôçí éóüôçôá ôñéãþíùí;

Á.� Äýï ôñßãùíá åßíáé ßóá áí Ý÷ïõí äýï

ðëåõñÝò êáé ôçí ðåñéå÷ïìÝíç óå áõôÝò

ãùíßá áíôßóôïé÷á ßóåò.
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Â.� Äýï ôñßãùíá åßíáé ßóá áí Ý÷ïõí ôéò

ãùíßåò ôïõò ìßá ðñïò ìßá ßóåò.

Ã. � Äýï ôñßãùíá åßíáé ßóá áí Ý÷ïõí ìßá

ðëåõñÜ êáé ôéò ðñïóêåßìåíåò óå áõôÞí

ãùíßåò ßóåò ìßá ðñïò ìßá.

Ä.� Äýï ôñßãùíá åßíáé ßóá áí Ý÷ïõí ôéò

ðëåõñÝò ôïõò ìßá ðñïò ìßá ßóåò.

2 Äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá åßíáé ßóá üôáí Ý÷ïõí:

Á.� Ôéò êÜèåôåò ðëåõñÝò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò

ìßá.

Â.� ºóåò õðïôåßíïõóåò.

Ã. � Ôéò ïîåßåò ôïõò ãùíßåò ßóåò ìßá ðñïò

ìßá.

Ä.� ºóåò ðåñéìÝôñïõò.

3 Äýï ôñßãùíá åßíáé ßóá áí Ý÷ïõí:

Á.� Ôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò

ìßá.

Â.� Ôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõò ðáñÜëëçëåò ìßá

ðñïò ìßá.

Ã. � Ôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõò êÜèåôåò ìßá

ðñïò ìßá.

Ä.� Ôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõò áíÜëïãåò ìßá

ðñïò ìßá.

4 Íá åðéëÝîåôå ôçí ðåñßðôùóç åêåßíç óôçí

ïðïßá Ýíá ôñßãùíï äåí ìðïñåß íá åßíáé

óõã÷ñüíùò

Á.� Óêáëçíü êáé ïñèïãþíéï.

Â.� ÉóïóêåëÝò êáé ïîõãþíéï.

Ã. � Éóüðëåõñï êáé ïñèïãþíéï.

Ä.� Óêáëçíü êáé áìâëõãþíéï.

5 Áí ïé ãùíßåò åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ Ý÷ïõí ìÝôñá

Á
�

=4x, Â
�

=50�–2x êáé Ã
�

=150�–6x, ôé åßäïõò

ôñßãùíï åßíáé;

Á.� Ïñèïãþíéï óêáëçíü.

Â.� Áìâëõãþíéï óêáëçíü.

Ã. � Ïîõãþíéï óêáëçíü.

Ä.� Áìâëõãþíéï éóïóêåëÝò.

6 Ç ôñéãùíéêÞ áíéóüôçôá:

Á.� Áëçèåýåé ãéá êÜèå ôñéÜäá óçìåßùí Á,

Â, Ã åöüóïí ôá Á, Â, Ã åßíáé êïñõöÝò

ôñéãþíïõ.

Â.� Áëçèåýåé ãéá êÜèå ôñéÜäá óçìåßùí Á,

Â, Ã åêôüò êáé áí ôá Á, Â, Ã åßíáé

êïñõöÝò éóüðëåõñïõ ôñéãþíïõ.

Ã. � Áëçèåýåé ãéá êÜèå ôñéÜäá óçìåßùí Á,

Â, Ã êáé åßíáé ç

ÁÂ ÁÃ ÂÃ ÁÂ ÁÃ� � � �

Ä.� Áëçèåýåé ãéá êÜèå ôñéÜäá óçìåßùí Á,

Â, Ã åöüóïí áõôÜ äåí åßíáé êïñõöÝò

ïñèïãùíßïõ ôñéãþíïõ.

7 Áí ïé ðëåõñÝò åíüò ôñéãþíïõ Ý÷ïõí ìÞêç 3, 4

êáé x, ôüôå:

Á.� 0�x�4 Â. � 0<x<6

Ã. � 1<x<7 Ä. � 3�x�7

E.� 2<x<12

8 Áí ç ðåñßìåôñïò ôñéãþíïõ åßíáé 18 êáé x ç

ìåãáëýôåñç ðëåõñÜ, ôüôå ôï x ðáßñíåé ôéò ôéìÝò

ôïõ äéáóôÞìáôïò êáé ìüíï áõôÝò.

Á.� [0,6] Â. � (6,9)

Ã. � [1,12) Ä. � (0,9]

9 Áí Ýíá éóïóêåëÝò ôñßãùíï Ý÷åé ðëåõñÝò ìå

ìÞêç 4, 9 êáé x, ôüôå ç ðåñßìåôñüò ôïõ:

Á.� Åßíáé áêñéâþò 17.

Â.� Åßíáé áêñéâþò 22.

Ã. � Ìðïñåß íá åßíáé 17, ìðïñåß íá åßíáé êáé

22.

Ä.� Åßíáé áêñéâþò 26.

10 ¸íá éóïóêåëÝò ôñßãùíï Ý÷åé ðëåõñÝò ìå ìÞêç

5, 11, x. Ðüóåò ðéèáíÝò áêÝñáéåò ôéìÝò

õðÜñ÷ïõí ãéá ôï x;

Á. � 1 Â. � 2 Ã. � 3

Ä. � 4 Å. � Ðåñéóóüôåñåò áðü 4.
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Óôï 3ï êåöÜëáéï âáóéêü ó÷Þìá ìåëÝôçò Þôáí ôï ôñßãùíï. Êáèï-

ñßóáìå ôá åßäç ôñéãþíùí á) ùò ðñïò ôéò ðëåõñÝò: éóüðëåõñï, éóïóêåëÝò

êáé óêáëçíü êáé â) ùò ðñïò ôéò ãùíßåò: ïñèïãþíéï, áìâëõãþíéï êáé

ïîõãþíéï.

Ôá óôïé÷åßá åíüò ôñéãþíïõ, äéÜìåóïò, ýøïò, äé÷ïôüìïò Þôáí Ýíá

èÝìá ðïõ åîåôÜóáìå åðßóçò óôï êåöÜëáéï áõôü.

Óçìáíôéêü ìÝñïò ôïõ êåöáëáßïõ áöéåñþóáìå óôá êñéôÞñéá éóüôç-

ôáò ôõ÷áßùí ôñéãþíùí (Ð-Ã-Ð), (Ã-Ð-Ã) êáé (Ð-Ð-Ð). Åðßóçò áðïäåß-

îáìå êáé ôá êñéôÞñéá éóüôçôáò ïñèïãùíßùí ôñéãþíùí ðïõ óõíïøßæïíôáé

óôçí ðñüôáóç "áí äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá Ý÷ïõí äýï ïìþíõìá óôïé÷åßá

(ðïõ äåí åßíáé êáé ôá äýï ãùíßåò êáé óôá ïðïßá äå óõìðåñéëáìâÜíåôáé ç

ïñèÞ ãùíßá) ßóá Ýíá ðñïò Ýíá êáé ïìïßùò ôïðïèåôçìÝíá, ôüôå åßíáé ßóá".

Ç óýãêñéóç ôùí ôñéãþíùí ìáò Ýäùóå ôç äõíáôüôçôá íá áðïäåß-

îïõìå ôéò éäéüôçôåò ôïõ éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ (ïé ðáñÜ ôç âÜóç ãùíßåò

ßóåò, ýøïò-äéÜìåóïò-äé÷ïôüìïò ðñïò ôç âÜóç ôáõôßæïíôáé) êáé íá

äéáðéóôþóïõìå üôé êÜèå éäéüôçôá áð' áõôÝò åßíáé êáé êñéôÞñéï ãéá íá

åßíáé Ýíá ôñßãùíï éóïóêåëÝò.

Ôá ðñïçãïýìåíá åßäáìå üôé åðåêôåßíïíáé "åéò ôñéðëïýí" êáé óôï

éóüðëåõñï ôñßãùíï ìéáò êé áõôü åßíáé åéäéêÞ ðåñßðôùóç éóïóêåëïýò

ôñéãþíïõ ìå âÜóç ïðïéáäÞðïôå ðëåõñÜ.

Åöáñìüæïíôáò ôá êñéôÞñéá éóüôçôáò ôñéãþíùí áðïäåßîáìå üôé óå

ßóïõò êýêëïõò ç éóüôçôá äýï ÷ïñäþí, ìáò ïäçãåß óå éóüôçôá ôüîùí,

éóüôçôá åðßêåíôñùí ãùíéþí êáé éóüôçôá áðïóôçìÜôùí.

Åðßóçò åìöáíßóôçêå êáé îåêáèáñßóôçêå ç Ýííïéá ôïõ ãåùìåôñéêïý

ôüðïõ (áðïêëåéóôéêüôçôá ìéáò éäéüôçôáò áðü üëá ôá óçìåßá åíüò

ó÷Þìáôïò), ï ôñüðïò åíôïðéóìïý ôïõ (åõèý êáé áíôßóôñïöï) êáé Ýãéíå ç

ìåëÝôç ôñéþí âáóéêþí ãåùìåôñéêþí ôüðùí üðùò: ï êýêëïò, ç

ìåóïêÜèåôç, ç äé÷ïôüìïò ãùíßáò.
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Ôá äýï åßäç ôçò óõììåôñßáò, êåíôñéêÞ êáé áîïíéêÞ ìåëåôÞèçêáí

áíáëõôéêÜ óôï êåöÜëáéï áõôü êáé ðÜëé ìå ôç âïÞèåéá ôçò éóüôçôáò ôùí

ôñéãþíùí. Âáóéêü óõìðÝñáóìá åßíáé ç éóüôçôá ôùí óõììåôñéêþí

ó÷çìÜôùí, êáé âáóéêÞ Ýííïéá ôï êÝíôñï óõììåôñßáò ó÷Þìáôïò êáé ï

Üîïíáò óõììåôñßáò ó÷Þìáôïò (ð.÷. ôï êÝíôñï óôïí êýêëï êáé ç äéÜìåôñïò

óôïí êýêëï).

¸íá áëëï èÝìá ðïõ ìåëåôÞóáìå Þôáí ïé áíéóïôéêÝò ó÷Ýóåéò óôá

ôñßãùíá: åîùôåñéêÞ ãùíßá ìåãáëýôåñç áðü êÜèå áðÝíáíôé åóùôåñéêÞ,

Üíéóåò ðëåõñÝò áðÝíáíôé áðü Üíéóåò ãùíßåò óôï ßäéï ôñßãùíï, ôñéãùíéêÞ

áíéóüôçôá.

Óôï ðëáßóéï ôùí áíéóïôéêþí ó÷Ýóåùí áðïäåßîáìå áêüìç üôé ôï

êÜèåôï ôìÞìá åßíáé ìéêñüôåñï áðü êÜèå ðëÜãéï (ÁÂ>ÁÃ) êáé üôé ç

áíéóüôçôá äýï ðëÜãéùí åßíáé ïìüññïðç ìå ôçí áíéóüôçôá ôùí áðï-

óôÜóåùí ôùí é÷íþí ôïõò áðü ôï ß÷íïò ôçò êÜèåôçò (ÁÃ<ÁÄ áí êáé ìüíï

áí ÂÃ<ÂÄ).

Ç ó÷åôéêÞ èÝóç ìéáò åõèåßáò ùò ðñïò Ýíá êýêëï åîåôÜóôçêå óôç

óõíÝ÷åéá: åîùôåñéêÞ åõèåßá (üôáí Ý÷åé Ýíá êïéíü óçìåßï ìå ôïí êýêëï),

åöáðôïìÝíç (Ýíá ìüíï êïéíü óçìåßï) êáé ôÝìíïõóá (äýï êïéíÜ óçìåßá).

Óçìáíôéêüôáôá óõìðåñÜóìáôá åäþ åßíáé ç êáèåôüôçôá åöáðôïìÝíçò êáé

áêôßíáò ðïõ êáôáëÞãåé óôï óçìåßï åðáöÞò êáé üôé ôá äýï åöáðôüìåíá

ôìÞìáôá áðü Ýíá óçìåßï ðñïò êýêëï åßíáé ßóá.
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Ç ó÷åôéêÞ èÝóç äýï êýêëùí åîåôÜóôçêå óõíïðôéêÜ êáé äéá-

ðéóôþèçêå üôé:

á) ÐëÞèïò êïéíþí óçìåßùí: êáíÝíá, Ýíá Þ ôï ðïëý äýï.

â) Ôï ðëÞèïò ôùí êïéíþí óçìåßùí åîáñôÜôáé áðü ôç ó÷Ýóç äéÜêåíôñïõ

êáé áèñïßóìáôïò Þ äéáöïñÜò áêôßíùí.

ã) Óôïõò åöáðôüìåíïõò êýêëïõò (Ýíá ìüíï êïéíü óçìåßï) ç äéÜ-

êåíôñïò ðåñíÜ áðü ôï óçìåßï åðáöÞò êáé ó' áõôü ôï óçìåßï Ý÷ïõí

êïéíÞ åöáðôïìÝíç.

ä) Óôïõò ôåìíüìåíïõò êýêëïõò (äýï êïéíÜ óçìåßá) ç äéÜêåíôñïò åßíáé

ìåóïêÜèåôç óôçí êïéíÞ ÷ïñäÞ.

Ôï êåöÜëáéï Ýêëåéóå ìå ôçí Ýííïéá ôçò ãåùìåôñéêÞò êáôáóêåõÞò

(÷ñÞóç ìüíï êáíüíá êáé äéáâÞôç), üðïõ êáé ðñáãìáôïðïéÞèçêáí

ìåñéêÝò áð' áõôÝò. ¼ðùò Ýãéíå êáôáíïçôü ó' áõôÝò ïé ãåùìåôñéêïß ôüðïé

áðïäåéêíýïíôáé ÷ñçóéìüôáôá åñãáëåßá ó' Ýíá ôÝôïéï ðñüâëçìá.
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