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2.1 Ïé ðñùôáñ÷éêÝò ãåùìåôñéêÝò Ýííïéåò

Óôçñéæüìåíïé óôéò ðñùôáñ÷éêÝò Ýííïéåò óçìåßï, åõèåßá êáé åðß-

ðåäï ðñïêýðôåé ìéá óåéñÜ áðëïýóôåñùí êáé óôç óõíÝ÷åéá óõíèåôüôå-

ñùí ó÷çìÜôùí, ôéò éäéüôçôåò ôùí ïðïßùí ìåëåôÜ ç Åõêëåßäåéá Ãåù-

ìåôñßá.

Ïé ðñùôáñ÷éêÝò áõôÝò Ýííïéåò äåí ìðïñïýí íá ïñéóèïýí ìå áêñß-

âåéá êáé ìå ôçí áðáéôïýìåíç ìáèçìáôéêÞ áõóôçñüôçôá. Èåùñïýìå üôé

åßíáé ãíùóôÝò óå üëïõò ìáò ìÝóá áðü ôçí åìðåéñßá êáé ôçí äéáßóèçóç,

áëëÜ èá åðé÷åéñÞóïõìå ìßá ðéï ðñïóåãìÝíç "ðåñéãñáöÞ".

Óçìåßï. Èá èåùñïýìå üôé åßíáé Ýíá ó÷Þìá ðïõ äåí Ý÷åé ïýôå

ìïñöÞ, ïýôå äéáóôÜóåéò. Åßíáé ìßá èÝóç óôï ÷þñï. Ó÷åäéÜæïõìå Ýíá

óçìåßï óáí ìßá ôåëåßá ìå ôéò ìéêñüôåñåò äõíáôÝò äéáóôÜóåéò. ÏíïìÜ-

æïõìå ôá óçìåßá ìå ôá êåöáëáßá ãñÜììáôá Á, Â, Ã ê.ë.ð.

Åõèåßá. Åßíáé ìßá ãñáììÞ ðïõ ìïéÜæåé ìå ôåíôùìÝíï íÞìá

ìçäåíéêïý ðÜ÷ïõò, ðïõ ðñïåêôåßíåôáé áðåñéüñéóôá êáé áðü ôéò äýï

êáôåõèýíóåéò. ÉêáíïðïéçôéêÞ ó÷åäßáóç ìéáò åõèåßáò Ý÷ïõìå óôï

äéðëáíü ó÷Þìá. Óõíçèßæïõìå íá ïíïìÜæïõìå ìßá åõèåßá ìå ôá ðåæÜ

ãñÜììáôá ä, å, æ êëð.

Åðßðåäï. Åßíáé ìßá åðéöÜíåéá ëåßá, ðïõ ìïéÜæåé ìå ôåíôùìÝíï

öýëëï ÷áñôéïý ìçäåíéêïý ðÜ÷ïõò ìå áðåñéüñéóôåò äéáóôÜóåéò ðñïò

êÜèå êáôåýèõíóç. Ìéá éäéüôçôá ðïõ ÷áñáêôçñßæåé Ýíá åðßðåäï åßíáé

ç äõíáôüôçôá ðïõ Ý÷åé íá åöáñìüóåé ó' áõôü ìßá åõèåßá, üðùò êáé áí

ôïðïèåôçèåß. Ìßá éêáíïðïéçôéêÞ ðáñïõóßáóç åíüò ôìÞìáôïò åðéðÝ-

äïõ Ý÷ïõìå óôï äéðëáíü ó÷Þìá. Ãéá ôá åðßðåäá óõíçèéóìÝíåò ïíï-

ìáóßåò åßíáé Ð, Ñ, Ó, Q, q, p ê.ë.ð.
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¼ëá ôá ó÷Þìáôá ðïõ èá óõíáíôÞóïõìå óôç ìåëÝôç ìáò ôá èåù-

ñïýìå óýíïëá óçìåßùí Ýôóé, þóôå êÜèå óýíïëï óçìåßùí íá èåù-

ñåßôáé ãåùìåôñéêü ó÷Þìá.

ÌåôÜ ôçí åðéëïãÞ ôùí ðñùôáñ÷éêþí åííïéþí, èá êÜíïõìå êÜ-

ðïéåò ðáñáäï÷Ýò, óôéò ïðïßåò õðüêåéíôáé ïé Ýííïéåò áõôÝò. Ïé ðáñá-

äï÷Ýò áõôÝò äå÷üìáóôå üôé åßíáé áëçèåßò ÷ùñßò áðüäåéîç êáé åßíáé

ðñïôÜóåéò ðïõ ðåñéãñÜöïõí éäéüôçôåò ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôçí

åìðåéñßá ìáò. Ôéò ðñïôÜóåéò áõôÝò ôéò ïíïìÜæïõìå áîéþìáôá.

Ôá áîéþìáôá ìå ôç âïÞèåéá ôùí ïðïßùí èá áðïäåßîïõìå ôéò

ðñþôåò ðñïôÜóåéò ôçò Ãåùìåôñßáò åßíáé ôá ðáñáêÜôù:

Áðü äýï óçìåßá äéÝñ÷åôáé ìéá ìïíáäéêÞ åõèåßá.

Ãéá êÜèå åõèåßá õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá óçìåßï ôïõ åðéðÝ-

äïõ ðïõ äåí áíÞêåé ó' áõôÞ.

ÊÜèå åõèåßá Ý÷åé Üðåéñá óçìåßá êáé åêôåßíåôáé áðåñéüñéóôá

êáé ðñïò ôéò äýï êáôåõèýíóåéò, ÷ùñßò äéáêïðÝò êáé êåíÜ.

Óôï âéâëßï äå ãßíåôáé ðëÞñçò ðáñïõóßáóç ôùí áîéùìÜôùí ôçò

Ãåùìåôñßáò, áëëÜ óôçí ðïñåßá ïñéóìïý êáé ìåëÝôçò ôùí ó÷çìÜôùí

êáé üðïõ êñßíåôáé áðáñáßôçôï èá áíáöÝñïíôáé ôá ó÷åôéêÜ áîéþìáôá.
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2.2 Åõèýãñáììï ôìÞìá

2.2.1 Çìéåõèåßá - åõèýãñáììï ôìÞìá

Ïé ðñùôáñ÷éêÝò Ýííïéåò óçìåßï êáé åõèåßá èá ìáò âïçèÞóïõí

ôþñá íá ïñßóïõìå ôéò Ýííïéåò çìéåõèåßá êáé åõèýãñáììï ôìÞìá.

Çìéåõèåßá

Óôï äéðëáíü ó÷Þìá Ý÷ïõìå ìéá åõèåßá å ðïõ åêôåßíåôáé êáé ðñïò

ôéò äýï êáôåõèýíóåéò. ÊÜèå óçìåßï Ï áõôÞò ôçí ÷ùñßæåé óå äýï ó÷Þ-

ìáôá ðïõ äåí Ý÷ïõí Üëëï êïéíü óçìåßï ðáñÜ ìüíï áõôü. Èåùñïýìå

ôþñá äýï óýíïëá:

á) ôï óýíïëï óçìåßùí, ôï ó÷Þìá, ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôï Ï êáé üëá

ôá óçìåßá ôçò å ðïõ âñßóêïíôáé óôï Ýíá ìÝñïò ôçò ùò ðñïò Ï.

â) ôï óýíïëï óçìåßùí, ôï ó÷Þìá, ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôï Ï êáé üëá

ôá óçìåßá ôçò å ðïõ âñßóêïíôáé óôï Üëëï ìÝñïò ôçò ùò ðñïò Ï.

ÊáèÝíá áðü ôá óýíïëá áõôÜ ëÝãåôáé çìéåõèåßá ìå áñ÷Þ ôï Ï êáé

êáèåìéÜ áðü áõôÝò ïíïìÜæåôáé áíôéêåßìåíç çìéåõèåßá Þ ðñïÝêôáóç

ôçò Üëëçò.

Èåùñïýìå ôþñá Ýíá äåýôåñï óçìåßï, ôï Á. Ç çìéåõèåßá óôçí ïðïßá

áíÞêåé ôï Á ëÝãåôáé çìéåõèåßá ìå áñ÷Þ ôï Ï êáé óõìâïëßæåôáé ÏÁ.

Åõèýãñáììï ôìÞìá

Ãéá íá ïñßóïõìå ôþñá ôï åõèýãñáììï ôìÞìá èá êÜíïõìå ìéá

ôÝôáñôç ðáñáäï÷Þ, èá äéáôõðþóïõìå äçëáäÞ Ýíá ôÝôáñôï áîßùìá.

Áðü ôñßá äéáöïñåôéêÜ óçìåßá ìéáò åõèåßáò å, ìüíï ôï Ýíá

âñßóêåôáé ìåôáîý ôùí Üëëùí äýï.

Óôï äéðëáíü ó÷Þìá Ý÷ïõìå ìßá åõèåßá ôçí å, êáé ôá óçìåßá ôçò

Á,Â êáé Ã. Ôï óçìåßï Â åßíáé áõôü ðïõ âñßóêåôáé ìåôáîý ôùí Üëëùí

äýï, ôá óçìåßá Á êáé Ã âñßóêïíôáé åêáôÝñùèåí ôïõ Â, ôá óçìåßá Â

êáé Ã âñßóêïíôáé ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò óå ó÷Ýóç ìå ôï Á êáé ôá óçìåßá

Á êáé Â âñßóêïíôáé ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò óå ó÷Ýóç ìå ôï Ã.
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Ôï ó÷Þìá ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôá óçìåßá Á êáé Â êáé áð’ üëá ôá

óçìåßá ðïõ âñßóêïíôáé ìåôáîý áõôþí ôùí äýï ïíïìÜæåôáé åõèýãñáì-

ìï ôìÞìá ìå Üêñá ôá Á êáé Â êáé óõìâïëßæåôáé ÁÂ Þ ÂÁ.

ÖïñÝáò ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ ëÝãåôáé ç åõèåßá å.

ÅóùôåñéêÜ óçìåßá ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ ëÝãïíôáé üëá

ôïõ ôá óçìåßá åêôüò áðü ôá äýï Üêñá ôïõ.

ÅîùôåñéêÜ óçìåßá ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ ëÝãïíôáé ôá

óçìåßá ôïõ öïñÝá ôïõ ðïõ äåí åßíáé óçìåßá ôïõ ßäéïõ ôïõ ôìÞìáôïò.

Ïñßæïõìå óáí ìçäåíéêü åõèýãñáììï ôìÞìá Ýíá ôìÞìá ôïõ

ïðïßïõ ôá Üêñá óõìðßðôïõí.

2.2.2 Óýãêñéóç åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí -

ðñÜîåéò ìåôáîý ôìçìÜôùí

ºóá ïíïìÜæïíôáé äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÃÄ áí ìå

êáôÜëëçëç ìåôáôüðéóç ìðïñïýìå íá ôá öÝñïõìå óôçí ßäéá

èÝóç þóôå íá óõìðßðôïõí üëá ôïõò ôá óçìåßá.

ÐáñáôçñÞóåéò

1) Áõôüò ï ïñéóìüò ôçò éóüôçôáò áöïñÜ üëá ôá ó÷Þìáôá ðïõ èá

óõíáíôÞóïõìå óôï âéâëßï áõôü, ü÷é üìùò êáé üëá ôá ó÷Þìáôá ôçò

Ãåùìåôñßáò (ð.÷. ôá äéáíýóìáôá).

2) Ç ìåôáôüðéóç ó÷Þìáôïò èåùñåßôáé äéáäéêáóßá ãíùóôÞ áðü ôçí

åìðåéñßá. ÊáôÜ ôç ìåôáôüðéóç äå÷üìáóôå üôé ôá ó÷Þìáôá ðáñá-

ìÝíïõí áíáëëïßùôá ùò ðñïò ôç ìïñöÞ êáé ôï ìÝãåèïò.

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá äåí åßíáé ßóá, ôüôå

ïíïìÜæïíôáé Üíéóá êáé ôï Ýíá áðü ôá äýï åßíáé ìåãáëýôåñï áðü ôï

Üëëï. Ï Ýëåã÷ïò ãéá ôï áí äýï ôìÞìáôá åßíáé ßóá Þ Üíéóá ãßíåôáé ìå

ôïí ôñüðï ðïõ öáßíåôáé ðáñáêÜôù. ¸÷ïõìå äýï åõèýãñáììá ôìÞ-

ìáôá ÁÂ, ÃÄ êáé ìßá çìéåõèåßá ÏÅ.

Ôïðïèåôïýìå ôá ôìÞìáôá ðÜíù óôçí ÏÅ Ýôóé, þóôå ôá Üêñá ôïõò

Á êáé Ã íá âñßóêïíôáé óôçí áñ÷Þ Ï ôçò çìéåõèåßáò .

Áí ôï Â óõìðßðôåé ìå ôï Ä, ôüôå ôá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÃÄ åßíáé ßóá

êáé ãñÜöïõìå ÁÂ=ÃÄ.

Áí ôï Â åßíáé åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ ÃÄ, ôüôå ëÝìå üôé ôï ôìÞìá

ÁÂ åßíáé ìéêñüôåñï áðü ôï ÃÄ êáé ãñÜöïõìå ÁÂ<ÃÄ.
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Áí ôï óçìåßï Ä åßíáé åóùôåñéêü ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ, ôüôå ëÝìå üôé ôï

ôìÞìá ÁÂ åßíáé ìåãáëýôåñï áðü ôï ôìÞìá ÃÄ êáé ãñÜöïõìå ÁÂ>ÃÄ.

Ç éóüôçôá äýï åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí ìáò äßíåé ôç äõíáôüôçôá

íá ïñßóïõìå ìéá áêüìç Ýííïéá.

ÌÝóï åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ ïíïìÜæåôáé Ýíá óçìåßï ôïõ

Ï ôÝôïéï, þóôå ÁÏ=ÏÂ.

Äå÷üìáóôå ÷ùñßò áðüäåéîç üôé êÜèå åõèýãñáììï ôìÞìá Ý÷åé

ìüíï Ýíá ìÝóï.

Áí ÁÂ åßíáé Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá êáé Ï ôï ìÝóï ôïõ, ôüôå ôá

óçìåßá Á êáé Â ëÝìå üôé åßíáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôï Ï.

ÐÑÁÎÅÉÓ ÌÅÔÁÎÕ ÔÌÇÌÁÔÙÍ

Óôéò ðñÜîåéò ìåôáîý åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí ãßíåôáé ÷ñÞóç ôçò

çìéåõèåßáò êáé ôçò ôïðïèÝôçóçò åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí ó' áõôÞí.

Ðñüóèåóç åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí

Óôï ó÷Þìá Ý÷ïõìå äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá, ôï ÁÂ (ãéá

óõíôïìßá ôï óõìâïëßæïõìå ìå á) êáé ôï ÃÄ (ôï óõìâïëßæïõìå ìå â) êáé

ìßá çìéåõèåßá ôçí ÏÅ. Ôïðïèåôïýìå óôçí ÏÅ ôï ÁÂ Ýôóé, þóôå ôï

Üêñï ôïõ Á íá óõìðßðôåé ìå ôï Ï, êáé ôï ÃÄ Ýôóé, þóôå íá åßíáé

äéáäï÷éêü ìå ôï ÁÂ. Ó÷çìáôßóèçêå Ýôóé Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ôï

ÏÄ ôï ïðïßï êáëåßôáé Üèñïéóìá ôùí ÁÂ êáé ÃÄ.

ÃñÜöïõìå ÏÄ=ÁÂ+ÃÄ=á+â.

Áöáßñåóç åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí

¸÷ïõìå äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá ôï ÁÂ=á, ôï ÃÄ=â ìå â>á, êáé

ìßá çìéåõèåßá ôçí ÏÅ. Ôïðïèåôïýìå óôçí ÏÅ ôï ÁÂ êáé ôï ÃÄ Ýôóé þóôå ôï

Á êáé ôï Ã íá óõìðßðôïõí ìå ôï Ï. Åöüóïí ôá ÁÂ êáé ÃÄ äåí åßíáé ßóá, ôï

Ä äåí óõìðßðôåé ìå ôï Â. Ïñßæåôáé Ýôóé, Ýíá ôìÞìá ôï ÂÄ ôï ïðïßï êáëåßôáé

äéáöïñÜ ôïõ ôìÞìáôïò á áðü ôï ôìÞìá â, ãñÜöïõìå äå ÂÄ=â–á.

Óçìåßùóç

Áí â<á, ôüôå ôï â–á äåí ïñßæåôáé.

Áí á=â, ôüôå ç äéáöïñÜ â–á åßíáé ôï ìçäåíéêü åõèýãñáììï ôìÞìá.
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2.1

Ðïëëáðëáóéáóìüò áñéèìïý ìå åõèýãñáììï ôìÞìá

Áí ÁÂ åßíáé Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá êáé í Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò

áñéèìüò, ôüôå ôï Üèñïéóìá í åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí ßóùí ðñïò ôï

ÁÂ åßíáé Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ÃÄ ðïõ ïíïìÜæåôáé ãéíüìåíï ôïõ

áñéèìïý í ìå ôï ÁÂ êáé ãñÜöåôáé ÃÄ=í�ÁÂ.

Áêüìç ãñÜöïõìå ÁÂ
1

í
ÃÄ

ÃÄ

í
� � êáé ôï ÁÂ ëÝãåôáé ãéíüìåíï

ôïõ áñéèìïý
1

í
ìå ôï ÃÄ. ËÝìå áêüìç üôé ôï ÃÄ åßíáé í-ðëÜóéï ôïõ ÁÂ

êáé ôï ÁÂ åßíáé ôï Ýíá í-ïóôü ôïõ ÃÄ.

Áí ê èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò, ôüôå ôï ãéíüìåíï ôïõ ê ìå ôï

ôìÞìá
1

í
ÃÄ ïíïìÜæåôáé ãéíüìåíï ôïõ ñçôïý

ê

í
ìå ôï ÃÄ êáé ãñÜöåôáé

ê

í
ÃÄ

ê ÃÄ

í
�

�

Ïñßæïõìå áêüìç ùò ãéíüìåíï ôïõ áñéèìïý 0 ìå Ýíá åõèý-

ãñáììï ôìÞìá ÁÂ ôï ìçäåíéêü åõèýãñáììï ôìÞìá.

Óôï ó÷Þìá, ôï ÁÂ åßíáé Ýíáò åëáóôéêüò éìÜíôáò ôïí ïðïßï

ôåíôþíïõí äýï ðáéäéÜ ôñáâþíôáò ôïí áðü ôá Üêñá êáé ôá ïðïßá

áðïìáêñýíïíôáé ìå ôá÷ýôçôá 10 m/min. Óå Ýíá óçìåßï ôïõ éìÜíôá

õðÜñ÷åé Ýíáò êüìðïò Ê. Óôá ìÝóá ôùí ôìçìÜôùí ÊÁ êáé ÊÂ

õðÜñ÷ïõí äýï êïñäÝëåò Ê1 êáé Ê2. Ìå ðïéá ôá÷ýôçôá áðïìáêñý-

íïíôáé ïé äýï êïñäÝëåò áí ï éìÜíôáò ôåíôþíåôáé ïìïéüìïñöá;
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2.2.3 ÌÞêïò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò -

Áðüóôáóç óçìåßùí

Èåùñïýìå Ýíá ìç ìçäåíéêü åõèýãñáììï ôìÞìá ÌÍ êáé ôï

ïíïìÜæïõìå ìïíÜäá ìÝôñçóçò ôùí åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí.

Áí ÁÂ Ýíá ïðïéïäÞðïôå åõèýãñáììï ôìÞìá êáé
ê

ë
Ýíáò ñçôüò

áñéèìüò ãéá ôïí ïðïßï éó÷ýåé ç ó÷Ýóç ÁÂ
ê

ë
ÌÍ� � , ëÝìå üôé ôï ìÞêïò

ôïõ ÁÂ åßíáé
ê

ë
ìå ìïíÜäá ìÝôñçóçò ôï ÌÍ.

Áðïäåéêíýåôáé üôé ãéá êÜèå åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ ï áñéèìüò áõ-

ôüò õðÜñ÷åé, åßíáé ìïíáäéêüò êáé ìðïñåß íá åßíáé ñçôüò Þ êáé Üññçôïò.

Áêüìç ç óýãêñéóç êáé ïé ðñÜîåéò ìåôáîý ôùí åõèýãñáììùí

ôìçìÜôùí áíôéóôïé÷ïýí óôç óýãêñéóç êáé óôéò ðñÜîåéò ìåôáîý ôùí

ìçêþí ôïõò. Ãéá ôï ëüãï áõôü ìå ôï ßäéï óýìâïëï ðáñéóôÜíïõìå

ðïëëÝò öïñÝò ÷ùñßò äéÜêñéóç ôï ßäéï ôï åõèýãñáììï ôìÞìá Þ ôï

ìÞêïò ôïõ.

Ôï ìÞêïò åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ ôï ëÝìå áêüìç

áðüóôáóç ôùí óçìåßùí Á êáé Â.

ÐáñáôÞñçóç

Ç ìïíÜäá ìÝôñçóçò ôùí ôìçìÜôùí ìðïñåß íá åßíáé ïðïéïäÞðïôå

ìç ìçäåíéêü åõèýãñáììï ôìÞìá, áëëÜ ãéá ðñáêôéêïýò ëüãïõò Ý÷åé

êáèéåñùèåß ç ãíùóôÞ ìïíÜäá ôïõ ìÝôñïõ ìå ôá ðïëëáðëÜóéá êáé

õðïðïëëáðëÜóéÜ ôçò.

Ðñüâëçìá 2.1

Íá êáôáóêåõáóôåß Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ßóï ðñïò äïèÝí

åõèýãñáììï ôìÞìá ìå ôç ÷ñÞóç êáíüíá êáé äéáâÞôç.

ÊáôáóêåõÞ

¸óôù ÁÂ ôï äïèÝí åõèýãñáììï ôìÞìá. Ìå ôïí êáíüíá ÷áñÜó-

óïõìå ìéá åõèåßá å êáé èåùñïýìå ðÜíù ó' áõôÞí Ýíá ôõ÷áßï óçìåßï

O. Áðü ôéò äýï çìéåõèåßåò ðïõ ïñßæïíôáé åðéëÝãïõìå ìßá, ôçí ÏÅ.

Áíïßãïõìå ìåôÜ ôï äéáâÞôç Ýôóé, þóôå ôá äýï ôïõ Üêñá íá óõìðß-

ðôïõí ôï Ýíá ìå ôï Á êáé ôï Üëëï ìå ôï Â, üðùò óôï ó÷Þìá 1. (Óå ìéá

ôÝôïéá ðåñßðôùóç ëÝìå üôé ôï Üíïéãìá ôïõ äéáâÞôç åßíáé ÁÂ). Äéáôç-

ñþíôáò ôï Üíïéãìá ôïõ äéáâÞôç óôáèåñü ôïðïèåôïýìå ôï Ýíá ôïõ

Üêñï óôï óçìåßï Ï êáé ôï Üëëï óå Ýíá óçìåßï Ã ôçò çìéåõèåßáò OÅ,

üðùò óôï ó÷Þìá 2. Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÏÃ åßíáé ßóï ìå ôï ÁÂ.
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ÐáñáôÞñçóç

ÃåùìåôñéêÞ êáôáóêåõÞ èá êáëïýìå óôçí Ãåùìåôñßá ôïí

ó÷åäéáóìü åíüò ó÷Þìáôïò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ìüíï äéáâÞôç êáé

êáíüíá (÷Üñáêá ÷ùñßò õðïäéáéñÝóåéò). Ãéá êáëýôåñç êáôáíüçóç ôçò

ãåùìåôñéêÞò êáôáóêåõÞò èá ðñÝðåé íá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò äõíá-

ôüôçôåò ôùí äýï ðáñáðÜíù ãåùìåôñéêþí ïñãÜíùí.

(1) Ìå ôïí êáíüíá Ý÷ïõìå ìüíï ìßá äõíáôüôçôá. Íá ÷áñÜóóïõìå

ìßá åõèåßá üôáí ãíùñßæïõìå äýï óçìåßá áõôÞò.

(2) Ìå ôïí äéáâÞôç Ý÷ïõìå äýï äõíáôüôçôåò

á) Íá ÷áñÜóóïõìå êýêëï, åöüóïí ãíùñßæïõìå ôï êÝíôñï ôïõ

êáé ôçí áêôßíá ôïõ.

â) Íá “ìåôáôïðßóïõìå” Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá áðü ìßá èÝóç óå

ìßá Üëëç.

Áí Á, Â, Ã êáé Ä åßíáé äéáäï÷éêÜ óçìåßá ìéáò åõèåßáò å ìå

ÁÂ=ÃÄ, íá áðïäåßîåôå üôé:

á) ÁÃ=ÂÄ

â) Ôá ôìÞìáôá ÁÄ êáé ÂÃ Ý÷ïõí êïéíü ìÝóï

Ëýóç

á) ÅêöñÜæïõìå ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÃ ùò Üèñïéóìá ôùí

åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí ÁÂ êáé ÂÃ, ïðüôå ÁÃ=ÁÂ+ÂÃ (1)

ÁëëÜ åðåéäÞ ÁÂ=ÃÄ ç ó÷Ýóç (1) ãßíåôáé ÁÃ=ÃÄ+ÂÃ (2)

Ïìïßùò åêöñÜæïõìå ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÂÄ ùò Üèñïéóìá

ôùí åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí ÂÃ+ÃÄ, ïðüôå ÂÄ=ÂÃ+ÃÄ (3)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (2) êáé (3) ðñïêýðôåé ÁÃ=ÂÄ.

â) Áí Ï ôï ìÝóï ôïõ ÁÄ, èá áðïäåßîïõìå üôé ôï Ï åßíáé êáé ìÝóï ôïõ ÂÃ.

Åöüóïí ôï Ï ìÝóï ôïõ ÁÄ åßíáé ÁÏ=ÏÄ (4)

ÁëëÜ åðåéäÞ ÁÏ=ÁÂ+ÂÏ êáé ÏÄ=ÏÃ+ÃÄ ç ó÷Ýóç (4) ãßíåôáé

ÁÂ+ÂÏ=ÏÃ+ÃÄ Þ ÂÏ=ÏÃ (åðåéäÞ ÁÂ=ÃÄ) ðïõ óçìáßíåé

ðùò ôï Ï åßíáé êáé ìÝóï ôïõ ÂÃ.
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

Äßíïíôáé í óçìåßá, áíÜ ôñßá ìç óõíåõèåéáêÜ. Ðüóåò åõèåßåò

ïñßæïõí ôá óçìåßá áõôÜ ëáìâáíüìåíá áíÜ äýï;

Ëýóç

Áí Á1,Á2,...,Áí ôá óçìåßá, ôï Á1 åíþíåôáé ìå ôá õðüëïéðá í–1 êáé

ïñßæåé í–1 åõèåßåò. Ôï ßäéï óõìâáßíåé êáé ìå êáèÝíá áðü ôá óçìåßá

Á2,Á3,...,Áí. Ìðïñïýìå íá ðïýìå ëïéðüí üôé ôá í óçìåßá ïñßæïõí

í(í–1) åõèåßåò. ¼ìùò ôçí êÜèå åõèåßá ð.÷. ôçí åõèåßá ðïõ äéÝñ÷åôáé

áðü ôá óçìåßá Á1, Á2 ôçí õðïëïãßóáìå êáé ùò Á1Á2 êáé ùò Á2Á1,

äçëáäÞ äõï öïñÝò.

ÅðïìÝíùò ôá í óçìåßá ïñßæïõí
í(í 1)

2

�
åõèåßåò.

1 ¸÷ïõìå 8 óçìåßá ü÷é óõíåõèåéáêÜ áíÜ ôñßá.

Áí ôá åíþóïõìå áíÜ äýï ðüóá åõèýãñáììá

ôìÞìáôá ïñßæïõí;

2 Áí Ì ôï ìÝóï åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò

ÁÂ, ôüôå:

á) Ìå ìïíÜäá ìÝôñçóçò ôï ÌÁ, ðïéï åßíáé

ôï ìÝôñï ôïõ ÁÂ;

â) Ìå ìïíÜäá ìÝôñçóçò ôï ÁÂ, ðïéï åßíáé ôï

ìÝôñï ôïõ ÌÂ;

3 Íá ãñÜøåôå ôï ÁÄ óáí Üèñïéóìá åõèý-

ãñáììùí ôìçìÜôùí ìå üóï ðåñéóóüôåñïõò

ôñüðïõò ìðïñåßôå.

4 Ðüóá óçìåßá ðñÝðåé íá ðÜñïõìå óå ìßá

åõèåßá þóôå íá ïñßæïíôáé 6 çìéåõèåßåò; Óôçí

ðåñßðôùóç áõôÞ ðüóá åõèýãñáììá ôìÞìáôá

ïñßæïíôáé;

5 Íá ãñÜøåôå ôá ìÝôñá ôùí ôìçìÜôùí á, â, ã ôïõ

ðáñáêÜôù ó÷Þìáôïò ìå ìïíÜäåò ìÝôñçóçò ôéò

ã, â, á áíôßóôïé÷á.
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

1 Óå Ýíá öéëéêü ãåýìá êáèÝíáò áðü ôïõò ðá-

ñåõñéóêüìåíïõò ôóïýãêñéóå ìå êÜèå Üëëïí

ðáñåõñéóêüìåíï ôï ðïôÞñé ôïõ 2 öïñÝò. Åßíáé

äõíáôüí íá áêïýóôçêáí áêñéâþò 50

ôóïõãêñßóìáôá;

2 Óå åõèåßá å ðáßñíïõìå ôï åõèýãñáììï ôìÞìá

ÁÂ êáé Ýóôù Ì ôï ìÝóï ôïõ. Áí Ó åßíáé Ýíá

óçìåßï óôçí ðñïÝêôáóç ôïõ ÁÂ êáé Ñ Ýíá

óçìåßï åóùôåñéêü ôïõ ÌÂ, íá áðïäåßîåôå üôé:

á) ÓÌ
1

2
(ÓÁ ÓÂ)� �

â) ÑÌ
1

2
(ÑÁ ÑÂ)� �

3 Óå Ýíá ôïõñíïõÜ óêáêéóôþí êÜèå ðáßêôçò

Ýðáéîå ìßá ìüíï ðáñôßäá ìå êáèÝíá áðü ôïõò

õðüëïéðïõò. ÓõíïëéêÜ Ýãéíáí 45 ðáé÷íßäéá.

Ðüóïé ðáßêôåò óõììåôåß÷áí óôï ôïõñíïõÜ

áõôü;

4 Óå åõèåßá å ðáßñíïõìå óôç óåéñÜ ôá óçìåßá Á,

Â, Ã êáé Ä. Áí Ì êáé Í ôá ìÝóá ôùí ÁÂ êáé ÃÄ

áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ÌÍ
1

2
(ÁÄ ÂÃ)� � .

5 Äßíåôáé åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ=4 êáé Ì

óçìåßï ôïõ ÁÂ ôÝôïéï þóôå ÌÁ
4

3
ÌÂ� . Íá

âñåèïýí ôá ÌÁ êáé ÌÂ.

6 Áí í óçìåßá ôá ïðïßá áíÜ ôñßá äåí åßíáé

óõíåõèåéáêÜ, ïñßæïõí ëáìâáíüìåíá áíÜ äýï

36 åõèåßåò, íá âñåèåß ôï ðëÞèïò í ôùí

óçìåßùí.

1 Óå ìßá åõèåßá å ðáßñíïõìå óôç óåéñÜ ôá

óçìåßá Á, Â, Ã êáé Ä. Áí Ì êáé Í ôá ìÝóá ôùí

ôìçìÜôùí ÁÃ êáé ÂÄ áíôßóôïé÷á, íá

áðïäåßîåôå üôé ÌÍ
1

2
(ÁÂ ÃÄ).� �

2 Óå åõèåßá å ðáßñíïõìå ôá óçìåßá Á, Â êáé Ì

Ýôóé þóôå í�ÁÌ=ì�ÂÌ, üðïõ ì, í öõóéêïß

áñéèìïß. Íá áðïäåßîåôå üôé:

á) ÌÃ
í ÁÃ ì ÂÃ

ì í
�

� � �
�

, áí ôï Ã âñßóêåôáé

óôçí ðñïÝêôáóç ôïõ ÁÂ.

â) ÌÃ
í ÁÃ ì ÂÃ

ì í
�

� � �
�

, áí ôï Ã âñßóêåôáé

ìåôáîý ôùí Ì êáé Â.

3 Äßíïíôáé ôñßá äéáäï÷éêÜ åõèýãñáììá ôìÞìáôá

ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ ðÜíù óå ìßá åõèåßá. Áí ÁÃ=ÂÄ,

íá áðïäåßîåôå üôé ôá ôìÞìáôá ÁÄ êáé ÂÃ Ý÷ïõí

êïéíü ìÝóï.
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2.3 Ãùíßåò

2.3.1 Ôï çìéåðßðåäï

Óôï äéðëáíü ó÷Þìá Ý÷ïõìå Ýíá åðßðåäï Ð êáé ìßá åõèåßá å ðïõ

áíÞêåé ó’ áõôü.

Ç åõèåßá å ôï ÷ùñßæåé óå äýï êïììÜôéá (ìÝñç) Ð1 êáé Ð2 ðïõ

ïíïìÜæïíôáé çìéåðßðåäá êáé Ý÷ïõí ôéò ðáñáêÜôù éäéüôçôåò:

1. Ôá Ð1 êáé Ð2 Ý÷ïõí êïéíÜ óçìåßá ìüíï ôá óçìåßá ôçò å.

2. Áí Ýíá óçìåßï Á áíÞêåé óôï Ð1 êáé Ýíá óçìåßï Â áíÞêåé óôï Ð2,

ôüôå ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ Ý÷åé ìå ôçí å Ýíá ìüíï êïéíü óçìåßï.

3. Áí ôá óçìåßá Á êáé Ã áíÞêïõí óôï ßäéï çìéåðßðåäï, ôüôå ôï

åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÃ äåí Ý÷åé êáíÝíá êïéíü óçìåßï ìå ôçí

åõèåßá å.

2.3.2 Ç Ýííïéá ôçò ãùíßáò

Óå Ýíá åðßðåäï Ð Ý÷ïõìå äýï çìéåõèåßåò Ïx êáé Ïy ìå êïéíÞ

áñ÷Þ ôï Ï. Ôï ó÷Þìá ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôéò äýï áõôÝò çìéåõèåßåò

ïíïìÜæåôáé ãùíßá, ôï óçìåßï Ï êïñõöÞ ôçò ãùíßáò êáé ïé çìéåõèåßåò

Ïx êáé Ïy ïíïìÜæïíôáé ðëåõñÝò ôçò ãùíßáò.

ÁìÝóùò ìåôÜ Ý÷ïõìå ÷áñÜîåé ôïõò öïñåßò ôùí çìéåõèåéþí Ïx

êáé Ïy. ÁõôÝò ïé åõèåßåò ïñßæïõí ôá åîÞò çìéåðßðåäá: ç xx~ ôá Ð1 êáé

Ð2 êáé ç y~y ôá Ð3 êáé Ð4.

Ç ôïìÞ ôùí çìéåðéðÝäùí Ð1 êáé Ð3 (ôï ìç óêéáóìÝíï ìÝñïò ôïõ

åðéðÝäïõ) êáëåßôáé åóùôåñéêü ôçò ãùíßáò ðïõ ïñßóáìå ðáñáðÜíù.

Åîùôåñéêü ôçò ßäéáò ãùíßáò êáëåßôáé ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí

ðïõ äåí áíÞêïõí ïýôå óôçí ßäéá ôç ãùíßá ïýôå óôï åóùôåñéêü ôçò.

ÌçäåíéêÞ ãùíßá êáëåßôáé ìßá ãùíßá ðïõ ïé ðëåõñÝò ôçò

óõìðßðôïõí êáé äåí Ý÷åé êáèüëïõ åóùôåñéêÜ óçìåßá. Áí Ïx ç

"äéðëÞ" ðëåõñÜ ìéáò ìçäåíéêÞò ãùíßáò áõôÞ óõìâïëßæåôáé ìå xOx
�

.

ÐëÞñçò ãùíßá êáëåßôáé ìßá ãùíßá ðïõ ïé ðëåõñÝò ôçò

óõìðßðôïõí êáé ãéá åóùôåñéêü Ý÷åé üëï ôï õðüëïéðï åðßðåäï. Áí Ïx

ç "äéðëÞ" ðëåõñÜ ìéáò ôÝôïéáò ãùíßáò áõôÞ óõìâïëßæåôáé ìå xOx
�

.
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Åõèåßá ãùíßá êáëåßôáé ìßá ãùíßá ðïõ ïé ðëåõñÝò ôçò åßíáé

áíôéêåßìåíåò çìéåõèåßåò êáé Ý÷åé ãéá åóùôåñéêü ôï Ýíá áðü ôá äõï

çìéåðßðåäá ðïõ áõôÝò ïñßæïõí.

ÊõñôÞ ãùíßá êáëåßôáé ôï ó÷Þìá ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ìßá ãùíßá,

üðùò ôçí ïñßóáìå óôçí áñ÷Þ ôçò ðáñáãñÜöïõ êáé áðü ôï åóùôåñéêü

ôçò. Ç êõñôÞ ãùíßá ðïõ ó÷çìáôßæåôáé áðü ôéò çìéåõèåßåò Ïx êáé Ïy

óõìâïëßæåôáé ìå xOy
�

.

Ìç êõñôÞ ãùíßá êáëåßôáé ôï ó÷Þìá ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ìéá

ãùíßá êáé ôï åîùôåñéêü ôçò. Ç ìç êõñôÞ ãùíßá ðïõ ïñßæåôáé áðü ôéò

çìéåõèåßåò Ox êáé Oy óõìâïëßæåôáé ìå xOy
�

.

ÅðåéäÞ êáôÜ êáíüíá óôá ó÷Þìáôá ðïõ èá óõíáíôÞóïõìå

ðáñïõóéÜæïíôáé êõñôÝò ãùíßåò, óôç óõíÝ÷åéá, üôáí ëÝìå ãùíßá èá

åííïïýìå ôçí êõñôÞ ãùíßá, åêôüò êé áí ôï äçëþíïõìå äéáöïñåôéêÜ.

2.3.3 Óýãêñéóç ãùíéþí

ºóåò êáé Üíéóåò ãùíßåò

Áí ìéá ãùíßá åßíáé äõíáôüí íá ìåôáôïðéóôåß, Ýôóé þóôå íá

óõìðÝóïõí üëá ôçò ôá óôï÷åßá (êïñõöÞ, ðëåõñÝò êáé åóùôåñéêü) ìå

ôá áíôßóôïé÷á óôïé÷åßá ìéáò Üëëçò ãùíßáò, ôüôå ïé ãùíßåò áõôÝò èá

ïíïìÜæïíôáé ßóåò.

Èåùñïýìå äýï ãùíßåò ôéò xOy
�

êáé êËì
�

. Ìåôáôïðßæïõìå ôç ãùíßá

xOy
�

êáé ôçí ôïðïèåôïýìå ðÜíù óôç ãùíßá êËì
�

Ýôóé, þóôå ç êïñõöÞ Ï

íá óõìðÝóåé ìå ôçí êïñõöÞ Ë êáé ç ðëåõñÜ Ox ìå ôçí ðëåõñÜ Ëê.

Áí êáé ç ðëåõñÜ Ïy óõìðÝóåé ìå ôçí ðëåõñÜ Ëì, ôüôå ëÝìå üôé ïé

ãùíßåò åßíáé ßóåò, êáé ãñÜöïõìå xOy êËì
� �

� .

Áí ç ðëåõñÜ Ïy âñåèåß óôï åóùôåñéêü ôçò ãùíßáò êËì
�

, ôüôå ëÝìå üôé ç

ãùíßá xOy
�

åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôç ãùíßá êËì
�

êáé ãñÜöïõìå

xOy êËì
� �

� .

Áí ç ðëåõñÜ Ëì âñåèåß óôï åóùôåñéêü ôçò ãùíßáò xOy
�

, ôüôå ëÝìå üôé

ç ãùíßá xOy
�

åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôç ãùíßá êËì
�

êáé ãñÜöïõìå

xOy êËì
� �

� .

Óôéò äýï ôåëåõôáßåò ðåñéðôþóåéò ëÝìå üôé ïé ãùíßåò åßíáé Üíéóåò.
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Äé÷ïôüìïò ãùíßáò

¸÷ïõìå ìßá ãùíßá xÏy
�

êáé óôï åóùôåñéêü ôçò ìßá çìéåõèåßá Ïä

ç ïðïßá ôç ÷ùñßæåé óå äýï ßóåò ãùíßåò ôéò xÏä
�

êáé yÏä
�

. Ç çìéåõèåßá

áõôÞ ïíïìÜæåôáé äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò. Äå÷üìáóôå ôï áîßùìá:

ÊÜèå ãùíßá Ý÷åé ìüíï ìßá äé÷ïôüìï.

Ç ðëÞñçò ãùíßá Ý÷åé ãéá äé÷ïôüìï ìßá çìéåõèåßá áíôéêåßìåíç ôçò

ìïíáäéêÞò ôçò äéðëÞò ðëåõñÜò. ÁõôÞ ç äé÷ïôüìïò ôçí ÷ùñßæåé óå äýï

åõèåßåò ãùíßåò. Ç åõèåßá ãùíßá ëïéðüí åßíáé ôï ìéóü ôçò ðëÞñïõò

ãùíßáò.

Ç åõèåßá ãùíßá xÏy
�

óôï äéðëáíü ó÷Þìá Ý÷åé ãéá äé÷ïôüìï ôçí

Ïä. Ç äé÷ïôüìïò áõôÞ ïñßæåé ôçí ïñèÞ ãùíßá.

ÏñèÞ ãùíßá êáëåßôáé ìßá ãùíßá ç ïðïßá åßíáé ôï ìéóü ôçò

åõèåßáò ãùíßáò.

Ç ïñèÞ ãùíßá åßíáé ìßá ãùíßá "áíáöïñÜò" êáé óõìâïëßæåôáé 1 �.

Ç ðáñïõóßá ôçò èá åßíáé óõ÷íÞ óå ðïëëÜ áðü ôá ó÷Þìáôá ðïõ èá

óõíáíôÞóïõìå óôçí óõíÝ÷åéá. Ìå âÜóç ôçí ãùíßá áõôÞ äßíïíôáé ïé

åðüìåíïé ïñéóìïß.

Áìâëåßá ãùíßá ëÝãåôáé ìßá ãùíßá ðïõ åßíáé ìåãáëýôåñç áðü

ôçí ïñèÞ.

Ïîåßá ãùíßá ëÝãåôáé ìßá ãùíßá ðïõ åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôçí

ïñèÞ.

2.3.4 ÊÜèåôåò åõèåßåò

Ç óðïõäáéüôçôá ôçò ïñèÞò ãùíßáò öáßíåôáé åðßóçò êáé áðü ôçí

ðáñïõóßá ôçò óôéò Ýííïéåò ðïõ áêïëïõèïýí.
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ÊÜèåôåò ïíïìÜæïíôáé äýï åõèåßåò, üôáí ôÝìíïíôáé êáé ìéá áðü

ôéò ãùíßåò ðïõ ó÷çìáôßæïíôáé åßíáé ïñèÞ. Áí äýï åõèåßåò ä êáé

å åßíáé êÜèåôåò ãñÜöïõìå ä�å.

Ìïíáäéêüôçôá êÜèåôçò áðü óçìåßï óå åõèåßá

Áðü Ýíá óçìåßï Ï ìéáò åõèåßáò å äéÝñ÷åôáé ìßá ìüíï, åõèåßá

êÜèåôç óôçí å.

Áéôéïëüãçóç

Áí èåùñÞóïõìå ôçí åõèåßá ãùíßá �å Ïå
�

, áõôÞ Ý÷åé ìéá ìüíï

äé÷ïôüìï ôçí Ïä ç ïðïßá ïñßæåé ôéò äýï ïñèÝò ãùíßåò äÏå�
�

êáé äÏå
�

. Ç

äé÷ïôüìïò Ïä~ ôçò Üëëçò åõèåßáò ãùíßáò �å Ïå
�

ïñßæåé êé áõôÞ ôéò äýï

ïñèÝò ãùíßåò �å Ïä
�

êáé åÏä
�

. Ïé äýï áíôéêåßìåíåò çìéåõèåßåò Ïä êáé

Ïä~ ïñßæïõí ôç ìïíáäéêÞ êÜèåôç óôçí å.

Áðü óçìåßï Á åêôüò åõèåßáò å äéÝñ÷åôáé ìßá ìüíï åõèåßá

êÜèåôç óôçí å.

Áéôéïëüãçóç

Ç áéôéïëüãçóç ôïõ èåùñÞìáôïò áõôïý äåí ìðïñåß íá ãßíåé ìå ôá

üóá ãíùñßæïõìå ìÝ÷ñé ôþñá, áëëÜ èá "åîçãÞóïõìå" ãéá ðïéï ëüãï äåí

ìðïñåß íá õðÜñîåé äåýôåñç êÜèåôç. Áí õðÞñ÷áí äýï êÜèåôåò, ïé ÁÂ êáé

ÁÃ êáé "äéðëþíáìå" ôï åðßðåäï êáôÜ ôçí å, Ýôóé þóôå íá óõìðÝóïõí ôá

äýï çìéåðßðåäá, ôüôå ç çìéåõèåßá ÂÁ èá âñéóêüôáí óôç èÝóç ÂÁ~ êáé ç

ïñèÞ ãùíßá ÁÂÃ
�

óôç èÝóç ôçò ïñèÞò �Á ÂÃ
�

, äçëáäÞ ç ÁÂÁ~ èá Þôáí

åõèåßá. Åöüóïí ç ãùíßá ÁÃÂ
�

åßíáé ïñèÞ êáé ç ÂÃÁ �
�

èá Þôáí ïñèÞ, Üñá

êáé ç ÁÃÁ~ èá Þôáí åõèåßá. ÅðïìÝíùò áðü ôá óçìåßá Á êáé Á~ èá

ðåñíïýóáí äýï äéáöïñåôéêÝò åõèåßåò, ïé ÁÂÁ~ êáé ÁÃÁ~ ãåãïíüò ðïõ

áíôéâáßíåé óôï 2
ï

áîßùìá. ¢ñá äåí ìðïñåß íá õðÜñîåé äåýôåñç êÜèåôç.

Áí ÁÂ åßíáé ç ìïíáäéêÞ êÜèåôç áðü ôï óçìåßï Á óôçí å, ôï

óçìåßï Â êáëåßôáé ðñïâïëÞ ôïõ Á ðÜíù óôçí å êáé ôï ìÞêïò ôïõ

ôìÞìáôïò ÁÂ áðüóôáóç ôïõ óçìåßïõ Á áðü ôçí å. Ç åõèåßá å ôÝìíåé

ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÁ~ óôï ìÝóï ôïõ Â êáé ìÜëéóôá êÜèåôá, ãéá ôï

ëüãï áõôü êáëåßôáé ìåóïêÜèåôç ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÁ~. Óå
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ìéá ôÝôïéá èÝóç ôá óçìåßá Á êáé Á~ êáëïýíôáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò

ôçí åõèåßá å Þ ùò ðñïò ôïí Üîïíá å.

ÐáñáôÞñçóç

Ôçí êáôáóêåõÞ ôçò êÜèåôçò áðü Ýíá óçìåßï óå åõèåßá êáèþò

êáé ôçí êáôáóêåõÞ ôçò ìåóïêÜèåôçò ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç èá ôçí

åîåôÜóïõìå óôï ÊåöÜëáéï 3.

2.3.5 ÐñÜîåéò ìå ãùíßåò

Óôï ðñþôï ó÷Þìá ïé ãùíßåò xÏy
�

êáé yÏæ
�

Ý÷ïõí êïéíÞ êïñõöÞ ôï

óçìåßï Ï, ìßá ðëåõñÜ êïéíÞ ôçí Ïy êáé êáíÝíá Üëëï êïéíü óçìåßï.

Äýï ãùíßåò ðïõ ðëçñïýí ôéò äýï ðáñáðÜíù ðñïûðïèÝóåéò

ïíïìÜæïíôáé åöåîÞò.

Óôï äåýôåñï ó÷Þìá ç ãùíßá xÏy
�

åßíáé åöåîÞò ìå ôçí yÏæ
�

, ç yÏæ
�

åöåîÞò ìå ôçí æÏç
�

, ç æÏç
�

ìå ôçí çÏè
�

êáé ïé ãùíßåò áõôÝò Ý÷ïõí ìüíï

êïéíü óçìåßï ôçí êïñõöÞ Ï. Ïé ãùíßåò áõôÝò êáëïýíôáé äéáäï÷éêÝò

ãùíßåò.

Ðñüóèåóç ãùíéþí

¸óôù xÏy
�

êáé æÈ
�

ç äýï ãùíßåò. Ìåôáôïðßæïõìå ôç æÈ
�

ç êáé ôçí

ôïðïèåôïýìå Ýôóé, þóôå ïé xÏy
�

êáé æÈ
�

ç íá ãßíïõí åöåîÞò. Ïé ðëåõñÝò

Ïx êáé Ïç âñßóêïíôáé åêáôÝñùèåí ôçò êïéíÞò ðëåõñÜò (Ïy Þ Èæ) êáé

ïñßæïõí ìßá íÝá ãùíßá ôçí xÏ
�

ç. ÁõôÞ ôçí ãùíßá ïíïìÜæïõìå

Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí xÏ
�

y êáé zÈ
�

ç êáé ãñÜöïõìå xÏ
�

ç=xÏ
�

y+æÈ
�

ç.

Áöáßñåóç ãùíéþí

Óôï ó÷Þìá Ý÷ïõìå äýï ãùíßåò ôéò xÏ
�

y êáé xÏ
�

æ ðïõ åßíáé

ôïðïèåôçìÝíåò Ýôóé, þóôå ç êïñõöÞ ôïõò íá åßíáé êïéíÞ, ç ðëåõñÜ

Ïx êïéíÞ êáé ïé ãùíßåò íá ìçí åßíáé åöåîÞò (ïé ìç êïéíÝò ðëåõñÝò

ôïõò âñßóêïíôáé ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôçò êïéíÞò, äçëáäÞ ç xÏ
�

z

êáôáëáìâÜíåé Ýíá ìÝñïò ôçò xÏ
�

y).Ôï õðüëïéðï ìÝñïò ôçò xÏ
�

y,

äçëáäÞ ç ãùíßá æÏ
�

y êáëåßôáé äéáöïñÜ ôçò ãùíßáò xÏ
�

æ áðü ôçí ãùíßá

xÏ
�

y êáé ãñÜöåôáé zÏ
�

y=xÏ
�

y–xÏ
�

z.
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Ðïëëáðëáóéáóìüò ìç áñíçôéêïý áñéèìïý ìå ãùíßá

´Åóôù ë öõóéêüò áñéèìüò êáé xÏ
�

y ìßá ãùíßá. Ïñßæïõìå ãéíüìåíï

ôïõ ë êáé ôçò ãùíßáò xÏ
�

y ìßá ãùíßá ðïõ óõìâïëßæåôáé ë�xÏ
�

y êáé

éóïýôáé ìå

x Ïy x Ïy x Ïy
� � �

� � ����
ë öïñåò

� ����� �����
.

Ôï óýìâïëï
1

ë
�xÏ

�

y ðáñéóôÜíåé ìßá ãùíßá ðïõ åßíáé ßóç ìå ôï Ýíá

ìÝñïò áðü ôá ë ßóá óôá ïðïßá ÷ùñßæïõìå ôç ãùíßá xÏ
�

y. Ôï

óõìâïëßæïõìå áêüìç ìå
xOy

ë

�

êáé ôï êáëïýìå ãéíüìåíï ôïõ áñéèìïý

1

ë
ìå ôçí ãùíßá xÏ

�

y.

Ôï óýìâïëï
ê

ë
xÏ

�

y ðáñéóôÜíåé ôçí ãùíßá ê�	
1

ë
�xÏ

�

y) êáé êáëåßôáé

ãéíüìåíï ôïõ áñéèìïý
ê

ë
ìå ôçí ãùíßá xÏ

�

y.

¢ëëá åßäç ãùíéþí

Åêôüò áðü ôéò åöåîÞò êáé ôéò äéáäï÷éêÝò ãùíßåò óçìáíôéêÞ

ðåñßðôùóç ãùíéþí åßíáé êáé ïé êáôáêïñõöÞí ãùíßåò.Óôï äéðëáíü

ó÷Þìá Ý÷ïõìå äýï ãùíßåò ôéò xÏ
�

y êáé æÏ
�

ç ìå:

1) êïéíÞ êïñõöÞ êáé

2) ïé ðëåõñÝò ôçò ìéáò åßíáé ïé áíôéêåßìåíåò çìéåõèåßåò ôùí

ðëåõñþí ôçò Üëëçò.

ÁõôÜ ôá äýï óôïé÷åßá êáèïñßæïõí ôéò êáôáêïñõöÞí ãùíßåò.

ÅíäéáöÝñïí ðáñïõóéÜæïõí äýï ãùíßåò ìå Üèñïéóìá ìßá Þ äýï

ïñèÝò.

ÐáñáðëçñùìáôéêÝò ãùíßåò ïíïìÜæïíôáé äýï ãùíßåò ìå

Üèñïéóìá äýï ïñèÝò (2 �).

ÓõìðëçñùìáôéêÝò ïíïìÜæïíôáé äýï ãùíßåò ìå Üèñïéóìá ìßá

ïñèÞ (1 �).

ÐÑÏÔÁÓÅÉÓ ÊÁÉ ÁÐÏÄÅÉÎÅÉÓ

ÌÝ÷ñé ôþñá ïñßóáìå ôéò âáóéêÝò Ýííïéåò ôçò Ãåùìåôñßáò ìå ôç

âïÞèåéá ôùí ðñùôáñ÷éêþí åííïéþí, äéáôõðþíïíôáò êÜðïéá áîéþ-

ìáôá.

30

ÔÁ ÂÁÓÉÊÁ ÃÅÙÌÅÔÑÉÊÁ Ó×ÇÌÁÔÁè

å ù ñ ß á

2.3

Ï

Ë

)

)
)
))

x

ê

ì ê ì x yË O= 4

y

O
( (

z

x

y

ç



ÄéêáéïëïãÞóáìå ôç ìïíáäéêüôçôá ôçò êÜèåôçò áðü óçìåßï óå

åõèåßá êáé åîåôÜóáìå äýï ðåñéðôþóåéò:

á) üôáí ôï óçìåßï âñßóêåôáé åðß ôçò åõèåßáò,

â) üôáí ôï óçìåßï âñßóêåôáé åêôüò ôçò åõèåßáò.

Óôçí á) ðåñßðôùóç ÷ñçóéìïðïéÞóáìå Ýíá "åõèý" ôñüðï ãéá íá

åîçãÞóïõìå üôé áðü Ýíá óçìåßï ìéáò åõèåßáò äéÝñ÷åôáé ìéá ìüíï

êÜèåôç, óôçñéæüìåíïé óôï áîßùìá «êÜèå ãùíßá Ý÷åé ìüíï ìßá

äé÷ïôüìï».

Óôç â) ðåñßðôùóç ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ìéá Üëëç ìÝèïäï ãéá íá

äéêáéïëïãÞóïõìå ôïí éó÷õñéóìü ìáò. ÓõãêåêñéìÝíá õðïèÝóáìå

üôé äåí áëçèåýåé áõôü ðïõ èÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå êáé ìå ìéá

óåéñÜ ëïãéêþí óõëëïãéóìþí êáôáëÞîáìå óå êÜðïéá áíôßöáóç,

êÜðïéá ëáíèáóìÝíç ðñüôáóç. Áõôü ìáò áíÜãêáóå íá áðïññß-

øïõìå ôçí áñ÷éêÞ ìáò õðüèåóç. Ç áðïäåéêôéêÞ ìÝèïäïò óôçí

ïðïßá áêïëïõèåßôáé ìßá ôÝôïéá äéáäéêáóßá ïíïìÜæåôáé ìÝèïäïò

ôçò áðáãùãÞò óå Üôïðï. Óôï ðáñÜäåéãìÜ ìáò õðïèÝóáìå üôé

õðÜñ÷åé êáé äåýôåñç êÜèåôç áðü ôï Á ðñïò ôçí åõèåßá å êáé

êáôáëÞîáìå óôï ëáíèáóìÝíï óõìðÝñáóìá üôé áðü äýï óçìåßá

ðåñíïýí äýï åõèåßåò.

Êáé óôéò äýï áõôÝò ðåñéðôþóåéò á) êáé â) åß÷áìå ìéá ðñüôáóç

êáé åðéäéþîáìå íá ôç äéêáéïëïãÞóïõìå óôçñéæüìåíïé óôç ëïãéêÞ

ìáò êáé óå Üëëåò ãíùóôÝò ðñïôÜóåéò. ÁõôÞò ôçò êáôçãïñßáò ïé

ðñïôÜóåéò ïíïìÜæïíôáé èåùñÞìáôá êáé ç äéêáéïëüãçóÞ ôïõò

áðüäåéîç. ¸ôóé:

Áðüäåéîç ëÝãåôáé êÜèå óåéñÜ óõëëïãéóìþí ìå ôïõò ïðïßïõò

êáôáëÞãïõìå óå ìßá áëÞèåéá, ç ïðïßá äåí åðéäÝ÷åôáé áìöéóâÞ-

ôçóç.

Èåþñçìá ëÝãåôáé ìéá ðñüôáóç ôçí áëÞèåéá ôçò ïðïßáò

äå÷üìáóôå, áöïý ðñþôá ôçí áðïäåßîïõìå ìå ôçí äéáäéêáóßá ôçò áðü-

äåéîçò.

ÐáñÜäåéãìá èåùñÞìáôïò åßíáé ôï Ðõèáãüñåéï Èåþñçìá, óôï

ïðïßï êáôáëÞãïõìå ìåôÜ áðü ìßá óåéñÜ óõëëïãéóìþí. ÅéäéêÝò

ðåñéðôþóåéò èåùñçìÜôùí åßíáé ôá ëÞììáôá êáé ôá ðïñßóìáôá.

Óå êÜèå èåþñçìá ìðïñïýìå íá äéáêñßíïõìå ôçí õðüèåóç êáé ôï

óõìðÝñáóìá.

Õðüèåóç ïíïìÜæïõìå ôï óýíïëï ôùí óõíèçêþí ðïõ Ý÷ïõí

äïèåß.
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ÓõìðÝñáóìá ïíïìÜæïõìå ôï óýíïëï ôùí ðñïôÜóåùí ðïõ ðñï-

êýðôïõí óáí ëïãéêÞ óõíÝðåéá ôçò õðüèåóçò. Ìå ëßãá ëüãéá óõìðÝ-

ñáóìá åßíáé áõôü ðïõ êåñäßæïõìå áðü ôï óõãêåêñéìÝíï èåþñçìá.

ÐáñÜäåéãìá

Áí Ýíá ôñßãùíï Ý÷åé äýï ðëåõñÝò ôïõ ßóåò, ôüôå êáé ïé ãùíßåò ðïõ

åßíáé áðÝíáíôé áðü ôéò ðëåõñÝò áõôÝò, åßíáé ßóåò.

Õðüèåóç óôï èåþñçìá áõôü åßíáé ç éóüôçôá ôùí ðëåõñþí êáé

óõìðÝñáóìá ç éóüôçôá ôùí ãùíéþí.

Áíôßóôñïöï åíüò èåùñÞìáôïò êáëåßôáé ç ðñüôáóç ç ïðïßá ðåñéÝ÷åé

óôçí õðüèåóÞ ôçò óôïé÷åßá ôïõ óõìðåñÜóìáôïò ôïõ áñ÷éêïý èåùñÞìáôïò

êáé áíôßóôñïöá. ÊáôÜ êÜðïéïí ôñüðï óå äýï áíôßóôñïöá èåùñÞìáôá

õðÜñ÷åé ìßá ìåñéêÞ Þ ïëéêÞ áìïéâáßá åíáëëáãÞ ìåôáîý ôïõ óõìðåñÜóìá-

ôïò êáé ôçò õðüèåóçò.

Ðáñáäåßãìáôá áíôßóôñïöùí ðñïôÜóåùí:

Ðñþôï ðáñÜäåéãìá

(á) Áí Ýíá ôñßãùíï Ý÷åé äýï ðëåõñÝò ôïõ ßóåò, ôüôå êáé ïé ãùíßåò,

ðïõ åßíáé áðÝíáíôé áðü ôéò ðëåõñÝò áõôÝò, åßíáé ßóåò.

(â) Áí Ýíá ôñßãùíï Ý÷åé äýï ãùíßåò ôïõ ßóåò, ôüôå êáé ïé ðëåõñÝò,

ðïõ åßíáé áðÝíáíôé áðü ôéò ãùíßåò áõôÝò, åßíáé ßóåò.

Ïé äýï ðñïôÜóåéò (á) êáé (â) åßíáé áíôßóôñïöåò êáé åßíáé êáé ïé

äýï áëçèåßò.

Äåýôåñï ðáñÜäåéãìá

(ã) Áí Ýíá ôåôñÜðëåõñï åßíáé ñüìâïò, ôüôå ôï ôåñÜðëåõñï áõôü

Ý÷åé êÜèåôåò äéáãþíéåò.

(ä) Áí Ýíá ôåôñÜðëåõñï Ý÷åé êÜèåôåò äéáãþíéåò, ôüôå ôï

ôåôñÜðëåõñï áõôü åßíáé ñüìâïò.

Ïé äýï ðñïôÜóåéò (ã) êáé (ä) åßíáé áíôßóôñïöåò.

Ç (ã) åßíáé áëçèÞò, åíþ ç (ä) åßíáé øåõäÞò.

Ðáñáôçñïýìå, ëïéðüí, üôé ôï áíôßóôñïöï åíüò èåùñÞìáôïò äåí

åßíáé áðáñáßôçôï íá éó÷ýåé.

Ïé êáôáêïñõöÞí ãùíßåò åßíáé ßóåò.

Áðüäåéîç

Ïé ãùíßåò xÏ
�

ç êáé yÏ
�

æ åßíáé ßóåò äéüôé åßíáé åõèåßåò ãùíßåò. Ç

ðñþôç ãñÜöåôáé xÏ
�

ç=xÏ
�

y+yÏ
�

ç êáé ç äåýôåñç yÏ
�

æ=yÏ
�

ç+çÏ
�

æ. ¢ñá

xÏ
�

y+yÏ
�

ç=yÏ
�

ç+çÏ
�

z ïðüôå xÏ
�

y=çÏ
�

æ. �
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Ïé êáôáêïñõöÞí ãùíßåò Ý÷ïõí äé÷ïôüìïõò áíôéêåßìåíåò çìé-

åõèåßåò.

Áðüäåéîç

¸÷ïõìå ôéò êáôáêïñõöÞí ãùíßåò xÏ
�

y, æÏ
�

ç êáé ôéò äé÷ïôüìïõò

ôïõò Ïä êáé Ïè. Ãéá íá åßíáé ïé Ïä êáé Ïè áíôéêåßìåíåò çìéåõèåßåò

áñêåß ç ãùíßá äÏ
�

è íá åßíáé åõèåßá ãùíßá.

Éó÷ýåé äÏ
�

è=äÏ
�

x+xÏ
�

è (1)

AëëÜ ïé ãùíßåò äÏ
�

x êáé èÏ
�

ç åßíáé ßóåò óáí ìéóÜ ôùí ßóùí

ãùíéþí xÏ
�

y êáé æÏ
�

ç, ïðüôå ç ó÷Ýóç (1) ãñÜöåôáé

äÏ
�

è=çÏ
�

è+xÏ
�

è=xÏ
�

ç=2 ïñèÝò (äéüôé ç xÏ
�

ç åßíáé åõèåßá).

¢ñá ïé Ïè êáé Ïä åßíáé áíôéêåßìåíåò çìéåõèåßåò. �

Ïé ìç êïéíÝò ðëåõñÝò äýï åöåîÞò êáé ðáñáðëçñùìáôéêþí

ãùíéþí åßíáé çìéåõèåßåò áíôéêåßìåíåò.

Áðüäåéîç

¸÷ïõìå äýï åöåîÞò ãùíßåò ôéò xÏ
�

y êáé yÏ
�

æ. ¸óôù üôé ïé ãùíßåò

åßíáé êáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò. Óáí åöåîÞò ðïõ åßíáé ïé ãùíßåò ïé ìç

êïéíÝò ðëåõñÝò ôïõò Ïx êáé Ïz êáèïñßæïõí ôï ÜèñïéóìÜ ôïõò ðïõ

åßíáé öõóéêÜ ç ãùíßá xÏæ
�

, äçëáäÞ xÏ
�

æ=xÏ
�

y+yÏ
�

æ. Óáí ðáñáðëç-

ñùìáôéêÝò üìùò èá åßíáé xÏ
�

y+yÏ
�

æ=2 ïñèÝò Þ xÏ
�

æ=2 ïñèÝò

äçëáäÞ ïé çìéåõèåßåò Ïx êáé Ïy åßíáé áíôéêåßìåíåò. �

Äýï åöåîÞò ãùíßåò áí åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò èá Ý÷ïõí

êÜèåôåò äé÷ïôüìïõò.

Áðüäåéîç

¸óôù ïé åöåîÞò êáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò ãùíßåò xÏ
�

y êáé yÏ
�

z êáé

ïé äé÷ïôüìïé ôïõò Ïä êáé Ïå áíôßóôïé÷á.

ÅðåéäÞ ç Ïä åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò ÷Ï
�

y éó÷ýåé ÷Ï
�

ä=äÏ
�

y.

Ïìïßùò yÏ
�

å=åÏ
�

æ.

Ç ãùíßá ÷Ï
�

æ åßíáé åõèåßá ãùíßá, Üñá ÷Ï
�

æ=2 ïñèÝò Þ

÷Ï
�

y+yÏ
�

æ=2 ïñèÝò Þ ÷Ï
�

ä+äÏ
�

y+yÏ
�

å+åÏ
�

æ=2 ïñèÝò Þ

2äÏ
�

y+2yÏ
�

å=2 ïñèÝò Þ äÏ
�

y+yÏ
�

å=1 ïñèÞ Þ ôåëéêÜ äÏ
�

å=1 ïñèÞ. �
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2.3

2.2

Íá äéáôõðþóåôå ôï áíôßóôñïöï ôïõ èåùñÞìáôïò 2.4 êáé íá

åîåôÜóåôå áí éó÷ýåé.

Ç âåíôÜëéá ôïõ ó÷Þìáôïò áðïôåëåßôáé áðü ôéò 6 ìðáëÝíåò ÏÁ,

ÏÂ,...,ÏÆ. Áí êëåßóïõìå ôç âåíôÜëéá Ýôóé, þóôå ïé áêñáßåò

ìðáëÝíåò ÏÁ êáé ÏÆ íá ó÷çìáôßóïõí ãùíßá ìéêñüôåñç êáôÜ ìßá

ïñèÞ áðü ôçí áñ÷éêÞ ãùíßá, ðüóï èá ìåôáâëçèåß ç ãùíßá ðïõ

ó÷çìáôßæïõí ïé ìðáëÝíåò ÏÃ êáé ÏÅ;

Äßíïíôáé ôñåéò äéáäï÷éêÝò ãùíßåò ÁÏÂ
�

, ÂÏÃ
�

êáé ÃÏÄ
�

, Ýôóé

þóôå ïé çìéåõèåßåò ÏÁ êáé ÏÄ íá åßíáé áíôéêåßìåíåò. Áí ÏÅ êáé

ÏÆ åßíáé áíôßóôïé÷á ïé äé÷ïôüìïé ôùí ÁÏÂ
�

êáé ÃÏÄ
�

, íá áðïäåß-

îåôå üôé ÅÏÆ 1
ÂÏÃ

2

�

�

�� � .

Áðüäåéîç

Ç ãùíßá ÁÏ
�

Ä åßíáé åõèåßá ãùíßá, äçëáäÞ

ÁÏÄ 2
�

�� Üñá ÁÏÂ ÂÏÃ ÃÏÄ 2
� � �

�� � � (1)

ÅðåéäÞ ç ÏÅ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò ÁÏ
�

Â, éó÷ýåé ÁÏ
�

Â=2ÅÏ
�

Â.

Ïìïßùò åðåéäÞ ç ÏÆ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò ÃÏ
�

Ä, éó÷ýåé

ÃÏ
�

Ä=2ÃÏ
�

Æ.

ÅðïìÝíùò ç ó÷Ýóç (1) ãßíåôáé

2ÅÏÂ ÂÏÃ 2ÃÏÆ 2
� � �

�� � � Þ 2(ÅÏÂ ÃÏÆ) 2 ÂÏÃ
� � �

��� �
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

ïðüôå ÅÏÂ ÃÏÆ 1
ÂÏÃ

2

� �

�

��� � (2)

ÁëëÜ ÅÏÆ ÅÏÂ ÂÏÃ ÃÏÆ
� � � �

� � � (3)

Ç ó÷Ýóç (3) ëüãù ôçò (2) ãßíåôáé ÅÏÆ 1
ÂÏÃ

2

�

�

�� �

1 Íá áðïäåßîåôå üôé áí áöáéñÝóïõìå ôç óõ-

ìðëçñùìáôéêÞ ìéáò ãùíßáò áðü ôçí ðáñáðëç-

ñùìáôéêÞ ôçò ßäéáò ãùíßáò èá âñïýìå ìéá

ãùíßá ïñèÞ.

2 Äýï ãùíßåò êáôáêïñõöÞí åßíáé êáé ðáñáðëç-

ñùìáôéêÝò. Ôé óõìðÝñáóìá ìðïñïýìå íá âãÜ-

ëïõìå ãéá ôéò ðëåõñÝò ôïõò;

3 Ðïéá ãùíßá åßíáé ç ðáñáðëçñùìáôéêÞ ìéáò

ïñèÞò ãùíßáò;

4 Óôï ó÷Þìá áí ç ãùíßá ÁÏÂ
�

åßíáé ïñèÞ, ôé

óõìðÝñáóìá èá Ý÷ïõìå ãéá ôéò ãùíßåò ÁÏÃ
�

êáé ÂÏÄ
�

.

5 Äõï ãùíßåò ìðïñåß íá Ý÷ïõí êïéíÞ äé÷ïôüìï

÷ùñßò íá ôáõôßæïíôáé;

6 Ç áìâëåßá ãùíßá Ý÷åé óõìðëçñùìáôéêÞ

ãùíßá;

7 Íá óçìåéþóåôå áðü Ýíá æåõãÜñé ãùíéþí ôïõ

ðáñáêÜôù ó÷Þìáôïò ãéá ôéò ðåñéðôþóåéò:

á) óõìðëçñùìáôéêÝò,

â) ðáñáðëçñùìáôéêÝò,

ã) åöåîÞò,

ä) êáôáêïñõöÞí.
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

1 Íá áðïäåßîåôå üôé ç ãùíßá ðïõ ó÷çìáôßæïõí ïé

äé÷ïôüìïé äýï åöåîÞò ãùíéþí åßíáé ßóç ìå ôï

çìéÜèñïéóìá ôùí ãùíéþí áõôþí.

2 Ìéá ãùíßá åßíáé ßóç ìå ôá
3

5
ôçò ïñèÞò. Íá

âñåèåß óå ìÝñç ïñèÞò ç óõìðëçñùìáôéêÞ êáé

ç ðáñáðëçñùìáôéêÞ áõôÞò ôçò ãùíßáò.

3
Äýï ãùíßåò xÏy

�

êáé yOz
�

Ý÷ïõí êïéíÞ ôçí Ïy

ôçí Ïæ åóùôåñéêÞ ôçò xOy
�

êáé äéáöÝñïõí êáôÜ

1�. Íá äåßîåôå üôé ç ãùíßá ôùí äé÷ïôüìùí ôïõò

åßíáé
1

2
�.

4 Äßíïíôáé ôñåéò çìéåõèåßåò ÏÁ, ÏÂ êáé ÏÃ Ýôóé

þóôå ïé ôñåéò ãùíßåò ÁÏÂ
�

, ÂÏÃ
�

êáé ÃÏÁ
�

íá

åßíáé ßóåò. Íá áðïäåßîåôå üôé ç áíôéêåßìåíç

çìéåõèåßá ÏÄ ôçò ÏÃ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò

ãùíßáò ÁÏÂ
�

.

1 Äßíåôáé áìâëåßá ãùíßá ÁÏÂ
�

êáé äýï åóù-

ôåñéêÝò ôçò çìéåõèåßåò ÏÃ êáé ÏÄ ïé ïðïßåò

åßíáé êÜèåôåò óôéò ÏÁ êáé ÏÂ áíôßóôïé÷á. Íá

áðïäåßîåôå üôé ïé ãùíßåò ÁÏÂ
�

êáé ÃÏÄ
�

Ý÷ïõí

êïéíÞ äé÷ïôüìï êáé åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

2 Äßíåôáé ãùíßá ÁÏÂ
�

êáé Ýóôù ÏÄ ç äé÷ïôüìïò

ôçò. ÖÝñïõìå ìéá çìéåõèåéá ÏÑ åóùôåñéêÞ

ôçò ÄÏÂ
�

êáé ìéá çìéåõèåßá ÏÓ åîùôåñéêÞ ôçò

ÁÏÂ
�

. Íá áðïäåßîåôå üôé:

á) ÑÏÄ
1

2
(ÑÏÁ ÑÏÂ)

� � �

� �

â) ÓÏÄ
1

2
(ÓÏÁ ÓÏÂ)

� � �

� �

3
Äßíïíôáé ôÝóóåñéò äéáäï÷éêÝò ãùíßåò ÁÏÂ

�

,

ÂÏÃ
�

, ÃÏÄ
�

, ÄÏÁ
�

ôÝôïéåò þóôå ÁÏÂ
�

��
5

3
,

ÃÏÄ
�

��
1

2
, ÄÏÁ
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2.4 Êýêëïò

2.4.1 Ç Ýííïéá ôïõ êýêëïõ

¸óôù Ýíá óçìåßï Ï êáé Ýíá ôìÞìá ìÞêïõò ñ. Ôï óýíïëï üëùí

ôùí óçìåßùí ðïõ áðÝ÷ïõí áðü ôï Ï áðüóôáóç ñ, ïíïìÜæåôáé êýêëïò

êáé óõìâïëßæåôáé (Ï,ñ).

Ôï óçìåßï Ï ïíïìÜæåôáé êÝíôñï ôïõ êýêëïõ.

Áêôßíá ôïõ êýêëïõ ïíïìÜæåôáé êÜèå åõèýãñáììï ôìÞìá ìå

Üêñá ôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ êáé Ýíá ïðïéïäÞðïôå óçìåßï ôïõ.

Åîùôåñéêü óçìåßï êýêëïõ ïíïìÜæåôáé Ýíá óçìåßï ðïõ áðÝ÷åé

áðü ôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ áðüóôáóç ìåãáëýôåñç áðü ôçí áêôßíá,

üðùò ôï Â, ÏÂ>ñ.

Åóùôåñéêü óçìåßï êýêëïõ ïíïìÜæåôáé Ýíá óçìåßï ôï ïðïßï

áðÝ÷åé áðü ôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ áðüóôáóç ìéêñüôåñç áðü ôçí

áêôßíá, üðùò ôï Ã, ÏÃ<ñ.

Êõêëéêüò äßóêïò ïíïìÜæåôáé ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí åíüò

êýêëïõ ìáæß ìå ôá åóùôåñéêÜ ôïõ óçìåßá.

Äå÷üìáóôå ùò áîßùìá üôé ôï åóùôåñéêü ôïõ êýêëïõ åßíáé Ýíá

êõñôü óýíïëï êáé üôé ï êýêëïò åßíáé ìéá êëåéóôÞ ãñáììÞ ÷ùñßò

äéáêïðÝò êáé êåíÜ. ¸ôóé êÜèå åõèýãñáììï ôìÞìá, ðïõ óõíäÝåé Ýíá

åóùôåñéêü ìå Ýíá åîùôåñéêü óçìåßï, Ý÷åé ìå ôïí êýêëï Ýíá ìüíï

êïéíü óçìåßï.

Óôï ôñßôï ó÷Þìá Ý÷ïõìå öÝñåé ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ êáé ôï

ÃÄ. Ôï ÁÂ åßíáé Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ìå Üêñá äõï óçìåßá ôïõ

êýêëïõ êáé ëÝãåôáé ÷ïñäÞ. Ôï ÃÄ åßíáé ìéá ÷ïñäÞ ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü

ôï êÝíôñï êáé ëÝãåôáé äéÜìåôñïò åíþ ôá Üêñá ôçò Ã êáé Ä

ïíïìÜæïíôáé áíôéäéáìåôñéêÜ óçìåßá.

ÐáñáôçñÞóåéò:

Ïé áêôßíåò åíüò êýêëïõ åßíáé üëåò ßóåò.

Ç äéÜìåôñïò åíüò êýêëïõ ìå áêôßíá ñ åßíáé ßóç ìå 2ñ.

Ôï êÝíôñï åíüò êýêëïõ äåí åßíáé óçìåßï ôïõ êýêëïõ.

Äõï êýêëïé ìå ßóåò áêôßíåò åßíáé ßóïé.
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2.4.2 Åðßêåíôñç ãùíßá

Åðßêåíôñç ãùíßá ïíïìÜæåôáé ìéá ãùíßá ðïõ ç êïñõöÞ ôçò

åßíáé êÝíôñï åíüò êýêëïõ.

Èåùñïýìå ìßá ãùíßá xOy
�

, ôçí ïðïßá êáèéóôïýìå åðßêåíôñç,

öÝñïíôáò Ýíáí êýêëï êÝíôñïõ Ï, ðïõ ôÝìíåé ôéò ðëåõñÝò ôçò óôá

óçìåßá Á êáé Â. Ç ôïìÞ ôçò åðßêåíôñçò ãùíßáò xOy
�

êáé ôïõ ôüîïõ

ïíïìÜæåôáé áíôßóôïé÷ï ôüîï ôçò Èá ëÝìå, åðßóçò, üôé ç åðßêåíôñç

ãùíßá "âáßíåé" óôï ôüîï áõôü. Ôá êïéíÜ óçìåßá ôùí ðëåõñþí ôçò

ãùíßáò ìå ôïí êýêëï ïíïìÜæïíôáé Üêñá ôïõ ôüîïõ.

Áí ç ãùíßá åßíáé êõñôÞ, ôï ôüîï ïíïìÜæåôáé êõñôïãþíéï Þ

Ýëáóóïí. Áí ç ãùíßá åßíáé ìç êõñôÞ, ôï ôüîï ïíïìÜæåôáé ìç êõñôï-

ãþíéï Þ ìåßæïí. Áí ç ãùíßá åßíáé ìçäåíéêÞ, ôï ôüîï ëÝãåôáé ìçäå-

íéêü, áí åßíáé ïñèÞ, ëÝãåôáé ôåôáñôïêýêëéï êáé áí åßíáé åõèåßá

ãùíßá, ëÝãåôáé çìéêýêëéï.

Óå äýï ßóïõò êýêëïõò, äýï ßóåò åðßêåíôñåò ãùíßåò âáßíïõí óå

ßóá ôüîá êáé áíôéóôñüöùò.

Áðüäåéîç

Óôïí êýêëï (Ï,ñ) Ý÷ïõìå ôçí åðßêåíôñç ãùíßá ÁÏÂ
�

êáé óôïí

êýêëï (Ê,ñ) Ý÷ïõìå ôçí åðßêåíôñç ãùíßá ÃÊÄ ÁÏÂ
� �

� . Ìåôáôïðßæïõ-

ìå êáé ôïðïèåôïýìå ôïí êýêëï (Ï,ñ) ìáæß ìå ôç ãùíßá ÁÏÂ
�

Ýôóé, þóôå

ôï Ï íá óõìðÝóåé ìå ôï Ê, ç ÏÁ ìå ôçí ÊÃ (åöüóïí ÏÁ=ñ=ÊÃ áõôü

åßíáé äõíáôü) êáé ç çìéåõèåßá ÏÂ ìå ôçí ÊÄ (åöüóïí ÁÏÂ ÃÊÄ
� �

�
áõôü åßíáé äõíáôü). ÌÜëéóôá åöüóïí ÏÂ=ñ=ÊÄ êáé ôï Â èá óõìðÝ-

óåé ìå ôï Ä. Óôç èÝóç áõôÞ ôá äýï ôüîá ÁÂ
�

êáé ÃÄ
�

Ý÷ïõí êïéíÜ ôá

Üêñá ôïõò, Á ìå Ã êáé Â ìå Ä. Èá äåßîïõìå ôþñá, üôé áõôü óõìâáßíåé

ãéá üëá ôïõò ôá óçìåßá. ¸óôù üôé õðÜñ÷åé Ýíá óçìåßï Å ôïõ ÁB
�

ðïõ

äåí åßíáé êáé óçìåßï ôïõ ÃÄ
�

. Áí ôï Å åßíáé åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ êý-

êëïõ (Ê,ñ), ôüôå ÊÅ>ñ, ðñÜãìá Üôïðï. Áí ôï Å åßíáé åóùôåñéêü óç-

ìåßï ôïõ (Ê,ñ), ôüôå ÊÅ<ñ, ðñÜãìá åðßóçò Üôïðï. ¢ñá ôï Å åßíáé

óçìåßï ôïõ ÃÄ. ÓõìðåñáóìáôéêÜ ôá ôüîá ÁB
�

êáé ÃÄ
�

ôáõôßæïíôáé.

Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôï áíôßóôñïöï ôïõ èåùñÞìáôïò óôçñéæüìáóôå

óôï ãåãïíüò üôé ôá Üêñá Á êáé Ã êáèþò êáé ôá Â êáé Ä ôùí ßóùí ôüîùí ÁB
�

êáé ÃÄ
�

ôáõôßæïíôáé, ïðüôå ïé ðëåõñÝò ôçò ÁÏÂ
�

ôáõôßæïíôáé ìå ôéò ðëåõñÝò

ôçò ÃÊÄ
�

. ¢ñá ïé åðßêåíôñåò ãùíßåò ÁÏÂ
�

êáé ÃÊÄ
�

åßíáé ßóåò. �
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Óôïí ßäéï êýêëï äýï ßóåò åðßêåíôñåò ãùíßåò âáßíïõí óå ßóá

ôüîá êáé áíôéóôñüöùò.

ÊÜèå ôüîï Ý÷åé ìüíï Ýíá óçìåßï, ðïõ ôï ÷ùñßæåé óå äõï ßóá

ôüîá êáé ôï óçìåßï áõôü ïíïìÜæåôáé ìÝóï ôïõ ôüîïõ.

Áðüäåéîç

Èåùñïýìå ôï ôüîï ÁÂ
�

êáé ôçí åðßêåíôñç ãùíßá ÁÏÂ
�

. Ç äé÷ï-

ôüìïò Ïä ôçò ãùíßáò ôÝìíåé ôï ôüîï óôï óçìåßï Ì. Ïé åðßêåíôñåò

ãùíßåò ÂÏÌ
�

êáé ÁÏÌ
�

åßíáé ßóåò ëüãù ôçò äé÷ïôüìïõ Ïä, Üñá êáé ôá

ôüîá ÌÂ
�

êáé ÌÁ
�

åßíáé ßóá. ÕðÜñ÷åé, ëïéðüí, Ýíá ôÝôïéï óçìåßï.

¸óôù üôé õðÜñ÷åé áêüìç Ýíá, ôï Ê. Ôüôå ÊÁ ÊÂ
� �

� , Üñá êáé

ÊÏÁ ÊÏÂ
� �

� , ïðüôå ÏÊ äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò ÁÏÂ
�

. Áõôü åßíáé Üôïðï

ãéáôß ç äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò åßíáé ìïíáäéêÞ. ¢ñá ôï ìÝóï Ì ôïõ

ôüîïõ ÁÂ
�

åßíáé ìïíáäéêü. �

2.4.3 ÌÝôñï ôüîïõ - ÌÝôñï ãùíßáò

Ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá ìáò Ýäåéîå üôé ç éóüôçôá ôüîùí

ïäçãåß óå éóüôçôá åðßêåíôñùí ãùíéþí êáé áíôßóôñïöá. Ç ìßá éóüôçôá

ëïéðüí, ìáò ïäçãåß áõôïìÜôùò êáé óôçí Üëëç éóüôçôá. Åßíáé ëïãéêü

íá åðåêôåßíïõìå áõôÞ ôç ó÷Ýóç ôüîùí êáé åðßêåíôñùí ãùíéþí óôç

ìÝôñçóç, óôç óýãêñéóç êáé óôéò ðñÜîåéò.

Óýãêñéóç ôüîùí - ÐñÜîåéò ìåôáîý ôüîùí

Ç éóüôçôá, ç áíéóüôçôá êáèþò êáé ïé ðñÜîåéò ìåôáîý ôüîùí

ïñßæïíôáé ìüíï ãéá ôüîá ôïõ ßäéïõ êýêëïõ Þ ôüîá ßóùí êýêëùí. Ãéá ôï

ëüãï áõôü óôï åîÞò, üôáí áíáöåñüìáóôå óå óýãêñéóç Þ ðñÜîåéò

ôüîùí, åííïïýìå, ÷ùñßò íá ôï ëÝìå êÜèå öïñÜ, üôé åßíáé ôüîá ôïõ

ßäéïõ êýêëïõ Þ ßóùí êýêëùí.

Äýï ôüîá ëÝãïíôáé ßóá, áí ïé åðßêåíôñåò ãùíßåò, ïé ïðïßåò

âáßíïõí ó' áõôÜ, åßíáé ßóåò. Äýï ôüîá ðïõ äåí åßíáé ßóá, ëÝãïíôáé

Üíéóá.

Ãéá íá ðñïóèÝóïõìå äýï ôüîá ðñïóèÝôïõìå ôéò åðßêåíôñåò

ãùíßåò ðïõ âáßíïõí ó' áõôÜ. Ôï Üèñïéóìá áõôþí ôùí äýï ãùíéþí

åßíáé ìéá åðßêåíôñç ãùíßá ðïõ Ý÷åé Ýíá áíôßóôïé÷ï ôüîï. Áõôü ôï ôüîï

ëÝãåôáé Üèñïéóìá ôùí äýï áñ÷éêþí ôüîùí. Ìå ôïí ßäéï ôñüðï
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äçëáäÞ ìÝóù ôùí áíôßóôïé÷ùí åðßêåíôñùí ãùíéþí ïñßæïõìå êáé ôç

äéáöïñÜ ôüîùí êáé ôï ãéíüìåíï åíüò ìç áñíçôéêïý áñéèìïý ìå

Ýíá ôüîï.

Áí ÁÂ
�

êáé ÃÄ
�

åßíáé äýï ôüîá åíüò êýêëïõ, ôüôå õðÜñ÷åé Ýíáò

èåôéêüò áñéèìüò ë ôÝôïéïò, þóôå ÃÄ ë ÁÂ
� �

� � . Ç ìÝôñçóç ëïéðüí ôùí

ôüîùí åíüò êýêëïõ ãßíåôáé ìå ôç óýãêñéóÞ ôïõò ìå Ýíá Üëëï ôüîï,

ðïõ åðéëÝãïõìå ùò ìïíÜäá ìÝôñçóçò. Ï èåôéêüò áñéèìüò ë ëÝãåôáé

ìÝôñï ôïõ ôüîïõ ùò ðñïò ôç ìïíÜäá ìÝôñçóçò.

ÌÝôñçóç ôüîùí

Ãéá ôç ìÝôñçóç ôùí ôüîùí åðéëÝãïõìå ôï
1

360
ôïõ êýêëïõ óáí

ìïíÜäá ìÝôñçóçò, ôï ïíïìÜæïõìå ìïßñá êáé ôï óõìâïëßæïõìå 1
. (Ç

åðéëïãÞ áõôÞ óõíäÝåôáé ìå ôçí áóôñïíïìßá ôùí ðñþôùí éóôïñéêþí

÷ñüíùí).

Ç êÜèå ìïßñá (1
) ÷ùñßæåôáé óå 60 ðñþôá ëåðôÜ (60~) êáé ôï êÜèå

ðñþôï ëåðôü óå 60 äåýôåñá ëåðôÜ (60~~).

Ôï ìÝôñï åíüò ôüîïõ ôþñá êáèïñßæåé êáé ôï ìÝôñï ôçò åðßêåíôñçò

ãùíßáò. ÌÝôñï, ëïéðüí, ãùíßáò ëÝãåôáé ôï ìÝôñï ôïõ áíôßóôïé÷ïõ

ôüîïõ ôçò, üôáí áõôÞ ãßíåé åðßêåíôñç ó' Ýíáí êýêëï.

ÌåôÜ ôïí ïñéóìü áõôü ãéá ôá ìÝôñá ôüîïõ êáé ãùíßáò Ý÷ïõìå:

ÌÝôñï ìçäåíéêÞò ãùíßáò = ÌÝôñï ìçäåíéêïý ôüîïõ = 0
.

ÌÝôñï ïñèÞò ãùíßáò = ÌÝôñï ôåôáñôïêõêëßïõ = 90
.

ÌÝôñï åõèåßáò ãùíßáò = ÌÝôñï çìéêõêëßïõ =180
.

ÌÝôñï ðëÞñïõò ãùíßáò = ÌÝôñï ïëüêëçñïõ êýêëïõ =360
.

Ç Ýííïéá ôïõ ãåùìåôñéêïý ôüðïõ (Ã.Ô.)

Ï êýêëïò, üðùò ôïí êáèïñßóáìå óôéò ðñïçãïýìåíåò

ðáñáãñÜöïõò, åßíáé Ýíá ó÷Þìá ôïõ ïðïßïõ üëá ôá óçìåßá Ý÷ïõí ôçí

éäéüôçôá íá áðÝ÷ïõí áðü ôï êÝíôñï ôïõ ôçí ßäéá áðüóôáóç. Èá

ëÝãáìå ëïéðüí, üôé ç éäéüôçôá áõôÞ ôçò óôáèåñÞò áðüóôáóçò

÷áñáêôçñßæåé ôá óçìåßá ôïõ êýêëïõ Þ åßíáé ìéá ÷áñáêôçñéóôéêÞ

éäéüôçôá (×.É) ôïõ ó÷Þìáôïò. Ìðïñïýìå áêüìç íá ðïýìå üôé åßíáé

ôáõôïëïãßá ïé äõï åêöñÜóåéò:

i) Ôï óçìåßï Á áíÞêåé óôïí êýêëï (Ï,ñ).

ii) ÁÏ=ñ (ôï óçìåßï Á áðÝ÷åé áðü ôï Ï áðüóôáóç ñ).

¸íá óýíïëï óçìåßùí ðïõ ôá óôïé÷åßá ôïõ êáé ìüíï áõôÜ Ý÷ïõí
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1

ìßá êïéíÞ éäéüôçôá ïíïìÜæåôáé ãåùìåôñéêüò ôüðïò (Ã.Ô).

¸ôóé ï êýêëïò åßíáé ï Ã. Ô ôùí óçìåßùí ðïõ Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá

íá éóáðÝ÷ïõí áðü ôï êÝíôñï ôïõ. Ãéá íá äéáðéóôþóïõìå üôé Ýíá

ãåùìåôñéêü ó÷Þìá áðïôåëåß ãåùìåôñéêü ôüðï ìéáò éäéüôçôáò èá

ðñÝðåé íá áðïäåßîïõìå ôá åîÞò:

á) ¼ëá ôá óçìåßá ôïõ ó÷Þìáôïò Ý÷ïõí ôç óõãêåêñéìÝíç éäéüôçôá.

â) ÊÜèå óçìåßï ðïõ Ý÷åé ôçí éäéüôçôá áõôÞ åßíáé óçìåßï ôïõ

óõãêåêñéìÝíïõ ó÷Þìáôïò.

Íá âñåèåß ï Ã.Ô ôùí ìÝóùí ôùí áêôßíùí åíüò êýêëïõ (Ï,ñ).

Áðüäåéîç

Åäþ Ý÷ïõìå íá âñïýìå Ýíá ó÷Þìá ôïõ ïðïßïõ üëá ôá óçìåßá êáé

ìüíï áõôÜ Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá íá åßíáé ìÝóá ôùí áêôßíùí åíüò êýêëïõ

ìå êÝíôñï Ï êáé áêôßíá ñ. Óôïí êýêëï (Ï,ñ) öÝñïõìå ìéá áêôßíá ÏÁ

êáé èåùñïýìå ôï ìÝóï ôçò Ì. ¸íá óçìåßï, åðïìÝíùò, áðü ôï óýíïëï

ôùí æçôïýìåíùí óçìåßùí åßíáé ôï Ì. ¸÷ïõìå, üìùò:

ÌÏ
1

2
ÁÏ

1

2
ñ� � � óôáèåñÞ áðüóôáóç

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï Ì åêôüò ôçò áñ÷éêÞò éäéüôçôáò (íá åßíáé

ìÝóï áêôßíáò) Ý÷åé êáé ìéá Üëëç ãíþñéìç éäéüôçôá: áðÝ÷åé áðü ôï

óõãêåêñéìÝíï óçìåßï Ï óôáèåñÞ áðüóôáóç
ñ

2
, Üñá èá áíÞêåé óôïí

êýêëï ìå êÝíôñï Ï êáé áêôßíá
ñ

2
. Áõôü èá óõìâáßíåé ìå êÜèå óçìåßï,

ðïõ Ý÷åé ôçí áñ÷éêÞ éäéüôçôá (ìÝóï áêôßíáò), äéüôé ôï Ì ôï ðÞñáìå

ôõ÷áßï óçìåßï. ¿óôå üóá óçìåßá åßíáé ìÝóá áêôßíùí óôïí (Ï,ñ), èá

áíÞêïõí óôïí êýêëï Ï,
ñ

2

�

�


�

�
�. Ùò ôþñá åîáóöáëßóáìå üôé: êÜèå

óçìåßï ðïõ åßíáé ìÝóï áêôßíáò óôïí (Ï,ñ), áíÞêåé óôïí Ï,
ñ

2

�

�


�

�
� .

Ãéá íá éó÷õñéóôïýìå, üìùò, üôé ï êýêëïò Ï,
ñ

2

�

�


�

�
� åßíáé ï Ã.Ô ôùí

æçôïýìåíùí óçìåßùí, ðñÝðåé íá áðïäåßîïõìå üôé êÜèå óçìåßï ôïõ

Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ðïõ áíáöÝñåôáé áñ÷éêÜ (ìÝóï áêôßíáò). ÐñÜãìáôé
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Ó

ñ

ÌÏ



áí ðÜñïõìå Ýíá ôõ÷áßï óçìåßï Ó ôïõ Ï,
ñ

2

�

�


�

�
� êáé öÝñïõìå ôçí ÏÓ,

áõôÞ ôÝìíåé ôïí (Ï,ñ) óôï Í. Ôüôå ÓÏ=ÏÍ–ÓÍ Þ
ñ

2
ñ ÓÍ� � ïðüôå

ÓÍ
ñ

2
ÓÏ� � . ¢ñá ôï Ó åßíáé ìÝóï ôçò áêôßíáò ÏÍ.

Áð' üëá ôá ðáñáðÜíù ðñïêýðôåé üôé êÜèå óçìåßï ðïõ åßíáé ìÝóï

áêôßíáò óôïí (Ï,ñ) åßíáé óçìåßï ôïõ Ï,
ñ

2

�

�


�

�
�, áëëÜ êáé ôï áíôßóôñïöï,

êÜèå óçìåßï ôïõ êýêëïõ Ï,
ñ

2

�

�


�

�
�åßíáé ìÝóï áêôßíáò óôïí êýêëï (Ï,ñ).

Ï Ã.Ô ôùí æçôïýìåíùí óçìåßùí åßíáé ï êýêëïò Ï,
ñ

2

�

�


�

�
� .

Óçìåßùóç

Óôçí áíÜðôõîç ôïõ ðáñáðÜíù ðñïâëÞìáôïò äéáêñßíïíôáé êÜ-

ðïéåò äéáäéêáóßåò ïé ïðïßåò åßíáé êïéíÝò óôá ðñïâëÞìáôá ôùí ãåù-

ìåôñéêþí ôüðùí.

Óôçí áñ÷Þ èåùñÞóáìå Ýíá óçìåßï ðïõ Ý÷åé ôçí áíáöåñüìåíç

éäéüôçôá, äéáðéóôþóáìå üôé Ý÷åé êáé êÜðïéá Üëëç ãíþñéìç éäéüôçôá,

ïðüôå áíÞêåé óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï ó÷Þìá.

ÌåôÜ ðÞñáìå Ýíá ôõ÷áßï óçìåßï áõôïý ôïõ ó÷Þìáôïò êáé äéá-

ðéóôþóáìå (áðïäåßîáìå) üôé Ý÷åé ôçí áñ÷éêÞ éäéüôçôá.

¼ðùò ãßíåôáé áíôéëçðôü ïé äõï áõôÝò åíÝñãåéåò åßíáé áðáñáß-

ôçôåò ó' Ýíá ôÝôïéï ðñüâëçìá.

Óå çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ ÁÂ öÝñïõìå áêôßíá ÏÃ�ÁÂ êáé

èåùñïýìå ôõ÷áßï óçìåßï Ä ôïõ ôüîïõ ÁÃ
�

. Áí Ì ôï ìÝóï ôïõ ôüîïõ

ÃÂ
�

, íá áðïäåßîåôå üôé ÄÌ
1

2
(ÄÃ ÄÂ)

� � �

� � .

Áðüäåéîç

Ãéá ôï ôüîï ÄÌ
�

Ý÷ïõìå ÄÌ ÄÃ ÃÌ
� � �

� � (1)

ÁëëÜ åöüóïí ôï Ì åßíáé ìÝóï ôïõ ÃÂ
�

Ý÷ïõìå
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2

Â

M

Ä
Ã

Á Ï



ÃÌ
1

2
ÃÂ

� �

� (2)

¸ôóé ç (1) ëüãù ôçò (2) ãñÜöåôáé

ÄÌ ÄÃ
1

2
ÃÂ

� � �

� � Þ ÄÌ
2ÄÃ ÃÂ

2

�

� �

�
�

Þ ÄÌ
ÄÃ (ÄÃ ÃÂ)

2

�

� � �

�
� �

êáé åðåéäÞ ÄÃ ÃÂ ÄÂ
� � �

� � Ý÷ïõìå

ÄÌ
ÄÃ ÄÂ

2

�

� �

�
�

Þ ÄÌ
1

2
(ÄÃ ÄÂ)

� � �

� �

Ðñüâëçìá 2.2

Íá êáôáóêåõáóôåß ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç ìéá ãùíßá ßóç ðñïò

äïèåßóá ãùíßá.

ÊáôáóêåõÞ

¸óôù xOy
�

ç äïèåßóá ãùíßá. Êáèéóôïýìå ôç ãùíßá xOy
�

åðßêåíôñç óå êýêëï (Ï,R) êáé Ýóôù ÁÂ
�

ôï áíôßóôïé÷ï ôüîï ôçò. Ìå ôïí

êáíüíá öÝñïõìå ìéá çìéåõèåßá Ëì êáé ìå ôï äéáâÞôç êÜíïõìå Ýíá

êýêëï (Ë,R) ðïõ ôÝìíåé ôçí Ëì óôï óçìåßï Ã. Ìå áêôßíá ñ=ÁÂ êáé

êÝíôñï ôï Ã êÜíïõìå ôïí êýêëï (Ã,ñ) ðïõ ôÝìíåé ôïí êýêëï (Ë,R) óôï

óçìåßï Ä. Óôç óõíÝ÷åéá åíþíïõìå ôï Ë ìå ôï Ä. ¸ôóé

êáôáóêåõÜóôçêå ç ãùíßá ìËê
�

ßóç ìå ôçí xOy
�

.

ÐñÜãìáôé, áí êáôáóêåõÜóïõìå ôïí êýêëï (Á,ñ) ï ïðïßïò

äéÝñ÷åôáé áðü ôï Â (äéüôé ñ=ÁÂ) êáé ìåôáôïðßóïõìå ôç ãùíßá xOy
�

ôïðïèåôþíôáò ôçí êïñõöÞ ôçò Ï óôï Ë êáé ôçí ðëåõñÜ ôçò Ïx óôç Ëì,

ôüôå ïé êýêëïé (Ï,R) êáé (Ë,R) óõìðßðôïõí êáé ôï óçìåßï Á ôáõôßæåôáé

ìå ôï Ã. ¢ñá ïé êýêëïé (Á,ñ) êáé (Ã,ñ) óõìðßðôïõí êáé ôï Â ôáõôßæåôáé

ìå ôï Ä. ¢ñá ïé äõï ãùíßåò xOy
�

êáé êËì
�

óõìðßðôïõí êáé óõíåðþò

åßíáé ßóåò.

Ðñüâëçìá 2.3

Íá êáôáóêåõáóôåß ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç Ýíá ôüîï ßóï ðñïò

äïèÝí ôüîï.

ÊáôáóêåõÞ

¸óôù ÁÂ
�

ôï äïèÝí ôüîï åíüò êýêëïõ (Ï,R) êáé xOy
�

ç áíôßóôïé÷ç

åðßêåíôñç ãùíßá ôïõ. Ìå ôñüðï áíÜëïãï ôïõ ôñüðïõ ðïõ ÷ñçóéìï-

ðïéÞèçêå óôï ðñïçãïýìåíï ðñüâëçìá êáôáóêåõÜæïõìå ôç ãùíßá

ìËê xOy
� �

� ïðüôå ôá ôüîá ÃÄ
�

êáé ÁÂ
�

åßíáé ßóá ãéáôß åßíáé ôüîá ßóùí
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2.5

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

2.4

êýêëùí êáé áíôéóôïé÷ïýí óå ßóåò åðßêåíôñåò ãùíßåò.

ÐáñáôÞñçóç

Ìéá ðéï áðëÞ êáôáóêåõÞ ôüîïõ ßóïõ ðñïò äïèÝí èá äïýìå óôï

ÊåöÜëáéï 3.

Óå êýêëï íá ÷áñÜîåôå ìéá äéÜìåôñï ÁÂ. Íá ÷áñÜîåôå óôç

óõíÝ÷åéá ôñåéò áêôßíåò ôïõ êýêëïõ, þóôå ï êýêëïò íá ÷ùñéóôåß óå 5

äéáäï÷éêÜ ôüîá ðïõ ôï êáèÝíá íá åßíáé 12
 ìåãáëýôåñï áðü ôï

ðñïçãïýìåíï.

¸íáò ðñïâïëÝáò Ð âñßóêåôáé óå ðõëþíá êáé Ý÷åé ôç

äõíáôüôçôá íá êÜíåé ðëÞñåéò ðåñéóôñïöÝò. Ôï êïíôéíüôåñï óçìåßï

Ê ðïõ ìðïñåß íá öùôßóåé áðÝ÷åé áðü ôç âÜóç Â ôïõ ðõëþíá 10 m

êáé ôï ðéï ìáêñéíü Ì áðÝ÷åé 40 m. Íá ó÷åäéÜóåôå ìå êëßìáêá

1:2000 ôçí åðéöÜíåéá ðïõ ìðïñåß íá öùôßóåé ï ðñïâïëÝáò.

1 Áí ðÜñïõìå 9 óçìåßá åíüò êýêëïõ, ðüóåò

÷ïñäÝò ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ìå Üêñá äýï

áð' áõôÜ; Ðüóåò ôï ðïëý áðü ôéò ÷ïñäÝò áõôÝò

åßíáé äéÜìåôñïé;

2 Áí ÷ùñßóïõìå Ýíá êýêëï óå 5 ôüîá, ðïõ ôï

êáèÝíá íá åßíáé ìåãáëýôåñï áðü ôï

ðñïçãïýìåíü ôïõ êáôÜ 18
, ðüóùí ìïéñþí

åßíáé ôï ìåãáëýôåñï; Åßíáé êÜðïéï áðü ôá ôüîá

áõôÜ ôåôáñôïêýêëéï;

3 Áí ç ÁÂ åßíáé äéÜìåôñïò ôïõ êýêëïõ êáé ôï

ôüîï ÁÄ
�

äéðëÜóéï ôïõ ôüîïõ ÄÂ
�

, ðüóùí

ìïéñþí åßíáé ôï ôüîï ÁÃ
�

;

4 Áí ôá ôüîá ÁÂ
�

êáé ÃÄ
�

åßíáé ßóá, íá åîçãÞóåôå

ãéáôß êáé ôá ôüîá ÅÆ
�

êáé ÇÈ
�

åßíáé ßóá.
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ Â~ ÏÌÁÄÁÓ

ÁÓÊÇÓÅÉÓ Á~ ÏÌÁÄÁÓ

5 Åöüóïí ôï ôüîï ÂÄ
�

åßíáé 50
 êáé ç ãùíßá ÁÃÄ
�

ðáñáðëçñùìáôéêÞ ôçò ÄÃÂ
�

, ôüôå èá åßíáé êáé

ÁÄ 130
�

� 
. Ï óõëëïãéóìüò åßíáé ïñèüò Þ

ëáíèáóìÝíïò;

1 Íá ðÜñåôå Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ ìÞêïõò

3 cm. Íá ó÷åäéÜóåôå ôá óçìåßá åêåßíá ðïõ

áðÝ÷ïõí áðü ôï Á áðüóôáóç ìéêñüôåñç áðü 2

cm êáé áðü ôï Â ìåãáëýôåñç áðü 2 cm.

2 Ç óõìðëçñùìáôéêÞ ìéáò ãùíßáò ö
�

êáé ç

ðáñáðëçñùìáôéêÞ ôçò ßäéáò ãùíßáò ö
�

Ý÷ïõí

Üèñïéóìá 180
. Ðüóùí ìïéñþí åßíáé ç ö
�

;

3 Óå êýêëï êÝíôñïõ Ï, èåùñïýìå ôá óçìåßá Á,

Â, Ã, Ä Ýôóé þóôå ôá ôüîá ÁÂ
�

, ÂÃ
�

, ÃÄ
�

êáé ÄÁ
�

íá

åßíáé äéáäï÷éêÜ. Áí Ì, Í, Ñ êáé Ó åßíáé ôá

ìÝóá ôùí ôüîùí áõôþí áíôéóôïß÷ùò, íá

áðïäåßîåôå üôé ïé ãùíßåò ÌÏÍ
�

êáé ÑÏÓ
�

åßíáé

ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

4 Áí ìßá ãùíßá ö
�

åëáôôùèåß êáôÜ 15
 ôé

ìåôáâïëÞ õößóôáôáé ç óõìðëçñùìáôéêÞ ôçò

êáé ôé ç ðáñáðëçñùìáôéêÞ ôçò;

1 Óå çìéêýêëéï ÁÂ
�

èåùñïýìå ôá óçìåßá Ã êáé Ä

ôÝôïéá þóôå ôá ôüîá ÁÃ
�

, ÃÄ
�

êáé ÄÂ
�

íá åßíáé

äéáäï÷éêÜ. Áí Ê êáé Ë ôá ìÝóá ôùí ôüîùí ÁÃ
�

êáé ÄÂ
�

, íá áðïäåßîåôå üôé ÊË 90
1

2
ÃÄ

� �

� 
� .

2 Èåùñïýìå Ýíáí êýêëï (Ï,R). Íá áðïäåßîåôå üôé

áí ãñÜøïõìå êýêëï ìå áêôßíá R êáé êÝíôñá

äéÜöïñá óçìåßá ôïõ áñ÷éêïý êýêëïõ (Ï,R),

áõôïß ïé êýêëïé èá Ý÷ïõí Ýíá êïéíü óçìåßï.

3 Ôï ó÷Þìá ðáñéóôÜíåé ìéá áõëÞ ó÷Þìáôïò

ïñèïãùíßïõ ìå äéáóôÜóåéò 15m êáé 20 m êáé

äéáãþíéï 25 m. Óôá óçìåßá Á êáé Ã åßíáé

äåìÝíá äõï óêõëéÜ ìå áëõóßäá 15 m ôï

êáèÝíá. Íá ó÷åäéÜóåôå ôçí ðåñéï÷Þ ôçò

áõëÞò óôçí ïðïßá ìðïñåß ï éäéïêôÞôçò ôçò

áõëÞò íá ôïðïèåôÞóåé íåñü, þóôå íá ðßíïõí

êáé ôá äõï óêõëéÜ. ÕðÜñ÷åé ðåñéï÷Þ ôçò áõëÞò

ç ïðïßá ìÝíåé áöýëáêôç;

4 Óå êýêëï êÝíôñïõ Ï èåùñïýìå äéÜìåôñï ÁÂ

êáé ôá óçìåßá Ã êáé Ä ôïõ åíüò çìéêõêëßïõ Ýôóé

þóôå ôá ôüîá ÁÃ
�

êáé ÂÄ
�

íá åßíáé ßóá. ÖÝñïõìå

ôéò äéáìÝôñïõò ÄÆ êáé ÃÅ. Áí Ì ôï ìÝóï ôïõ

ôüîïõ ÆÅ
�

, íá áðïäåßîåôå üôé ç ÌÏ åßíáé êÜèåôç

óôç äéÜìåôñï ÁÂ.
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2.5 Åõèýãñáììá ó÷Þìáôá

2.5.1 ÔåèëáóìÝíç ãñáììÞ

Èåùñïýìå í>2 äéáôåôáãìÝíá óçìåßá ôÝôïéá, þóôå áíÜ ôñßá

äéáäï÷éêÜ íá ìçí åßíáé óõíåõèåéáêÜ, üðùò ôá Á,Â,Ã,...,Ì,Í êáé ôá

åõèýãñáììá ôìÞìá ÁÂ,ÂÃ,ÃÄ,...,ÌÍ. Ôï ó÷Þìá ðïõ áðïôåëåßôôáé

áðü áõôÜ ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá, ïíïìÜæåôáé ôåèëáóìÝíç ãñáììÞ.

Ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá áðü ôá ïðïßá áðïôåëåßôáé ìßá ôåèëá-

óìÝíç ãñáììÞ ïíïìÜæïíôáé ðëåõñÝò ôçò êáé ôá Üêñá ôïõò

êïñõöÝò ôçò ôåèëáóìÝíçò ãñáììÞò.

Äéáãþíéïò ôåèëáóìÝíçò ãñáììÞò ïíïìÜæåôáé ôï åõèýãñáììï

ôìÞìá ðïõ Ý÷åé ãéá Üêñá äýï ìç äéáäï÷éêÝò êïñõöÝò ôçò.

¢êñá ôåèëáóìÝíçò ãñáììÞò ïíïìÜæïíôáé ç ðñþôç êáé ç

ôåëåõôáßá êïñõöÞ ôçò.

Ðåñßìåôñïò ôåèëáóìÝíçò ãñáììÞò ïíïìÜæåôáé ôï Üèñïéóìá

ôùí ðëåõñþí ôçò.

Ìßá ôåèëáóìÝíç ãñáììÞ ïíïìÜæåôáé:

ÁíïéêôÞ, áí ôá Üêñá ôçò äå óõìðßðôïõí.

ÊëåéóôÞ, áí ôá Üêñá ôçò óõìðßðôïõí.

ÁðëÞ, áí äåí õðÜñ÷ïõí äýï ðëåõñÝò ôçò ìå êïéíü åóùôåñéêü

óçìåßï.

ÊõñôÞ, áí êÜèå ðëåõñÜ ôçò ðñïåêôåéíüìåíç áöÞíåé ôç ãñáììÞ

óôï ßäéï çìéåðßðåäï.

Ìç êõñôÞ, áí ôïõëÜ÷éóôïí ìéá ðëåõñÜ ôçò ðñïåêôåéíüìåíç

áöÞíåé ôç ãñáììÞ óå äéáöïñåôéêÜ çìéåðßðåäá.
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2.5.2 Ðïëýãùíï

Êõñôü ðïëýãùíï ïíïìÜæïõìå êÜèå êëåéóôÞ êõñôÞ ôåèëáóìÝíç

ãñáììÞ.

Ìç êõñôü ðïëýãùíï ïíïìÜæïõìå êÜèå êëåéóôÞ ìç êõñôÞ

ôåèëáóìÝíç ãñáììÞ.

Ðïëõãùíéêü ÷ùñßï êáëåßôáé Ýíá ðïëýãùíï ìå ôá åóùôåñéêÜ ôïõ

óçìåßá.

ÅíäéáöÝñïí ðáñïõóéÜæåé ç ìåëÝôç ôùí êõñôþí ðïëõãþíùí ìå ôá

ïðïßá èá áó÷ïëçèïýìå áìÝóùò ìåôÜ, ãé' áõôü üôáí ëÝìå ðïëýãùíï èá

åííïïýìå ôï êõñôü ðïëýãùíï, åêôüò êé áí äéåõêñéíßæåôáé áëëéþò.

2.5.3 Óôïé÷åßá ðïëõãþíïõ

Ïé ðëåõñÝò, ïé êïñõöÝò, ïé äéáãþíéåò êáé ç ðåñßìåôñïò

ðïëõãþíïõ, ïñßæïíôáé, üðùò êáé óôéò ôåèëáóìÝíåò ãñáììÝò. ¢êñá

äåí ïñßæïíôáé óôï ðïëýãùíï. Ãùíßá ðïëõãþíïõ ïíïìÜæåôáé ç ãùíßá

äýï äéáäï÷éêþí ðëåõñþí ôïõ, ð.÷ ç ÁÅÄ
�

ç ïðïßá óõìâïëßæåôáé Å
�

.

ÅîùôåñéêÞ ãùíßá ðïëõãþíïõ ïíïìÜæåôáé ç ãùíßá ðïõ åßíáé åöåîÞò

êáé ðáñáðëçñùìáôéêÞ ìå ìßá áðü ôéò ãùíßåò ôïõ, ð.÷ ç ÃÄx
�

ç ïðïßá

êáé óõìâïëßæåôáé Ä åî

�

. ¸íá ðïëýãùíï ìå 4 ðëåõñÝò ïíïìÜæåôáé

ôåôñÜðëåõñï. Ôá õðüëïéðá ðïëýãùíá ìå í�4 ðëåõñÝò ïíïìÜæïíôáé

ôñßãùíï (ãéá 3 ðëåõñÝò), ðåíôÜãùíï (ãéá 5 ðëåõñÝò) ê.ô.ë.

Ôï ðïëýãùíï ìå ôï ìéêñüôåñï ðëÞèïò ðëåõñþí åßíáé ôï ôñßãùíï

êáé èá áó÷ïëçèïýìå ì' áõôü óôï åðüìåíï êåöÜëáéï.

Ðñüâëçìá

Ìéá êáôóßêá åßíáé äåìÝíç ìå Ýíá ó÷ïéíß ìÞêïõò 10 m óå Ýíá ðÜóóáëï

ôñéãùíéêÞò äéáôïìÞò ìå êÜèå ðëåõñÜ 10 cm. Ç êáôóßêá ðåñéöÝñåôáé

ãýñù áðü ôïí ðÜóóáëï ðÜíôïôå êáôÜ ôçí ßäéá öïñÜ. ÌåôÜ áðü ðüóåò

ðåñéöïñÝò ãýñù áðü ôïí ðÜóóáëï èá áêéíçôïðïéçèåß;

¼ôáí ç êáôóßêá êÜíåé ìéá ðåñéöïñÜ, ôüôå ôõëßãåôáé ãýñù áðü ôïí

ðÜóóáëï ó÷ïéíß ìÞêïõò 30 cm. ÅðïìÝíùò ç êáôóßêá èá áêéíçôï-

ðïéçèåß, üôáí ôï ó÷ïéíß ìÞêïõò 1000 cm ôõëé÷ôåß üëï óôïí ðÜóóáëï,

äçëáäÞ, üôáí êÜíåé 1000:30=33,3 ðåñéöïñÝò.
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ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ 2ïõ ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

ÅÑÙÔÇÓÅÉÓ ÓÕÍÔÏÌÇÓ ÁÐÁÍÔÇÓÇÓ

Íá õðïëïãßóåôå ôï ðëÞèïò ôùí äéáãùíßùí åíüò ôåôñáðëåýñïõ,

åíüò ðåíôáãþíïõ, åíüò åîáãþíïõ, åíüò åðôáãþíïõ êáé åíüò

ïêôáãþíïõ. Íá âñåßôå ðïéá ó÷Ýóç óõíäÝåé ôï ðëÞèïò ôùí ðëåõñþí

ìå ôï ðëÞèïò ôùí äéáãùíßùí.

1 Áí ôï Üèñïéóìá ôùí ìçêþí ôñéþí ïðïéïíäÞ-

ðïôå ðëåõñþí åíüò ôåôñÜðëåõñïõ åßíáé 12,

ðïéá åßíáé ç ðåñßìåôñüò ôïõ;

2 Ìéá ãùíßá åßíáé êëåéóôÞ ôåèëáóìÝíç ãñáììÞ

Þ åßíáé áíïéêôÞ ôåèëáóìÝíç ãñáììÞ;

3 Íá ãñÜøåôå üëá ôá êåöáëáßá ãñÜììáôá ôïõ

åëëçíéêïý áëöÜâçôïõ ðïõ åßíáé áðëÝò ôåèëá-

óìÝíåò ãñáììÝò.

4 Íá èåùñÞóåôå ôñßá ìç óõíåõèåéáêÜ óçìåßá

êáé íá ïñßóåôå üëåò ôéò ôåèëáóìÝíåò ãñáììÝò

ðïõ Ý÷ïõí ôá óçìåßá áõôÜ ãéá êïñõöÝò. Ðü-

óåò áð' áõôÝò åßíáé êëåéóôÝò êáé ðüóåò áíïé-

êôÝò;

5 Ðüóåò äéáãþíéåò Ý÷åé Ýíá åîÜãùíï; Ðüóåò

Ýíá í-ãùíï; Ðïéï ðïëýãùíï Ý÷åé ôï ßäéï

ðëÞèïò ðëåõñþí êáé äéáãùíßùí;

1 Óå åõèåßá èåùñïýìå êáôÜ óåéñÜ ôá óçìåßá Á,

Â êáé Ã Ýôóé þóôå ÂÃ=3ÁÂ. Áí Ì ôï ìÝóï ôïõ

ÁÂ, Í ôï ìÝóï ôïõ ÁÃ êáé Ñ ôï ìÝóï ôïõ ÍÃ, íá

áðïäåßîåôå üôé ÌÑ
5

2
ÁÂ� .

2 Áí x
�

ç óõìðëçñùìáôéêÞ ìéáò ãùíßáò ù
�

, êáé y
�

ç ðáñáðëçñùìáôéêÞ ôçò ßäéáò ãùíßáò ù
�

, íá

äåßîåôå üôé y ù x
� � �

� � 2 .

3 Áðü óçìåßï Ï åõèåßáò xy öÝñïõìå ðñïò ôï

ßäéï ìÝñïò ôéò çìéåõèåßåò ÏÁ êáé ÏÂ Ýôóé þóôå

ïé ãùíßåò xÏÁ
�

, ÁÏÂ
�

êáé ÂÏy
�

íá åßíáé

äéáäï÷éêÝò. Ðüóùí ìïéñþí ðñÝðåé íá åßíáé ç

ãùíßá ÁÏÂ
�

þóôå ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí

xÏÁ
�

êáé ÂÏy
�

íá ó÷çìáôßæïõí ãùíßá 122
;

4 Ìßá öùôåéíÞ áêôßíá ÁÏ óõíáíôÜ Ýíá

êÜôïðôñï ÊË óôï óçìåßï Ï êáé áíáêëÜôáé

êáôÜ ôçí ÏÂ. Ôï êÜôïðôñï óôñÝöåôáé êáôÜ

ãùíßá è êáé ç öùôåéíÞ áêôßíá áíáêëÜôáé êáôÜ

ôçí ÏÂ~. Íá õðïëïãßóåôå ôç ãùíßá ÂÏÂ�
�

áí

ãíùñßæïõìå üôé ç ãùíßá ðñüóðôùóçò åßíáé ßóç

ìå ôç ãùíßá áíÜêëáóçò.
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ÅÑÙÔÇÓÅÉÓÊÁÔÁÍÏÇÓÇÓ2
ïõ

ÊÅÖÁËÁÉÏÕ

1 Íá åîåôÜóåôå áí åßíáé óùóôÞ Þ ëÜèïò êáèåìéÜ

áðü ôéò ðñïôÜóåéò ðïõ áêïëïõèïýí.

á. Ôï Üèñïéóìá äõï åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí

ïñßæåôáé ðÜíôïôå êáé åßíáé åõèýãñáììï ôìÞìá.

� Óùóôü � ËÜèïò

â. Áí Ýíá óçìåßï áíÞêåé ó' Ýíá åõèýãñáììï

ôìÞìá, ôüôå ëÝãåôáé åóùôåñéêü óçìåßï áõôïý.

� Óùóôü � ËÜèïò

ã. Ç åõèåßá ãùíßá åßíáé ç ìüíç ãùíßá ðïõ

äåí Ý÷åé åóùôåñéêÜ óçìåßá.

� Óùóôü � ËÜèïò

ä. ÊÜèå ãùíßá Ý÷åé äé÷ïôüìï êáé ìÜëéóôá

ìüíï ìßá.

� Óùóôü � ËÜèïò

å. ÕðÜñ÷ïõí ãùíßåò ðïõ åßíáé êáé ðáñáðëç-

ñùìáôéêÝò êáé ßóåò.

� Óùóôü � ËÜèïò

óô. Ìéá åðßêåíôñç ïñèÞ ãùíßá âáßíåé óå ôüîï

ðïõ åßíáé ôåôáñôïêýêëéï.

� Óùóôü � ËÜèïò

æ. Ôï ìÝôñï åíüò çìéêõêëßïõ åßíáé 180
.

� Óùóôü � ËÜèïò

ç. ¼ëá ôá çìéêýêëéá üëùí ôùí êýêëùí åßíáé

ßóá.

� Óùóôü � ËÜèïò

è. Ôï êÝíôñï åíüò êýêëïõ åßíáé óçìåßï ôïõ

êýêëïõ.

� Óùóôü � ËÜèïò

2 Íá ÷áñáêôçñßóåôå ôï åßäïò ôçò êáèåìéÜò áðü

ôéò ôåèëáóìÝíåò ãñáììÝò ðïõ áêïëïõèïýí.

3 Óôá ðáñáêÜôù ó÷Þìáôá íá åíôïðßóåôå üðïõ

õðÜñ÷ïõí ãùíßåò: åöåîÞò, êáôáêïñõöÞí, ðá-

ñáðëçñùìáôéêÝò, óõìðëçñùìáôéêÝò, ïñèÝò,

ßóåò.

4 Íá óõìðëçñþóåôå ôéò ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò

þóôå íá ãßíïõí áëçèåßò.

á. Ïé äé÷ïôüìïé ôùí êáôáêïñõöÞí ãùíéþí

åßíáé ..........

â. Ïé óõìðëçñùìáôéêÝò ãùíßåò Ý÷ïõí ..........

ã. Áí ïé äé÷ïôüìïé äýï åöåîÞò ãùíéþí åßíáé

êÜèåôåò, ôüôå ïé ãùíßåò åßíáé ..........

ä. Ç äéáöïñÜ äýï ßóùí åõèýãñáììùí

ôìçìÜôùí åßíáé ..........

å. Ôï Üèñïéóìá äýï ôåôáñôïêõêëßùí åíüò

êýêëïõ åßíáé ..........

5 Äýï Üíéóïé ïìüêåíôñïé êýêëïé ðüóá êïéíÜ

óçìåßá Ý÷ïõí;
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6 Ç ãùíßá ÃÏÄ
�

åßíáé åðßêåíôñç êáé óôïõò äõï

êýêëïõò. Ôá äýï ôüîá ÁÂ
�

êáé ÃÄ
�

åßíáé ßóá;
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Óôï êåöÜëáéï áõôü áíáöåñèÞêáìå óôéò ðñùôáñ÷éêÝò Ýííïéåò óç-

ìåßï, åõèåßá, åðßðåäï êáèþò åðßóçò êáé óôçí çìéåõèåßá êáé ôï åõèý-

ãñáììï ôìÞìá.

Îå÷ùñßóáìå áêüìç ôéò ðñïôÜóåéò óå èåùñÞìáôá (áõôÝò ðïõ

áðïäåéêíýïíôáé) êáé óå áîéþìáôá (áõôÝò ðïõ äå÷üìáóôå ÷ùñßò

áðüäåéîç). ¼óïí áöïñÜ ôçí áðüäåéîç (óåéñÜ ëïãéêþí óõëëïãéóìþí ãéá

íá êáôáëÞîïõìå ó' Ýíá óõìðÝñáóìá) åßäáìå ôçí åõèåßá êáé ôçí ðëÜãéá

áðüäåéîç ìå ôçí áðáãùãÞ óå Üôïðï (õðïèÝôïõìå üôé äåí áëçèåýåé áõôü

ðïõ èÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå).

ÌåëåôÞóáìå áêüìç ôç óýãêñéóç åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí (ßóá Þ

Üíéóá), üðùò åðßóçò êáé ôï Üèñïéóìá åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí, ôç

äéáöïñÜ åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí êáé ôï ãéíüìåíï èåôéêïý ñçôïý

áñéèìïý ìå åõèýãñáììï ôìÞìá. Ç óýãêñéóç êáé ïé ðñÜîåéò ìåôáîý

åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí ìáò ïäÞãçóå êáé óôïí ïñéóìü ôïõ ìÝôñïõ

åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò.

¢ëëá ó÷Þìáôá ðïõ ìåëåôÞóáìå óôï êåöÜëáéï áõôü åßíáé ç ãùíßá, ï

êýêëïò êáé ôï ôüîï ôï ïðïßï ðñïêýðôåé óáí ôïìÞ åíüò êýêëïõ êáé ìéáò

åðßêåíôñçò ãùíßáò.

Ôá åßäç ôùí ãùíéþí üðùò åßíáé ç åõèåßá, ç ðëÞñçò, ç ìçäåíéêÞ, ç

ïñèÞ (ôï ìéóü ôçò åõèåßáò ãùíßáò) Þôáí êé áõôÜ ìÝóá óôá åíäéáöÝñïíôá

ôïõ êåöáëáßïõ áõôïý, üðùò åðßóçò ïé åöåîÞò êáé ïé êáôáêïñõöÞí

ãùíßåò.
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Óõãêñßíáìå ôéò ãùíßåò (ßóåò Þ Üíéóåò) ó÷Ýóåéò ðïõ "ìåôáöÝñïíôáé"

êáé óôá áíôßóôïé÷á ôüîá ôùí ãùíéþí áí áõôÝò ãßíïõí åðßêåíôñåò óå

ßóïõò êýêëïõò.

Ç óýãêñéóç ãùíéþí ìáò Ýäùóå ôç äõíáôüôçôá íá ïñßóïõìå ôçí

ïîåßá ãùíßá êáé ôçí áìâëåßá ãùíßá.

Ìå âÜóç ôç óýãêñéóç êáèïñßóáìå ôï ìÝôñï ãùíßáò (ìÝôñï ôïõ

áíôßóôïé÷ïõ ôüîïõ) êáé ôç âáóéêÞ ìïíÜäá ìÝôñçóçò ãùíéþí êáé ôüîùí,

ôç ìïßñá 1
 (ôï
1

360
åíüò êýêëïõ).

Ôï Üèñïéóìá ãùíéþí ç äéáöïñÜ ãùíéþí êáé ôï ãéíüìåíï ìç

áñíçôéêïý ñçôïý áñéèìïý ìå ãùíßá ïñßóôçêáí êáé üðùò Þôáí öõóéêü

áõôÜ "ìåôáöÝñèçêáí" óôá áíôßóôïé÷á ôüîá.

Ìå ôç óåéñÜ ôïõò ïé ðñÜîåéò ìáò Ýäùóáí ôéò ðáñáðëçñùìáôéêÝò

ãùíßåò (äýï ãùíßåò ìå Üèñïéóìá 2 ïñèÝò) êáé ôéò óõìðëçñùìáôéêÝò

ãùíßåò (äýï ãùíßåò ìå Üèñïéóìá 1 ïñèÞ).

Íá èõìçèïýìå áêüìç üôé êÜíáìå êáé ôéò ðñþôåò áðïäåßîåéò ðïõ

áöïñïýí éäéüôçôåò ïñéóìÝíùí áðü ôá ó÷Þìáôá ðïõ ìåëåôÞóáìå (ïé

êáôáêïñõöÞí ãùíßåò åßíáé ßóåò, Ý÷ïõí ãéá äé÷ïôüìïõò áíôéêåßìåíåò

çìéåõèåßåò, ïé åöåîÞò êáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò ãùíßåò Ý÷ïõí êÜèåôåò

äé÷ïôüìïõò êôë.).

Åêôüò áðü ôéò ðñþôåò áðïäåßîåéò åßäáìå êáé ôéò ðñþôåò ãåùìå-

ôñéêÝò êáôáóêåõÝò (ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç) åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò

ßóïí ðñïò äïèÝí ôìÞìá, ãùíßáò ßóçò ìå äïóìÝíç ãùíßá êáé ôüîïõ ßóïí ìå

äïèÝí ôüîï.

Óôç óõíÝ÷åéá êÜíáìå ìéá áíáöïñÜ óôçí Ýííïéá ôçò ôåèëáóìÝíçò

ãñáììÞò, óôá äéÜöïñá åßäç ôçò (êëåéóôÞ, áíïéêôÞ, êõñôÞ, êôë.) êáé óôá

óôïé÷åßá ôçò (êïñõöÝò, äéáãþíéåò, ðåñßìåôñïò).

Ôï ðïëýãùíï Þôáí ôï ôåëåõôáßï èÝìá ìåëÝôçò ôïõ 2ïõ êåöáëáßïõ

ãéá íá ìáò ðñïåôïéìÜóåé ôï Ýäáöïò ãéá ôï åðüìåíï êåöÜëáéï óôï ïðïßï

èá áó÷ïëçèïýìå êáôÜ êýñéï ëüãï ìå ôï áðëïýóôåñï ôùí ðïëõãþíùí ôï

ôñßãùíï (ðïëýãùíï ìå ôñåéò ðëåõñÝò).
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